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dno byloby chyba wymieni¢ dzial informatyki teoretycznej, w ktérym w cig-
ostatniego dziesigciolecia poczyniono by wigksze postgpy niz w projektowa-
ﬁ( analizie algorytméw kombinatorycznych. Z jednej strony znaleziono wiele
w, efektywniejszych metod rozwiazywania probleméw kombinatorycznych
Wocq komputerdw, z drugiej zas uzyskano wyniki teoretyczne swiadczace
"eoraz wyrazniej o nieistnieniu ,,rozsadnie efektywnych” algorytmoéw dla szerokiej
kingy zagadnien. Efektywne algorytmy kombinatoryczne znajduja zastosowania
w wiclu dziedzinach nienumerycznego przetwarzania informacji, zwlaszcza w op-
tymalizagji dyskretnej i badaniach operacyjnych.

W pracy przedstawiono wybrane dziaty kombinatoryki, szczegdlny nacisk
mrna konstruktywne, algorytmiczne podejécie — omawianym problemom
\atorycznym towarzysza z reguly algorytmy ich rozwiazywania wraz
.ich zlozonosci obliczeniowej. Algorytmy te sa nieco skondensowanymi
ni_programéw uruchomionych w jezyku Pascal. Na wyb6r omawianych
ﬂmmi w duzej mierze wyrywkowy, ze wzgledu na zaloZzona objgtosC pracy
strony i obszernosc d21edz1ny z druglej wp1yn¢1y zaréwno zamtereso—

0 pokrewnej tematyce wydanych w serii Biblioteki Inzynierii Oprogramowania
, [2]) oraz w serii Informatyka (poz. [76]) *

Wrwszy, najobszerniejszy rozdzial zawiera wyklad najbardziej klasycznych
0w . kombinatoryki (permutacje, podzialy zbioru i liczby, wspélczynnik
Bmienny, funkcje tworzace itp.) wraz z wieloma — niekoniecznie klasycz-
¥~ algorytmami generowania omawianych obiektéw kombinatorycznych.
Wzdziale 2 przedstawiono podstawowe techniki uzywane przy projektowaniu
tméw grafowych, w szczegdlnosci metody systematycznego przeszukiwania
. Tematyka zwigzana z grafami jest kontynuowana przez dwa nastgpne
paaly; w pierwszym z nich omdéwiono metody znajdowania najkrotszych
",,'.W grafach, ktérych krawedziom przypisano dowolne ,,dlugosci”, w drugim
acentrowano si¢ na problemie znajdowania maksymalnego przeptywu w sieci

Zob. takze L. Banachowski, A. Kreczmar, W. Rytter: dnaliza algorytméw i struktur
Wyd. 1. Warszawa, WNT 1987 (wznowienie w druku). — Przyp. red. do wyd. 2.
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(tzn. w grafie o okreslonych ,,przepustowosciach” krawedzi). W ostatnim roz-
dziale oméwiono zastosowanie kombinatorycznego pojecia matroidu do rozwia-
zywania pewnej klasy zagadnied optymalizacyjnych,

Ksigzka jest przeznaczona dla programistéow pragnacych wzbogaci¢ swa
wiedz¢ na temat algorytméw kombinatorycznych oraz podbudowaé teoretycznie
swa wiedz¢ praktyczna. Od Czytelnika wymaga si¢ jedynie clementarnych wia-
domosci z matematyki, znajomosci jezyka programowania Pascal (p. poz. [36]
i [75] oraz pewnego doswiadczenia w programowaniu W jezyku wyZszego
poziomu.

Pragne podzigkowaé doc. dr. hab. Wiktorowi Markowi za wiele cennych
uwag, ktore pozwolily usunaé usterki z pierwotnej wersji tej ksiazki.

Witoltp LIPSk
Warszawa, w grudniu 1980



Wprowadzenie do kombinatoryki

Pojecia wstgpne

W punkcie tym sa zebrane podstawowe definicje i oznaczenia dotyczace uzywa-
nych poje¢ logicznych i teoriomnogosciowych oraz przedstawionych w dalszym
ciggu algorytméw.

Zaczniemy od poje¢ logicznych i teoriomnogosciowych (Czytelnika zainte-
resowanego w glebszym poznaniu tych poje¢ odsylamy do pozycji [49] i [57).
Uzywa¢ bedziemy spdjnikéw logicznych v (lub), A (i), 71 (nie), = (jesli ..., to ...),
<> (wtedy i tylko wtedy, gdy). Fakt, ze x jest elementem zbioru X zapisujemy
jako x e X, jego zaprzeczenie przez x ¢ X. Zbiér tych elementéw zbioru X,
ktore spelniajag warunek @ oznaczamy przez {x € X: @} (lub {x: &}, jesli wiado-
mo, o jaki zbiér X chodzi), natomiast {a,, ..., a,} oznacza zbiér, ktérego jedynymi
elementami s3 a,, ..., a, (W szczegdlnosci jedynym elementem zbioru {a} jest a).
Operacje teoriomnogosciowe sumy, przeciecia i réznicy oznaczamy odpowiednio
przez U, N i\, zbiér pusty natomiast (nie zawierajacy zadnego elementu) przez &.
Fakt, ze zbiér A jest zawarty w zbiorze B (tzn. A jest podzbiorem zbioru B)
oznaczamy przez A < Blub B 2 A (mamy zawsze & < 4, A < A); symbol ,,=”
jest zarezerwowany dla przypadku zawierania wykluczajacego przypadek 4 = B
(méwimy wtedy, 2e A jest podzbiorem wlasciwym zbioru B). Zbior wszystkich
podzbioréw zbioru X oznaczamy przez # (X), a licznoéé zbioru X (tzn. liczbe
Jjego elementéw) przez |X|.

Ciag dtugosci n o wyrazach a,, ..., a, oznaczamy przez {a,, ..., a,» albo po
prostu przez ay, ..., a, lub a, ... a,. Ciag <a, b) dlugoéci dwa nazywamy parg
uporzqdkowanq. Iloczyn kartezjariski A x B zbioréw A, B definiujemy jako zbidr
wszystkich par <{a, b) gdzie a€ A, b€ B. Przez relacje binarng (o lewej dziedzi-
nie A i prawej dziedzinie B) rozumiemy dowolny podzbiér R < A x B. Jesli 4 = B,
to méwimy o relacji binarnej na zbiorze A. Zamiast {a, b) € R piszemy czg¢sto aRb.

O relacji R na zbiorze X méwimy, Ze jest:

(a) zwrotna, jesli xRx dla kazdego x e X,

(b) przechodnia, jesli (xRy A yRz) = xRz dla dowolnych x, y,z€ X,

(c) symetryczna, jesli xRy = yRx dla dowolnych x, y € X,

(d) antysymetryczna, jesli (xRyAyRx)=>x =y dla dowolnych x,ye X.

"
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WPROWADZENIE DO KOMBINATORYKI

Dowolng relacje binarng, ktora jest zwrotna, przechodnia i symetryczna nazy-
wamy relacjq réwnowaznosci, natomiast relacj¢ zwrotng, przechodnia i antysy-
metryczng nazywamy czesciowym porzqdkiem. Relacje cze$ciowego. porzadku
oznaczamy zwykle przez ,,<<’, a parg (X, <> nazywamy zbiorem czesciowo
uporzqdkowanym. Stosowaé bedziemy oczywiste oznaczenia, takie jak x >y
dlay<x, x <ydlax<ynax # yitp. Przykladem zbioru czesciowo uporzad-
kowanego jest zbior liczb calkowitych z relacja podzielnosci, zbior liczb catko-
witych (lub rzeczywistych) ze zwykla relacja mniejszosci lub réwnosci ,,<C”,
jak réwniez zbior & (X) z relacja zawierania <.

Jesli funkcja (odwzorowanie) f przyporzadkowuje kazdemu elemento-
wi x € X element f(x) € ¥, to piszemy /> X — ¥ (funkcje taka moZemy traktowac
jakorelacje R © X x Y o tej wlasnosci, Ze dla kazdego x € X istnieje w R dokladnie
jedna para postaci {x, y>, y € Y; dla naszych celéw wystarczy jednak intuicyjne
pojecie funkcji). Dla dowolnych 4 < X, B & Y definiujemy

f(4) = {yeY: istnieje x € 4, takie ze y = f(x)}
F7UB) = (xe X:f(x) e B}

(zamiast f~1({b}) piszemy po prostu f~1(b)).
JeSli f(X) = Y, to méwimy o funkeji z X na Y. Funkcja /2 X — Y jest réznowar-
tosciowa (wzajemnie jednoznaczna), jesli dla dowolnych a,be X

a#b=f(a) #f(b)

Pojeciem czgsto przez nas uzywanym bedzie pojecie grafu (por. [9], [31]).
Przez graf niezorientowany (lub krétko: graf) rozumiemy dowolna parg G =
=V, E>, taka ze

Ec {{u,v}:u,veVAu#uv}

Grafem zorientowanym nazywamy dowolna parg G = (V,E), takg ie E <
< Vx V. W obu przypadkach zbiory ¥V i E nazywamy odpowiednio zbiorem
wierzcholkéw i zbiorem krawedzi grafu G.

Graf reprezentujemy zwykle na plaszczyznie w postaci zbioru punktéw
odpowiadajacych wierzchotkom i taczgcych je linii odpowiadajacych krawedziom.
Linia odpowiadajaca krawedzi {u,v} lub {u,v) lgczy punkty odpowiadajace
wierzchotkom u, v, przy czym w tym drugim przypadku jest zaopatrzona w strzalke
okreflajaca kierunek z u do v (rys. 1.1).

W kontekscie ustalonego grafu G = (V, E) bgdziemy czgsto uzywaé ozna-
czeh u—v, u ~ v zamiast odpowiednio {u, v} € E i {u, v) € E. Jesli krawedZ e
jest postaci {u, v} lub <u, v, to méwimy, Ze krawedz e jest incydentna z wierz-
chotkami u i v, oraz ze wierzcholki u i v sqsiadujq ze soba. Stopien wierzcholka
okre§lamy jako liczbe krawedzi incydentnych z nim. Wierzcholek stopnia 0
nazywamy izolowanym (np. wierzcholek vs na rys. 1.1a). Drogg w grafie G =
= {V, E) nazywamy ciag wierzcholk6w vg, vy, ..., 0y, taki Ze k =01 v,—v;,,
(lud v, > v, 4, jesti G jest grafem zorientowanym), i = 1, ..., k—1. Wierzchol-
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h v, i v, nazywamy odpowiednio poczqtkiem i koricem drogi, liczbe k natomiast
je] dlugosciq. Droge, ktérej poczatek pokrywa si¢ z koficem, nazywamy cyklem.
Jeéli wszystkie wierzcholki drogi vy, ..., v, sa réine, to méwimy o drodze ele-
mentarnej. Podobnie, cykl vy, ..., vy (v, = v) nazywamy elementarnym, jesli
wierzchotki vy, ..., v,_1 sa réine. Podgrafem grafu G = (¥, E) nazywamy do-
wolny graf G' = V', E">, taki z2¢ V' = Vi E' < E.

Rys. 1.1 (@) Graf niezorien-
towany (b) Graf zoriento-
wany

Niech G = (V, E bedzie dowolnym grafem niezorientowanym iniech v e V.
Niech 4 bedzie zbiorem tych wierzcholkéw u € ¥, do ktérych istnieje droga z v.
Zbiér A wraz z krawgdziami grafu G, incydentnymi z wierzchotkami z A, okresla
pewien podgraf zwany skiadowq spdjng grafu G. Oczywiscie zbiory wierzcholtkéw
sktadowych spéjnych dowolnego grafu sa parami roziaczne. Na przyklad dla
grafu z rysunku 1.1a sg to zbiory V, = {vy, v, U3, 04, U6}, Vo = {vs} 1 V3 =
= {1, vs, V9, V10, V11 }.

) Mowimy, ze grafy G = {V, E) i G' = (V’, E’) sa izomorficzne, jedli istnieje
wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie f z ¥ na ¥V, takie ze dla dowolnych
u,veV mamy {u, v}e E< {f(w), f(W)}eE (Ku, v)e E<={f (W), f(t))eE’
w przypadku graféw zorientowanych). Zwykle nie bgdziemy rozrézniaé migdzy
grafami jzomorficznymi.

Dla dowolnej liczby rzeczywiste] x bedziemy uzywaé oznaczeh lx) i [x],
odpowiednio dla najwickszej liczby catkowitej nie wigkszej niz x i najmniejszej
Hiezby calkowitej nie mniejszej od x, np. 13.5) = 3, [3.51 = 4, | —3.5) = —4,
§—3.51 = —3.

Przechodzimy teraz do poje¢ zwigzanych z algorytmami. Bedziemy je zwykle
zapisywaé¢ w jezyku programowania bedacym nieformalng wersja Pascala [36],
[75]. Jesli realizacja jakiego$ fragmentu programu jest oczywista, lecz Zzmudna

-1 zaciemniajaca ide¢ algorytmu, to fragment taki bedziemy czasami zastgpowaé

®pisem w jezyku naturalnym. Stosujemy tez nieformalne konstrukcje, takie jak

“‘ma przykiad petle for x & X do P (wykonaj instrukcj¢ P dla wszystkich elementSw x

“gbioru X — w dowolnej kolejnosci), STOS < x (poléz zawartoéé zmiennej x na
osie), x <= STOS (zdejmij szczytowy element stosu i podstaw go pod zmien-
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WPROWADZENIE DO KOMBINATORYKI

na x), KOLEJKA <« x (dodaj x do kolejki jako ostatni element), x < KOLEJKA
(usun pierwszy element z kolejki i podstaw go pod zmienna x) itp. Bedziemy
zwykle opuszcza¢ deklaracje typéw i zmiennych (czasami dla uniknigcia niepo-
rozumienn umieszczamy odpowiednie wyjasnienie w komentarzu). Zmienng po-
jawiajaca si¢ w procedurze uwazamy za lokalng w tej procedurze, chyba ze w spo-
s6b jawny jest powiedziane — w komentarzu — co$ innego. Wiersze programu
numerujemy tak, by umozliwi¢ powolywanie si¢ na ,,petle 177, ,,blok 97 itp.

Podstawowym parametrem algorytmu, ktéry bedzie nas interesowad, jest
jego zlozonosé obliczeniowa (lub krotko: zloZonos$é), tzn. liczba krokéw wykony-
wanych — w najgorszym przypadku — przez algorytm, jako funkcja wymiaru
problemu reprezentowanego przez dane wejéciowe. Dla przykladu, jesli algorytm
akceptuje jako dane dowolny graf G = (V, E), to przez wymiar problemu
mozemy rozumieé |V|. Ztozono$¢ naszego algorytmu jest okreslona wtedy jako
funkcja f, taka ze f(n) jest réwne maksymalnej liczbie krokéw wykonywanych
przez algorytm dla dowolnego grafu o n wierzchotkach. Mozemy tez uwazaé
za wymiar problemu parg {|V|, |E|) — wtedy zloZonosé jest funkcja dwdch
zmiennych i f(n, m) jest rOwne maksymalnej liczbie krokéw wykonywanych
przez algorytm dla dowolnego grafu o n wierzcholkach i m krawedziach. Pozo-
staje jeszcze wyjasni¢ nieco dokladniej, co rozumiemy przez ,.krok algorytmu”,
Ot6z przyjmujemy, Ze nasze programy sa tlumaczone na jezyk maszynowy ty-
powego komputera, posiadajacego w repertuarze swoich instrukcji rozkazy prze-
noszenia stowa z pamigci do akumulatora i odwrotnie, operacje arytmetyczne
dodawania, odejmowania, mnoZenia i dzielenia, skoki warunkowe, operacje
wejécia-wyjscia oraz wyposaZzonego w mechanizm adresowania posredniego
(tzn. okreslania argumentu operacji przez adres komorki pamigci zawierajacej
adres tego argumentu). Wykonanie dowolnej sposréd powyzszych instrukcji
uwazamy wilasnie za krok algorytmu. Oczywiscie, przy tak okreslonym ,.kroku”,
zlozonosé algorytmu zalezy od konkretnego sposobu tlumaczenia naszego pro-
gramu, jak réwniez od konkretnej postaci rozkazéw maszynowych. Nie bedzie
nas jednak nigdy interesowaé doktadna zlozono$é algorytmu, lecz jedynie asymp-
totyczna szybkoé¢ wzrostu liczby krokdw algorytmu, gdy wymiar problemu roénie
nieograniczenie (aby o takiej szybkosci wzrostu mozna bylo méwié zakladamy,
Ze obszar pamigci naszego komputera jest nieograniczony oraz ze kazda komorka
pamigci moze zawiera¢ dowolnie duza liczbe catkowita). Jest jasne, Ze przy do-
wolnych dwu ,,rozsadnych” sposobach tlumaczenia odpowiednie zloZonosci
réznia si¢ co najwyzej o stata multiplikatywna, a wiec ich szybkos$é wzrostu jest
taka sama. Czytelnika pragnacego uscislic powyzsze, bardzo nieformalne roz-
wazania odsylam do pozycji [1] i [2]. '

Przy poréwnywaniu szybkosci wzrostu dwéch funkeji f(n) i g (n) (o warto-
$ciach nieujemnych) bardzo wygodne sa nastgpujace oznaczenia:

f() = O(g(n)) < istnieja stale C, N> 0 takie, ze f(n) <Cg ()
dla wszystkich n;> N

1/1
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f(n) = Q (g (m) < istnieja stale C, N > 0 takie, ze f(n) = Cg (n) dla wszy-
stkich n > N

Oczywiscie f(n) = Q (g (n)) wtedy i tylko wtedy, gdy g (n) = O (f(n)). Sym-
bole O (g (n)) i 2 (g (n)) czytamy odpowiednio: ,,rzedu co najwyzej g (n)”’ oraz
,Tzedu co najmniej g (n)”. Jesli zlozono$¢ pewnego algorytmu jest O (g (1)), to
moéwimy tez, Zze algorytm ten ,,dziala w czasie O (g (n))”.* W podobny sposéb
definiujemy symbole O (g (n;,...,m)) i O(g(ny,...,n)) dla funkcji wielu
zmiennych, np.

f(ng, ....m) = O(g(ny, ..., n)) < istnieja state C, N > 0 takie, ze

f(ny, ...om) < Cg (ny, ..., m) dla wszystkich ny, ..., n, = N
Rozwazana powyZej ztozono$¢ nazywamy czasem zlozonosciq czasowq, w odroz-
nieniu od zlozonosci pamigciowej, okreslajacej wielko$¢ obszaru pamigci uzywa-
nego przez algorytm jako funkcj¢ wymiaru problemu. '

Funkcje 1 rozmieszczenia

Klasycznym problemem kombinatorycznym jest pytanie, na ile sposobéw mozna
rozmiesci¢ pewne obiekty w pewnej liczbie ,,pudelek”, tak by byly spelnione za-
dane ograniczenia. Problem ten mozna sformutowaé nieco bardziej formalnie
w nastgpujacy sposéb. Dane sa zbiory X, Y, przy czym |{X| =n, |Y| =m.
Ile jest funkcji f: X — Y spelniajacych dane ograniczenia? Elementy zbioru X
odpowiadaja obiektom, elementy zbioru Y pudetkom, kazda funkcgja f: X —» Y
okresla natomiast pewne rozmieszczenie przez podanie dla kazdego obiektu x e X
pudelka f(x) e Y, w ktérym ten obiekt si¢ znajduje. Inna, tradycyjna interpre-
tacje otrzymamy traktujac Y jako zbidr ,.koloréw”, a f(x) jako ,.kolor obiek-
ta x”. Nasz problem jest wigc rownowazny pytaniu, na ile sposobéw mozemy
pokolorowaé obiekty, tak by byly spelnione zadane ograniczenia.

Zauwazmy, e bez zmniejszenia ogdlnosci moZemy zawsze przyjaé, ze X =
={l,...,n} i Y={1,..,m}. Kazda funkcje f mozemy wtedy identyfikowaé
z ciggiem {f(1), ...,f(n)>.

Problem nasz jest najprostszy, gdy nie nakladamy zadnych ograniczen na
rozmieszczenia. Mamy bowiem nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 1.1

Jedli |X| = n, |Y] = m, to liczba wszystkich funkcji f: X — Y jest réwna m".
Dowép

Przyjmujac X = {1, ..., n}, sprowadzamy zagadnienie do pytania o liczbe wszy-
stkich ciagéw (y,, ..., y,> 0 wyrazach ze zbioru m-elementowego Y. Kazdy wy-
faz y, mozemy wybra¢ na m sposobéw, co daje m" mozliwosci wyboru ciagu

Gt ooy )

* Zapisu symbolicznego f(n) = O (g (1)) nie nalezy traktowaé jako rownosci; na przy-

wKad z f(n) = O (g (n) i h(n) = O (g () oczywiscie nie wynika f(n) = h(n).

11/13
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Yatwo réwniez znalezé liczbe rozmieszczen, dla ktérych kazde pudelko
zawiera co najwyzej jeden obiekt — takie rozmieszczenia odpowiadaja funk-
cjom réznowartosciowym. Oznaczamy przez [m],, liczbg wszystkich funkcji rézno-
wartosciowych ze zbioru n-elementowego w zbiér m-elementowy.

TWIERDZENIE 1.2
Jesli | X| = n,| Y| = m, to liczba wszystkich funkcji réznowartosciowychf: X —» Y
jest réwna

[m], = m@m—-1)...(m—n+1) ‘ 1.n
(przyjmujemy [m]o = 1).
Dowép

Poszukujemy tym razem liczby ciagéw réznowartosciowych (yy, ...; y,» 0 Wy-
razach ze zbioru Y. Wyraz y, takiego ciaggu moZemy wybra¢ na m sposobéw,
wyraz y, na m—1 sposobéw, ogdlnie: przy ustalonych wyrazach y,,...,y,_;
mozemy jako y, wybraé dowolny spoéréd m—i+ 1 elementéw zbioru Y\ {y, ...,
Yi-1} (zaKladamy n < m; jedli n > m, to oczywiscie zaréwno [m],, jak i szukana
liczba funkcji jest réwna zern). Daje to m(m—1)... (m—h+1) mozliwosci
wyboru ciagu réznowartosciowego <{¥i, ..., Vur- n

Oto dla przykladu [4], = 24 ciagi réznowartosciowe dtugosci 3 o elemen-
tach ze zbioru X = {1, 2, 3, 4}:

1,2,3> <513y (3,1,2 <412
1L,2,4 QL4 (31,4 41,3
1,3,2 2,31 (G2, 421D
1,3, 3,4 (3,2,4 4,23
1,42 2,41 (G410 43D
1,43 (2,43 3,42 <432

Jesli m = n, to kazda funkcja réznowartoiciowa f: X — Y jest wzajemnie
jednoznacznym odwzorowaniem zbioru X na zbiér Y. W takim przypadku [r], =
= n(n—1)... 1 oznaczamy przez n! (n silnia). Kazde wzajemnie jednoznaczne
odwzorowanie f: X — X nazywamy permutacjq zbioru X. Jako szczegllny przy-
padek twierdzénia 1.2 otrzymujemy

TWIERDZENIE 1.3
Liczba permutacji zbioru n-elementowego jest rowna nl. [ |
Permutacje rozwazaé¢ bedziemy w nastepnych punktach, teraz natomiast
zajmiemy si¢ jeszcze innym typem rozmieszczenia obiektéw w pudetkach. Za-
16zmy, ze rozmieszczamy n obiektéw w m pudetkach, przy czym kazde pudetko
zawiera teraz ciag, a nie jak poprzednio zbiér umieszczonych w nim obiektéw.
Dwa rozmieszczenia uwazamy za réwne, jesli w kazdym pudetku zawieraja taki
sam cigg obiektow. Rozmieszczenia tego typu bedziemy nazywaé rozmieszcze-
niami uporzqdkowanymi n obiektéw w m pudelkach. Oznaczamy liczbe takich
uporzadkowan przez [m]".
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TWIERDZENIE 1.4

Liczba rozmieszczenri uporzadkowanych » obiektéw w m pudelkach jest rowna
[m)* = m(@m+1)...(m+n—1) 1.2)

(przyimujemy [m]° = 1).

Dowo6D

Bedziemy konstruowaé rozmieszczenie uporzadkowane przez kolejne dodawanie
nowych obiektéw. Pierwszy obiekt moZemy rozmiesci¢ na m sposobéw, drugi
na m+1 sposobéw, gdyz da si¢ umiefcic w jednym z m—1 pustych pudelek
lub w pudetku zawierajacym pierwszy obiekt przed lub za tym obiektem. Ogélnie,
zalézmy, 2e rozmiesciliSmy juz i—1 obiektéw, przy czym dla k=1,2,....m
w k-tym pudetku znajduje si¢ r; obiektéw. Wtedy i-ty obickt mozemy doda¢
na ry+1 sposoboéw do k-tego pudetka, co w sumie daje

(ri+D+ . +@u+ D) =1+ ... +1r)+m=m+i—1

motliwoéci. Wszystkich rozmieszczefi uporzadkowanych jest wigc m (m+1)...
(Y] (m + n— l)- -

Na rysunku 1.2 przedstawiono wszystkie [3]* = 12 rozmieszczefi uporzad--

kowanych elementéw a, b w trzech -pudetkach.

§
g
|

©
]

-

L

~—

0

AL
A0

-

ab

UL

- RyYS. 1.2 Rozmieszczenia uvporzadkowane elementéw
[1;} a, b w trzech pudetkach

NEleElE

|
!
|

Odnotujmy na zakoriczenie nastepujace pfoste zaleznosci:

[ml, = (m—n+1)[m],_, (1.3)
[m], = m!/n! a.4)
[ml* = [m+n-1], (1.5)
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Permutacje: rozklad na cykle, znak permutacji

Przypomnijmy, Ze permutacja zbioru n-elementowego X nazywamy dowolng
wzajemnie jednoznaczna funkcje f: X — X. Zwykle permutacje okreslamy za
pomoca tablicy o dwéch wierszach, z ktorych kazdy zawiera wszystkie elementy
zbioru X, przy czym element f(x) wystgpuje pod elementem x. Dla przykladu
permutacje f zbioru {a, b, ¢, d}, taka Ze

f@=d; f®)=a f@O=c f@=0b

zapisujemy nastgpujaco:

abcd
f=(dacb)

Jesli ustalimy porzadek elementéw w gérnym wierszu, to kazdej permutacji od-
powiada jednoznacznie ciag zawarty w dolnym wierszu, np. dla permutacji j
jest to {d, a, ¢, b). Dlatego tez permutacja zbioru n-elementowego X bedziemy
niekiedy nazywaé dowolny ciag roznowartosciowy dlugoéci n o elementach ze
zbioru X.

W naszych rozwazaniach natura elementéw zbioru X bedzie nieistotna —
przyjmujemy dla prostoty X = {1, ..., n}. Oznaczmy zbiér wszystkich permutacji
tego zbioru przez S,. Dowolna permutacje fe S, bedziemy zwykle identyfikowaé
Z ciagiem {da, ..., a,y, gdzie a; = f(i). Przez zlozenie permutacji f, g rozumiemy
ermutacje fg zdefiniowana nastgpujaco:

g () =7(g )

Zauwazmy, ze aby wyznaczy¢ zlozenie dwoch permutacji, powiedzmy
12345 12345
f=(53214) g=<25314>
wystarczy zmieni¢ porzadek kolumn w permutacii f tak, by w pierwszym wierszu

uzyskac ciag wystepujacy w drugim wierszu permutacji g — drugi wiersz permu-
tacji f okresla wtedy zloZenie fg. W naszym przypadku

12345
g=<25314)
25314
f=(34251)
12345
f9=<34251>
Permutacje

12...n
€= 12...n

/1
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,;azywamy permutacjq identycznosciowq. Oczywiscie ef = fe = f dla dowolnej
parmutacji fe S,. Latwo tez zauwazy€, ze kazda permutacja fe S, wyznacza jed-
noznacznie permutacje f~, taka ze ff~' = f~! f = e. Nazywamy ja permutacjq
odwrotng do f. Aby ja wyznaczy¢, wystarczy zamignié miejscami wiersze w przed-
stawieniu permutacji /. Na przyklad dla

12345
/= <3 421 5)
otrzymujemy
» 34215 12345
s =<12345>=<43125)
Z naszych rozwazan wynika, Zze dla dowolnych permutacji f, g, 4 € S, sa spelnione
warunki

(f9) h = f(gh) (1.6)
fe=e =f @n
f~Y=fft=e (1.8)

Fakt ten wyrazamy mowiac, Zze S, tworzy grupe ze wzgledu na dzialanie ztozenia.
Grupe t¢ nazywamy grupq symetryczng stopnia n. Dowolny podzbior G < S,
spelniajacy warunki

f,9eG=>fgeCG

feG=f"1eG
nazywamy grupq permutacji stopnia n.

Kazda permutacje f€ S, mozemy reprezentowaé graficznie za pomoca grafu
zorientowanego o zbiorze wierzchotkéw X = {1, ..., n}, w ktérym x — y wtedy

- 1 tylko wtedy, gdy f(x) = y. Od kazdego wierzcholtka x tego grafu odchodzi do-

kladnie jedna krawedz, mianowicie {x,f(x)). Podobnie jedyna krawedziag do-

‘chodzaca do wierzcholka x jest {f~! (x), x). Latwo zauwazyé, Ze startujac z do-

wolnego wierzchotka x, i rozwazajac kolejno wierzchotki x; = f(x,), x, =
= f(xy), ..., dochodzimy po skonczonej liczbie krokéw do wierzchotka x,,
tzn. x; = f(x,_,) = x, dla pewnego I > 1. Stad wniosek, Ze nasz graf sklada si¢
Z pewnej liczby cykli elementarnych o rozlacznych zbiorach wierzchotkéw da-
jacych w sumie caly zbior X. Zalézmy, ze w rozkladzie tym wystgpuje k cykli

n i ‘ .
a$ —»a‘f’—»...—»af,i)_l—»a(o‘) i=1,...,k

Kazdemu takiemu cyklowi odpowiada permutacja
fi=[ala” ... a{
Z_Wana réwniez cyklem (dlugosci n)), zdefiniowana nastepujaco:
W W W n )
flag") = a(Pa flay) =az’s ..., fi(afu—l = a(oi

f(x) = x dla xe X\{a?’, ..., a{,
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Nasza permutacje mozemy przedstawié w postaci ztoZzenia cykli

f=[a a0 a2 6P 6 . a2, ] . [0 0 .. 0,
Takie przedstawienie permutacji nazywamy rozkladem na cykle. Powiemy, ze
permutacja f jest typu {4y, ..., 4, jeSli zawiera ona w rozkladzie na cykle do-
kiadnie A; cykli o dlugosci i, dla i = 1,2,...,n. Typ {41, ..., 4,) zapisujemy
zwykle symbolicznie 1% ... n*» (pomijajac i*, jesli A; = 0). Dla przyktadu permu-
tacja

1234567
F=\7s514235
ma nastgpujacy rozklad na cykle:
f=10763][25][4]

a wiec jest ona typu 11214'. Zilustrowano to na rys. 1.3.

) o

Parg <a;, a;), i < j nazywamy inwersjq premutacji <a, ..., a,), jesli a, > aj.
Dla dowolnej permutacji fe S, oznaczamy przez I(f) liczbe jej inwersji oraz
definiujemy znak tej permutacji w nastgpujacy sposéb:

sgn (f) = (__l)l(f)

Permutacj¢ f nazywamy parzystq, jesli sgn (f) = 1, oraz nieparzystq, jesli sgn (f) =
= —1. Zilustrujemy te pojecia na paru przykladach. Permutacja identyczno-
sciowa {1, ..., n) nie zawiera zadnych inwersji, a wiec I(e) = 0, 1 jest to dla
kazdego n permutacja parzysta. Permutacja {(n,n—1,...,1) ma n(n—1)/2 in-
wersji (liczba wszystkich par <i,j), i # j jest rowna [n], = n(n—1), przy czym
kazdej parze (i,j),i < j odpowiada para {j,i),j > i). Nasza permutacja jest
wigc parzysta dla n postaci 4k lub 4k+1 oraz nieparzysta w pozostalych przy-
padkach. Permutacja <2,4,3,5,1> ma nastgpujace inwersje: <2, 1), <4, 3),
{4, 1>, (3, 1>,45, 1>; jest wigc nieparzysta.

Znak permutacji moZzemy wyznaczy¢ za pomoca bezposredniego zliczenia
wszystkich inwersji, jednakze algorytm taki wymaga na ogét liczby krokéw
rzgdu co najmniej liczby inwersji, a wigc Q2 (n?). Pokazemy “teraz algorytm o zio-
zonosci O (n). Bedziemy do tego celu potrzebowaé kilku lematéw.

wi N
- W
Lol o
N
WO

o~
N’

1 3
Rys. 1.3 Rozklad permutacji na cykle
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Dowolna permutacje bedaca cyklem o dhlugosci 2 nazywamy franspozycjq.

wjaznq role w dalszych rozwazaniach odgrywaé beda transpozycje sasiednich
clementow, tzn. transpozycje postaci [i i+1].

LEMAT 1.5
Dowolna permutacij¢ f'€ S, mozna przedstawi¢ w postaci Ztozenia I(f) transpo-
zycji sasiednich elementéw.

DowéD

Zauwazmy przede wszystkim, ze jesli f jest postaci <a;, ...,a,0,a t = [i i+1],
to ztoZenie ft jest postaci <@y, ---s -1, @i 415 @y i1 2, ..., @np. OZnaCZAMY przez r;
liczbg inwersji wprowadzonych przez element i:

rn={j:ji<iAa;>a}

Latwo zauwaZy¢, 2e w {ai, ..., 4,y moZemy sprowadzi¢ element 1 = g, ., na
pierwsza pozycje, dokonujac r, transpozycji sasiednich elementéw, nastgpnie
element 2 sprowadzi¢ na druga pozycje dokonujac r, transpozycji sgsiednich
elementéw itd. Ostatecznie, po ry+...+r, = I(f) krokach otrzymujemy ciag
{1, ...,n>. Oznacza to, zZe ft, ... tysy = e, gdzie ty, ..., t;;) Sa pewnymi transpo-
zycjami sasiednich elementéw. A zatem

f=(@ i)™ = tigy o 17

co koriczy dowdd lematu, gdyz 1=t = ¢ dla dowolnej transpozyciji 7. n
LeMAT 1.6
Dla dowolnych permutacji f, g € S,
sgn (fg) = sgn(f) sgn (g)
Dowép

Zatézmy najpierw, ze g jest transpozycja postaci t = [i i+1]. Jedli f=
= <a1" cory an)a tO

ft =<ay, ..., Aioty Qig1s Tis iy 2y oovs Bn)
i oczywiscie
I(f)+1 jesli a; < a
I(ft)={(f) .l i i+1
I(fH—1 jeshi a; > a; 44

W-obu przypadkach sgn (ft) = —(—1)? = —sgn(f). Dowolng permutacic g
MoZemy na mocy poprzedniego lematu przedstawié w postaci ¢z, ... 1, gdzie
’h ««es & 83 transpozycjami sasiednich elementéw i k = I(g). Mamy

. 8gn(fg) = sgn(ft, ... t,) = —sgn(fty ... t,_,) = ...
= (—1)¥sgn (f) = sgn(g) sgn(f) ]
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Lemat 1.7

Kazda transpozycja jest permutacjg nieparzysta. Ogolniej, znak dowolnego cyklu
o dlugosci k jest rowny (—1)—1,

Dowép

Pierwsza cze$¢ lematu wynika z faktu, iz cigg

A, . i=1, i+, =10, j+1, ..., 0>
mozna sprowadzi¢ do ciggu {1, ..., n) dokonujac najpierw j—i transpozycji
-1 L0-2 =11, ..., [i i+1]
a nastepnie (j—i/)—1 transpozycji
[i+1 i+2], [i+2 i+3]),....,[J—1 j]
Oznacza to, Ze transpozycja [i j] moze byé przedstawiona w postaci zloze-
nia (j—i)+(j—i)—1 = 2 (j—i)—1 transpozycji sasiednich pozycji. Zgodnie z po-
przednimi lematami znak naszej transpozycji [ j] jest réwny (—1)2¢-H-1 = —1.

Druga cze$é lematu jest wnioskiem z pierwszej i z faktu, iz dowolny cykl
[ey .. a] jest zlozeniem k—1 transpozycji:

[a, ...a] = [ay a2][az a5] ... [av_ ai] =

LEMAT 1.8
Znak dowolnej permutacji f typu 1% ...a* wyraZa sic wzorem

[n/21
2 2y

sgn (f) = (="~

Dowop
Jesli £ ma w rozkladzie na cykle dokladnie 4, cykli o dlugosci i, to wobec po-
przednich lematow

in/2]

sgn (f) = n[(—l)i"l])‘i = n (_.1)1,, = (___1)/12+A4+... -

Zauwazmy, ze o liczbie inwersji permutacji zbioru X mozemy moéwi¢ jedynie
w przypadku X = {l, ... n}, ogblniej: gdy na zbiorze X jest okreslony liniowy po-
rzadek. Jednakze znak permutacji zalezy jedynie od jej typu, a wigc jest nieza-
lezny od tego, jak uporzadkujemy zbiér X.

Zapowiedziana efektywna metoda znajdowania znaku permutacji polega
na znajdowaniu typu tej permutacji i korzystaniu z lematu 1.8.

ALGORYTM 1.9 (Znajdowanie znaku permutacji)
Dane: Dowolna permutacja f e S, dana w postaci ciagu P [1], v P [n] (P[i] =
= f().

Wyniki: Po zakoficzeniu dzialania algorytmu s = sgn (f).
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1

2 s=1

3 for i:=1 to n do NOWY[i]:= true;

4 for i:= 1 to n do

5 if NOWY[i] then (* znajdZz cykl zawierajacy i *)

6 - begin j:= P[i];

7 while j # i do .
8 begin NOWY[j]:=false; s:= —s; j:=P[j]

9 end

0
1

1 end

11 end

Algorytm ten przeglada kolejno pozycje 1, ..., n permutacji (petla 4) i za kazdym
razem gdy element P [i] nie byt jeszcze analizowany (NOWY [i] = true) wyzna-
cza cykl, do ktérego ten element nalezy (blok 6). Zauwazmy, Ze jesli cykl ten jest
dhugoéci k, to petla 7 jest wykonywana k—1 razy. W konsekwencji wykonanie
tej petli zmienia znak zmiennej s na przeciwny wtedy i tylko wtedy, gdy k jest
parzyste. Wartos¢ poczatkowa zmiennej s jest rowna jednosci, a wigc po znale-
zieniu wszystkich cykli s = (—1)?, gdzie p jest liczba cykli parzystej dtugosci.
Wobec lematu 1.8 mamy s = sgn (f).

Latwo si¢ tez przekonaé, ze liczba krokéw algorytmu jest rzedu n dla do-
wolnej permutacji f€ S,. Aby to wykazaé, zauwazmy, Ze sumaryczna liczba kro-
kéw wykonywanych w petli 4, nie liczac krokéw w wewnetrznym bloku 6, jest O (n).
Sumaryczna liczba krokéw wykonywanych w bloku 6 w trakcie dzialania algo-
rytmu jest rzedu sumy dlugosci wszystkich cykli, zatem réwniez O (r). Daje to
catkowita ziozono$¢ O (n).

Generowanie permutacji

Zajmiemy si¢ teraz algorytmami generowania wszystkich n! permutacji zbioru
n-elementowego. Zagadnienie to ma bogata literaturg (por. np. artykut [60])
ijeszcze diuzsza historie, ktorej zZrodel mozna si¢ doszukaé w poczatkach XVII wie-
ku, kiedy to w Anglii powstata specjalna sztuka bicia w dzwony polegajaca —
W pewnym uproszczeniu — na wybiciu na n réznych dzwonach wszystkich n!
Permutacji [ 14], [74]. Premutacje te nalezalo wybijaé ,,z pamigci”, co spowodo-
Wwalo, iz adepci tej sztuki znalezli pewne proste metody systematycznego gene-
1‘<_>Wania wszystkich permutacji (bez powtdrzen). Niektore z tych metod zostaty
Niezaleznie odkryte wspélczesnie w kontekscie maszyn cyfrowych. Sztuka ta —
cho¢ mato znana w Polsce — przetrwala po nasze czasy, skoro stynna Ksiega
Rekordsw Guinnesa [29] zawiera wzmianke o wybiciu wszystkich 8! = 40320 per-
Mutacji na 8 dzwonach w 1963 roku — ustanowienie tego rekordu trwato 17 go-

dzin 58 3 minuty! Oczywyscie uzycie maszyny cyfrowej pozwala_generowac per-
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mutacje znacznie szybciej, jednak réZnica nie jest az tak duza, jak by si¢ to mogto
wydawaé — w ciagu 18 godzin nawet bardzo szybka maszyna nie wygeneruje
wszystkich permutacji zbioru n-elementowego, jesli » > 13 (z drugiej strony per-
mutacje zbioru 8-elementowego mozna otrzymaé w ciaggu ulamka sekundy).
Jest to po prostu konsekwencja faktu, iz n! rosnie bardzo szybko ze wzrostem n.

W punkcie tym opiszemy trzy rézne metody generowania ciagu wszystkich n!
permutacji zbioru n-elementowego. Zakladaé¢ bedziemy, Ze elementy naszego
zbioru sa pamigtane w tablicy P [1], ..., P [n]. We wszystkich trzech metodach
elementarng operacja, ktérej poddaje si¢ tablicg P, jest pojedyncza transpozycja,
tzn. wymiana zawarto$ci zmiennych P [i] oraz P [ j], gdzie 1 <4, j < n. Operacje
te oznaczaé bedziemy przez P[i]:=:P[j]. Oczywiscie jest ona réwnowazna
ciagowi instrukcji

pom := P[i]; P[i] = P[]], P[j]:: pom;
gdzie pom jest pewna zmienna pomocnicza. ‘

Pierwsza z metod, ktére opiszemy, najtatwiej zrozumieé, jesli permutowanymi
elementami sa liczby 1, 2, ..., n. Na zbiorze wszystkich permutacji — ogdlniej,

na zbiorze wszystkich ciagéow dlugosci n o elementach ze zbioru X = {1, ..., n} —
jest okreSlony porzqdek leksykograficzny:

<x17 oy xn> < <y15 sy yn>

<> istnieje k > 1, takie ze x; < y, oraz x, = y, dla kazdego I < k
Zauwazmy, ze jeSli zamiast liczb 1, ..., n rozwazaé litery a, b, ... z naturalnym
porzadkiem a < b < ¢ < ... < z, to porzadek leksykograficzny okresla stan-
dardowa kolejnosé, w jakiej wyrazy o dlugosci n pojawiaja si¢ w slowniku. Po-
rzqdek antyleksykograficzny, oznaczany przez <’, definiujemy podobnie, z tym

ze zaréwno kolejnosé pozycji w ciggu, jak i uporzadkowanie elementéw zbioru X
ulega odwrdceniu:

<x15 Ty xn> <, <y1’ sery yn>
<> istnieje k <{ n, takieZe x; > y,orazx, =y, dla l> k

Dla przyktadu podajemy teraz permutacje zbioru X = {1, 2, 3} w porzadku leksy-
kograficznym (a) oraz antyleksykograficznym (b):

(a) (b)
123 123
132 213
213 132
231 312
312 231

321 321

1/2
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fieco wygodniej jest sformutowaé algorytm generowania permutacji w porzadku ‘
styleksykograficznym. Zauwazmy w tym celu, e cigg permutaciji zbioru {1, ..., n}

w tym porzadku ma nastepujgce wlasnosci, wynikajace bezposrednio z definicji:

(A1) W pierwszej permutacji elementy wystepuja w rosnacej kolejnosci,
a'w ostatniej w malejacej; innymi stowy, ostatnia permutacja jest odwroceniem
pierwszej.

(A2) Nasz ciag mozna podzieli¢ na n blokéw dlugosci (n—1)! odpowiadaja-
cych malejacym wartosciom elementu w ostatniej pozycji. Pierwsze n—1 pozyciji
bloku zawierajacego element p w ostatniej pozycji okresla ciag premutacji zbio-
ru {1, ..., s]\{p} w porzadku antyleksykograficznym.

Wiasnosci te sugeruja nastgpujacy prosty algorytm rekurencyiny:
ALGORYTM 1.10 (Generowanie wszystkich permutacji w,_porzadku antyleksy-
kograficznym)

Dane: 7
Wyniki: Ciag permutacji zbioru {1, ...,n} w porzadku antyleksykograficznym.

1 - procedure REVERSE(m); (% odwrécenie ciagu P[1],...,P[m];
tablica P jest globalna *)

2 begini:=1; j:=m;
3 while 7 < j do
4 beginP[i]:::P[j]; i=1i+1l; je=j—1
5 end
6 end; (*+ REVERSE %)
7 procedure ANTYLEX(m);
(* tablica P jest globalna %) |
8 'begin ‘
9 if m=1 then (*x P[1],..., P[n] zawiera nowa permutacj¢ *)
10 write (P[1], ..., P [n])
11 else
12 for i:= 1 to m do
13 begin ANTYLEX(m—1);
14" if i < m then
15 begin P [i]:=:P[m]; REVERSE(m-—1)
16 end
17 end

18 end; (x ANTYLEX %)

19 begin (+ program gléwny %)

2 fori:=1tondoP[i]=:i
ANTYLEX (r)

end

A
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Aby zrozumieé dziatanie tego algorytmu zauwazmy przede wszystkim, ze wyko-
nanie procedury REVERSE (m) powoduje odwrécenie kolejnosci ciggu elemen-
tow w P[1], ..., P [m]. Aby udowodni¢ poprawno$¢ algorytmu wystarczy po-
kazaé, przez indukcje wzgledem m, Ze jesli P[1] < ... < P[m], to wywola-
nie ANTYLEX (m) powoduje wygenerowanie wszystkich permutacji zbio-
ru {P[1], ... P[m]} w porzadku antyleksykograficznym (przy nie zmienionych
wartosciach P [m+1], ..., P [n]). Zatézmy P[i]=a, 1 <i<m,a; < ... < G
oraz rozwazmy petle 12. Efekt wykonania pierwszej iteracji tej petli jest na-
stepujacy:

P[1] P[2]...P[m—-2] P[m—1] P[m]

a; a, Ap_» A 1 a,,
Qp_y1 Am-2 43 a, a, (po wykonaniu ANTYLEX(m~1))
Gy Qps a a; a,_ (po transpozycji P[1]:=:P [m])
a, a, > an a,,_1 (po wykonaniu REVERSE (m—1))

(Skorzystalis'my tu z zalozenia indukcyjnego, ze ANTYLEX(m—1) poprawnie
generuje wszystkie permutacje elementéw ay, ..., a,-, W porzadku antyleksyko-
graficznym). W analogiczny sposob, przez indukcje wzgledem i dowodzimy, Ze i-ta
iteracja petli 12 powoduje wygenerowanie wszystkich permutacji elementéw
Ay ooy Ay Ay iy 25 -y A PIZY P [m] = Gn_;+ - Wobec wlasno$ci A2 oznacza to,
ze ANTYLEX (m) generuje wszystkie permutacje elementéw ay, ..., a, w porzadku
antyleksykograficznym.

Warto zauwazyé, ze fakt, iz warunek P[i] =i 1 <i<n na poczatku
dzialania programu (p. wiersz 20) byt istotny jedynie dla tatwiejszego zrozumienia
dziatania algorytmu. Sam algorytm sformulowany jest calkowicie w terminach
pozycji, ktérych wartosci ulegaja wymianie, i nie korzysta w zadnym stopniu
z zawartoéci zmiennych P[1], ..., P [n].

Zastanéwmy sig teraz, ile transpozycji wykonuje algorytm 1.10 przy wyge-
nerowaniu kazdej nastepnej permutacji. Latwo zauwazy¢, ze liczba ta jest zmienna:
co druga permutacja generowana jest kosztem jednej transpozycji P [1] :=: P [2],
lecz sa i takie, ktore wymagaja L(n—1)/2)+1 = L(n+1)/2] transpozycji. Choé
$rednia liczba transpozycji przypadajacych na kazda permutacje jest niewielka
(por. zad. 1.13), to jednak w niektérych zastosowaniach lepszy bylby algorytm,
w ktérym kazda nastepna permutacja powstaje z poprzedniej przez dokonanie
Jjednej tylko transpozycji. Moze to by¢ istotne w sytuacji, gdy z kazda permutacja
zwigzane sg pewne obliczenia, i gdy istnieje mozliwos$¢ korzystania z czgéciowych
wynikéw uzyskanych dla poprzedniej permutacji, jesli kolejne permutacje mato
si¢ od siebie réznig.

Pokazemy teraz, ze algorytm taki jest rzeczywiscie mozliwy. Jego zasadniczy
schemat mozna opisaé¢ za pomoca nastgpujacej procedury rekurencyjne;j:
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4. procedure PERM (m);
(* tablica P jest globalna %)
2 Dbegin
3 if m =1 then (* P[1],..., P[n] zawiera nowa permutacj¢ *)
4 write (P[1],..., P [n])
5 else
6 for i:=1 to m do
7 begin PERM (m—1); '
38 if i <m then P[B[m,i]] :=:P[m]
9 end
10 end

7adaniem tej procedury jest generowanie wszystkich permutacji elementéw

P[1], ..., P[n] przez kolejne generowanie wszystkich permutacji elementéw

p[1}, w.y P[n--1] i zamiang elementu P[n] z jednym z elementéw P[1], ..,

P [n—l] wyznaczonym przez tablice B [m, i], 1 <i < m < n Oczywilcie, aby

ten schemat dzialal poprawnie, musimy okresli¢ tablice B tak, by zagwarantowag,

2e kazda transpozycja P [B[m, i]]:=:P[m] w wierszu 8 wprowadza inny ele-

ment do P [m]. Podamy teraz algorytm, w ktérym wartos¢ B [m, i] obliczana jest

dynamicznie jako funkcja m oraz i [44].

ALGORYT™ 1.11 (Generowanie wszystkich permutacji przez minimalng liczbe

transpozycji)

Dane: n

Wyniki: Ciag permutacji zbioru {1, ..., n}, w ktérym kazda nastgpna powstaje
z poprzedniej przez dokonanie pojedynczej transpozycji.

1 procedure B (m, i);
2 begin
3 if (m mod 2 = 0) and (m > 2) then
4 ifi<m—1 then B:=i
5 else B:=m—2
6 else B:=m—1
7 end; (x B %)
8 procedure PERM (m);
(* tablica P jest globalna *)
9 begin
10 if m =1 then (* P[1],..., P[n] jest nowa permutacjg *)
11 write (P [1], ..., P [n))
12 else
13 for i:=1 to m do
14 begin PERM (m—1);
::_ if i < m then P[B(m,i)] =:P [m]

end

14/2D
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17 end; (¥ PERM x)

18 begin (¢ program giéwny =*)
19 fori:=1tondo P[i]:=:i;
20 PERM(n)

21 end

Zauwazmy, e dla nieparzystego m transpozycja w wierszu 15 sprowadza si¢
do P[m~1] :=: P [m], dla kazdego i < m, dla parzystego m natom’ast zawar-
toé¢ P [m] wymieniana jest kolejno z zawartoscia P[1],P[2], ..., P [m-3],
P[m—2],P[m-2](P[1] dla m = 2).

Dla kazdego m > 1 okre§limy permutacje ¢, nastgpujaco:

@m(i) = indeks j taki, ze P [j] zawiera poczatkowa warto$¢ zmiennej P []

po wykonaniu PERM (m)

Dia przykiadu, jesli poczatkowo zmienne P [1], ..., P [4] zawieraja ciag 1234,
to tatwo sie przekonaé, Ze po wykonaniu PERM (4) ciag ten zmienia signa 412 3.
Oznacza to, ze ¢, jest cyklem [1234].

Pokazemy teraz poprawnos¢ algorytmu 1.11; dokladniej, udowodnimy dla
kazdego m > 1 nastgpujacy warunek:

Warunek W,,: Wykonanie PERM (m) powoduje wygenerowanie wszystkich
permutacji elementéw P[1],...,P[m], przy czym ¢, jest transpozycja [m
m—1] jesli m jest nieparzyste (m > 1) oraz cyklem [12 ... m] jesli m parzyste.

Dowdéd przebiega przez indukcje wzgledem m, jak zwykle w przypadku do-
wodu poprawnosci algorytméw rekurencyjnych. Latwo si¢ bezpoSrednio prze-
konaé, ze warunki W,, W, sa prawdziwe niech wigc m >3. Wykazemy W,
przy zalozeniu prawdziwosci W,,_;. Dowdd rozbijemy na dwa przypadki, w za-
leznosci od tego, czy m jest parzyste czy nieparzyste.

m nieparzyste. Na mocy zaloZenia indukcyjnego wykonanie PERM (m—1)

w wierszu 14 powoduje za kazdym razem przesunigcie zawartosci P[1], ...,
P [m—1] wzdhuz cyklu [12 ... m—1]. Transpozycja P [m] :=: P [m—1] w wier-
szu 15 wybiera wigc za kazdym razem inny element do P [m]. Jesli poczatkowo
P[il=a,1<i<m, to wP[m] sa umieszczane kolejno elementy a,, a,_»,
3y +oos Ay, Gm—1. PERM(m) generuje wigc wszystkie permutacje elementéw
P[1},...,P[m].
Zauwazmy, Ze przesunigcie P [1], ..., P [m—1] wzdtuz cyktu [12 ... m—1], a na-
stepnie dokonanie transpozycji P [m] :=: P [m—1] jest réwnowazne przesunigciu
P[1],...,P[m] wzdtuz cyklu [12...m—3m—-2mm—1] dlugosci m. Gdyby
transpozycja w wierszu 15 byla dokonywana dla kazdego i < m, to wykonanie
petli 13 spowodowaloby sprowadzenie wszystkich elementéw na swoje poczatko-
we miejsca. W rzeczywisto$ci natomiast ostatnia transpozycja, dla i = n, nie
jest wykonywana. Zatem g,, = [m m—1].

m parzyste. Przef§ledzmy zawartosé tablicy P w czasie wykonywania
PERM(m). Zmiany, jakim podlega ta zawarto$é, przedstawiono w tablicy 1.1.

1/-
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cA 1.1 Zmiana zawartosci zmiennych P{l1],..., P[m] w czasic wykonywania pro-
cedury PERM (m), m parzyste.

~,‘Liﬂba wykonanych P[] P21 ... P[m—=3] P[m—-2] Plm—11 P[m]
jteracji petli 13

0 a ax am-3 am-2 Qm-1 am

1 Qm a: Q-3 Q-1 Am-2 a;

2 - Am ai Qm-3 am-2 am-1 as
m—3 Am a; am-4 am—1 A2 ap-3
m—2 am a Um-s Om-3 Am—1 An-2
m—1 an a Om-4 Q-2 am_3 n-3

m (™ as Am-4 am-3 Qm -2 A1

Z tablicy tej wynika, ze kazdy element pojawia si¢ w P[m] — a wiec
PERM(m) generuje wszystkie permutacje — oraz ze @, jest cyklem [12... m].
Dowéd poprawnosci algorytmu jest tym samym zakoriczony.

Algorytm 1.11 ma pewna wlasnos$é, ktéra moze byé bardzo pozyteczna
w niektérych zastosowaniach. WyobraZmy sobie, Zze poszukujemy permutacji

spelniajacej okre§lone warunki. W sytuacji takiej, jesli dla pewnego m warto-

i P[m+1],...,P[n] nie spelniaja 23adanych ograniczen, nic ma potrzeby
wywolywania PERM (im) i przechodzenia przez wszystkie m! permutaciji elemen-
téw P[1],..., P [m]. Permutacje te mozemy opusci¢ przez dokonanie permutacji
elementéw P[1], ..., P[m] okreslonej przez ¢,. Zauwazmy, Z¢ permutacie @,
majg w naszym przypadku bardzo prosta postac.

Ostatni algorytm generowania permutacji, ktéry przedstawimy, konstruuje
cigg, w ktérym roznice migdzy kolejnymi permutacjami sg jeszcze mniejsze:
kagda nastgpna powstaje z poprzedniej przez pojedyncza transpozycje sasiednich
clementéw. Algorytm ten jest przypisywany zwykle Johnsonowi [38] i Trot-
tekowi [68] Jego idee¢ najlepiej zilustrowaé na przykladzie. Zalézmy, ze skon-
Struowahémy juz ciag permutacji elementow 2, 3, ..., » o tej wlasnosci, np. 2 3,3 2
dlan =3, Wtedy zadany ciag permutacji elementow 1,2, ..., n otrzymujemy wsta-
Whjqc element 1 na wszystkie mozliwe sposoby do kazdej permutacji elemen-
t@? 2,3,...,n. W naszym przypadku otrzymujemy

123
213
231
321
7312
132
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Ogolnie element 1 przesuwany jest migdzy pierwsza a ostatnia pozycja, na prze-
mian w przéd i w tyl (n—1)! razy.

Na podstawie tej konstrukeji mozemy latwo otrzymad algorytm rekuren-
cyjny generujacy zadany ciag permutacji dla dowolnego n. Jednakze metoda ta
zastosowana bezposérednio ma tg wade, Ze konstruuje ciag permutacji ,,w calosci®’,
i dopiero po zakonczeniu calej konstrukcji mozna go odezytaé. Qczywiscie roz-
wigzanie tego typu wymagaloby na ogdt olbrzymiej zajetosci pamigci. Dlatego
tez pokazemy teraz wersj¢ nierekurencyjna tego algorytmu. W wersji tej dla
kazdego i, 1 < i < n, zmienna boolowska PR [z] -zawiera informacje o tym, czy
element i jest przesuwany do przodu (PR[i] = true), czy tez do tylu (PR[i] =
= false), zmienna C [i] wskazuje natomiast, ktérg z mozliwych n—i+1 pozycji
element i zajmuje wzgledem elementéw i+1, ..., n na swej drodze w przéd hub
w tyl. Pozycje elementu i w tablicy P wyznaczamy na podstawie jego pozycji
w bloku zawierajagcvm i, i+1, ..., n, oraz liczby elementéw sposréd 1,2, ...i—1,
ktére znajduja sie na lewo od tego bloku. Liczba ta, bedaca wartoscia zmiennej x,
obliczana jest jako liczba elementéw j < i, ktdre poruszajac si¢ do tylu osiagngly
swe skrajne lewe polozenie (C[j] = n—j+1, PR [j] = false). Kazda nowa per-
mutacja powstaje przez transpozycj¢ najmniejszego sposréd elementéw j, ktore
nie znajduja sie w skrajnym pofozeniu (tzn. C [ J] < n—j+1) z jego lewym lub
prawym sgsiadem. Realizuje to ponizszy algorytm — dokladny dowdd jego po-
prawnosci pozostawiamy Czytelnikowi.

" ALGORYTM 1.12 (Generowanie wszystkich permutacji przez minimalng liczbe

transpozycji sasiednich elementow)
Dane: n

Wyniki: Ciag permutacji zbioru {1, ..., n}, w ktérym kazda nastepna powstaje
przez dokonanie pojedynczej transpozycji sasiednich elementow.

1  begin

2 for i:==1 to n do

3 begin P [i]:= i; C[i]:= 1; PR[i] = true

4 end;

5 C[n] = 0; (% tak, by C[i]# n—i+1 w wierszu 10 dla i = n %)
6 write (P[1], ..., P [n]);

7

8

i:=1;
while / < n do
9 begin i:= 1; x:= 0;
10 while C[i] = n—i+1 do
11 begin PR[i]:=not PR[i]; C[i]:=1;
12 if PR[i] then x := x+1;
13 i:=i+1

14 end,

f
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if i <sthen
begin (* dokonanie transpozycji *)
if PR[i] then k:= C[i]+x
else k= n—i+1—-C[i]+x;

19 P[k]:=:P [k+1];

2 write (P[1], ..., P[n]);
21 Cli]=cC[i]+1

2 end

23 .end

24 end

Zauwazmy, Ze algorytm ten, podobnie jak oba poprzednie, nie korzysta w 2ad-
nym stopniu z zawartosci zmiennych P[1], ..., P [n]. Jest to oczywiste, gdyz
zmienne te wystepuja jedynie w wierszu 19 (jesli nie liczy¢ inicjalizacji w wierszu 3
i wyprowadzania wynikow).

Na rysunku 1.4 przedstawiono ciggi permutacji wygenerowane dla » = 4
przez algorytmy 1.10, 1.11 i 1.12.

o
~
(2]
~

Rys. 1.4 Ciagi permutacji wygenerowane
przez

(a) algorytm 1.10

(b) algorytm 1.11

(c) algorytm 1.12
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Pokazemy jeszcze na zakoriczenie pewna ciekawa interpretacj¢ ciagu wyge-
n?i@ancgo przez algorytm 1.12. Rozwaimy w tym celu graf G,, ktérego wierz-
°"9k1 odpowiadaja wszystkim permutacjom zbioru {1, ..., n}, i w ktérym dwa
hotki odpowiadajace permutacjom f, g polaczone sa krawedzia wtedy i tyl-

edy, gdy g powstaje z f przez pojedyncza transpozycje sasiednich elementéw
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—

312 321

123 213

Rys. 1.5 Interpretacja ciagu permutacji wygenerowanego przez algorytm 1.12

(tak wigc kazdy wierzcholek polaczony jest z dokladnie n—1 innymi wierzchol-
kami). Nietrudno zauwazy¢, 2e ciag permutacji wygenerowany przez algorytm 1.12
odpowiada drodze Hamiltona w G,, tzn. drodze zawierajacej kazdy wierzcholek
grafu dokladnie raz. Przedstawiono fo, dla n =3 i n =4, na rysunku 1.5.

Podzbiory zbioru, zbiory z powtdrzeniami,
generowanie podzbioréw zbioru

Kazdy zbiér n-elementowy X = {Xy, ..., x,} ma dokladnie 2" podzbioréw. Aby
si¢ o tym przekonaé wystarczy kazdemu podzbiorowi Y < X przyporzadkowaé
ciagg binarny (tzn. o wyrazach 0 lub 1) b, b, ... b, okre§lony nastgpujaco :

0 jesli x;¢ Y
b= {1 jesli x, e Y
Otrzymujemy W ten sposéb wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomigdzy
elementami zbioru 2 (X) wszystkich podzbioréw zbioru X a wszystkimi ciggami
binarnymi dlugosci n. Ciggow takich jest oczywiscie 2", a wigc, na mocy naszej
odpowiednio$ci, rowniez |2 (X)| = 2~
Okreslony przez nas ciag b, b, ... b, stanowi réwniez wygodng reprezentacje
maszynowg podzbioru Y, szczeg6lnie w sytuacji, gdy liczno$¢ zbioru X jest nie-
wielka i ciag b, b, ... b, moze byé zakodowany w jednym stowie maszynowym.
Reprezentacja taka sugeruje prosta metodg generowania wszystkich podzbioréw.
Wystarczy zauwazyé, ze kazdy ciag binarny by— 1 b, 5 ... by odpowiada wzajemnie
jednoznacznie pewnej liczbie z przedziatu 0 < r < 2"— 1, a mianowicie liczbie r =
n-1
= D' b, 2", ktdrej b,y b, ... by jest reprezentacja binarng. Liczbg t¢ ozna-

i=0
czaé bedziemy przez [b,_, b, ... bo]. Tak wigc mozemy wygenerowaé kolejno
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tkie liczby r z przedziatu 0 < r << 2"—1 (na przyklad zaczynajac od 0 i do-

1 w kazdym kroku), a ich reprezentacje binarne okresla wszystkie podzbiory

mu n-elementowego. Metoda ta jest szczegolnie wygodna dla realizacji w je-
wewngetrznym maszyny.

.-~W niektérych sytuacjach zalezy nam na tym, by kazdy nastgpny wygene-
rowany podzbiér jak najmniej réznil si¢ od poprzedniego. Motywacja przy-
datrosci algorytmu o tego typu wlasnosci jest analogiczna jak w przypadku al-

6w 1.11 i 1.12 generowania permutacji: przy dokonywaniu pewnych obli-
czed zwiazanych z kazdym wygenerowanym podzbiorem istnieje mozliwosé wy-
korzystania wynikéw czeSciowych uzyskanych dla poprzedniego podzbioru.
Zsuwazmy, ¢ w przypadku opisanego przez nas algorytmu opartego na repre-
zeptacji binarnej liczby, kolejne wygenerowane podzbiory moga si¢ znacznie
od siebie rézni¢: na przyklad po zbiorze (n—1)-elementowym odpowxadaja-
cym 011 ... 1 nastgpuje jednoelementowy zbiér odpowiadajacy 100 ...
Opiszemy teraz inng metode, w ktorej kazdy nastepny podzbior pOWStaje
z poprzedniego przez dodanie lub odjecie jednego elementu. Opiera si¢ on na
nastgpujacej prostej obserwaciji. Jesli ciag Cy, C,, ..., C,, zawiera wszystkie m = 2%
ciggéw binarnych dlugosci &, przy czym C, rézni si¢ od C,,, na dokladnie jednej
wspélrzednej (( = 1, ..., m—1), to ciag
¢9cC,0..,C,0,C,1,Cp,1,..,C; 1

zawiera wszystkie ciagi binarne dlugosci k+1, przy czym kazde dwa sasiednie

ciggi ré2nia sig na dokladnie jednej wspotrzednej. Okresla to bezposrednio pewien

algorytm rekurencyjny konstruowania ciagu wszystkich podzbioréw. Otrzymany

w ten sposéb ciag C,, ..., C,,, nazywamy binarnym kodem Grey'a rzedu n. Podamy

teta; wersje nierekurencyjng tego algorytmu.

ALGORYTM 1.13 (Generowanie wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego)

Da{e n

W)’-mh Ciag wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego, w ktorym kazdy
w»  nastepny podzbidr powstaje z poprzedniego przez dodanie lub odjecie

. pojedynczego elementu. Kazdy podzbidr reprezentowany jest przez ciag .

., binarny B[1], ..., B[n].
b iegm
2% for i:=1 to n do B[i]=0; (* zbior pusty *)
3. i= 0; (* i = liczba dotychczas wygenerowanych podzbioréw #)
4 repeat
S write (8[1], ..., B [n];
‘ iw=j+4+1; p:=1; j:=1i;
. while j mod 2 = 0 do
begin (* j2r~1 =i %)
J=Jj[2; p=p+1
end; (k p=Q0(@()+1 %)

el
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11 if p < n then B[p]:= 1—B[p] (* zmiana na pozycji p *)
12 until p>n
13 end

Udowodnimy teraz, Ze opisany algorytm istotnie generuje wszystkie ciagi bi-
narne dlugosci n. Niech Q (i) oznacza najwyzsza potege dwdjki, ktéra dzieli i.
Jesli przedstawimy i w postaci binarnej jako i = [b, bu_y ... b,], to mamy oczy-
widcie Q (i)+1 = min {j: b; = 1}. Pokazemy najpierw, Ze po wyjéciu z wewngtrz-
nej petli 7 mamy p = Q (i)+1. W tym celu zauwazmy, Ze przy wejsciu do pe-
tli j2°~! = i(gdyzp = 1,j = i) oraz kazda iteracja petli nie narusza tej réwnosci
(Gako Ze (j[2)2+D -1 = j2r-1) Przy wyjsciu z petli j jest nieparzyste, a wigc
Q (i) = p—1,czyliistotnie p = Q (i)+ 1. Zalézmy teraz, ze k < n oraz e w pierw-
szych 2% iteracjach petli 3 wygenerowane zostaly wszystkie 2* ciggi binarne
b, b, ... b, takie, 2ze b, = ... = b, = 0 (jest to oczywiscie prawda dla k = 0).
W ostatniej spoéréd tych 2% iteracji zmienna i przybiera warto$¢ 2F (wiersz 7).
Daje to p = Q(2Y+1 = k+1, i w konsekwencji nastepuje zmiana wartosci
zmiennej B[k+1] z 0 na 1. Przyjrzyjmy si¢ teraz ciagowi

Q2+ 1)+1, Q (2*+2)+1, ..., 0 2**H+1 1.9)

warto$ci zmiennej p wygenerowanych w nastgpnych 2* iteracjach petli 3. Zauwaz-
my, ze Q (2*+m) = Q (2*—m) dla 0 << m < 2¥—1 (fakt ten jest szczegdlnie jasno
widoczny, jesli rozwazy¢ dodawanie liczb 2*+m i 2*—m zapisanych w postaci
binarnej). Ciag (1.9) jest wigc lustrzanym odbiciem ciggu wartosci zmiennej p
generowanych przez pierwsze 2* iteracji petli 3. Stad wynika, Ze réwniez cig-
gi B[1], B[2], ..., B[k] uzyskiwane w pierwszych 2* iteracjach pojawiaja sig,
w odwrotnej kolejnosci, w nastepnych 2* iteracjach. Daje to wszystkie ciagi bi-
narne b, b, ... b, takie, ze by, ; = ... = b, = 0, wygenerowane w pierwszych 2% +!
iteracjach. Teraz jasne juZ jest, Ze nasz algorytm generuje wszystkie ciagi binarne
dlugosci n w takiej samej kolejnosci jak opisany poprzednio algorytm reku-
rencyjny.

Ciag podzbioréw generowanych przez algorytm dla » = 4 przedstawiono
na rys. 1.6.

O OO R PMROO M OO =D

OO MMMt OO0 OM MMM OO
QOO OO - i it it OO C O
AN s i st A e OOOO DO OO

Rys. 1.6 Ciag podzbioréw wygenerowany przez algorytm 1.13 dla » = 4
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‘Mozna pokazaé, Zze $rednia liczba krokéw potrzebna do wygenerowania
o nastgpnego podzbioru (nie liczac wypisania tego podzbioru) jest ogra-
S przez stala niezalezng od n (por. zad. 1.21). Ciag podzbiorow generowanx
r# algorytm 1.13 mozna — podobnie jak to uczynilismy dla ciaggu p.ermutaqf
e&'owanego przez algorytm 1.12 — zilustrowaé na grafie, ktérego wierzcholki
ﬁwadaja wszystkim ciagom binarnym dlugosci n, a dwa wierzcho?ki.polqt
cZORG. 58 krawedzia, jesli odpowiadajace ciagi réznig si¢ na dokladr‘ne' Jedflej
poé‘.“ Graf taki nazywamy (binarnq) kostkq n-wymiarowq. Oczywiscie ciag
wygenerowany przez nasz algorytm odpowiada drodze Hamiltona w tym grafie.
Przedstawiono to dla # = 1,2, 3,4 na rys. 1.7.

01 11

) @ 1

Cn=1 . 00 10
) n=2
.
0111 m
0101 1101
0011 1011
0001 1001
/
0110 L1110 n=4
0100 Kahe1100
0010] /1010
0000 1000

Rys. 1.7 Drogi Hamiltona w kostkach n-wymiarowych

Woniektorych zastosowaniach pojeciem naturalniejszym od zbioru jest zhidr
2 powtdrzeniami. Kaidy element zbioru z powt6rzeniami moze wystepowac
W tyst zbiorze kilkakrotnie, przy czym liczba tych wystapien, zwana krotnoscig
elem W zbiorze, jest istotna. Zbiér z powtdrzeniami zawierajacy, dla przy-
kladg,’ element a o krotnosci 2, element b o krotnosci 3 oraz element ¢ o krotnosci 1
ozng:waé bedziemy przez (a, a, b, b, b, ¢), lub (2%a, 3xb, 1 xc). Kolejnosé ele-
mentéw jest nieistotna:

@,a,b,b,b,¢) = (b,a,b,a,¢,b) = ...

Wazna jest jedynie krotno$¢ kazdego elementu — mamy
8,a,b,b,b,¢) # (a, b, c)

w _;j;g%éznieniu od réwnosci zbioréw

k g":a,b,b,b,c = {a,b,c

4« } = {a,b.¢}
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Jesli krotno$é kazdego elementu w pewnym zbiorze z powtdrzeniami jest réwna
Jjednoscl, to oczywiscie mozemy go identyfikowaé ze zwyklym zbiorem. Niech 4, B
bgda dwoma zbiorami z powt6rzeniami. Powiemy, 2e A jest podzbiorem B (co
oznaczamy A < B), jesli krotno$¢ kazdego elementu w A jest nie wigksza od
krotnosci tego elementu w B. Niech X bedzie zbiorem z powtérzeniami zawiera-
jacym r réznych elementéw xi, ..., x, o krotnosciach odpowiednio ki, ..., k,.
Liczbeg | X| = ky+ ... +k, nazywamy licznosciq X, Kazdemu podzbiorowi 4 = X
odpowiada jednoznacznie ciag

{my, cgmy,  0<my <k, 0<m, <k, (1.10)

gdzie m,; oznacza krotno$é elementu x; w A. Stad natychmiastowy wniosek, ze
wszystkich podzbioréw 4 < X jest

(ki +D) (ko +1) ... (K, + D) (1.1

Podzbiory te — Scislej, odpowiadajace im ciagi (1.10) — mozna wygenerowac
w sposob podobny do uzytego w algorytmie 1.13. Wystarczy w tym celu zauwa-
zy¢, z¢ jesli ciag C,, Cs, ..., C, zawiera wszystkie p = (k;+1) ... (k,+1) cia-
gow my, ..., m, 0 <m, <k, ...,0 <m, <k, to ciag

C,0,C,0,...,C,0,C,1,Cp_1 1,...,C11,C12,C32,<,C,p2,Cp 3, ...
(1.12)

dhugosci p (k.1 +1) zawiera wszystkie ciagi {(my, ..., mg, >, 0 <m; <k, ...,
0 <m,,y < k,y (. Oczywiseie ciag podzbioréw uzyskany za pomoca tej konstruk-
cji ma te wlasnosé, ze kazdy nastgpny podzbiér powstaje z poprzedniego przez
dodanie lub odjecie jednego elementu. Pozostawiamy Czytelnikowi wyelimino-
wanie rekursji z tego algorytmu (zad. 1.22), zilustrujemy go jedynie na rys. 1.8
przez droge Hamiltona w pewnym grafie. Interpretacja tego rysunku jest taka sama
Jjak rysunku 1.7.

012 112 212
002 4
102 202
011 111 211
001
101 201
010 1 .
10 210 Rys. 1.8 Droga Hamiltona w grafie od-
powiadajacym podzbiorom zbioru z po-
[88]e] 200

100 wtorzeniami (xy, xy, X2, X 3, X3)
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Podzbiory k-elementowe, wspotczynnik
dwumienny

uczbg wszystkich podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego oznaczaé
b@dzwmy przez ( ) Symbol ( ) zwany jest wspdiczynnikiem dwumiennym ze wzgle-
du pa nastgpujacy wzor na n-ta potege dwumianu x+y:

x+y)y = 2 (Z) xtynt (1.13)

i=1

Aby sig przekonac o prawdziwosci tego wzoru wystarczy zauwazyc¢, ze wspétczyn-
nik przy x' y*~* jest réwny liczbie sposobow, w jaki sposréd n czynnikéw iloczy-
nu (x+¥) ... (x+y) mozna wybra¢ k czynnikéw jako te, z ktérych wybieramy
skladnik x.

Oczywiscie (:) = 0 dla k>#n. Warto wspomnieé, ze podzbiory k-elemen-

towe zbioru n-clementowego nazywa sie tez w starszej literaturze kombinatorycz-
nej Kombinacjami k-wyrazowymi ze zbioru n-elementowego bez powtdrzen.

Ze wspolczynnikami dwumiennymi zwigzanych jest wiele ciekawych toz-
samofci. Oto niektdére z nich.

n
E (;) =2 ; ‘ (1.14)
{=0

Wzér ten wynika stad, Ze suma po lewej stronie wyraza liczbe wszystkich pod-
zbioréw zbioru n-clementowego.

N [ ) o AN
2 ; i=n2"t - ciey B g AT R (1.15)

i=0

-

Dla dowodu utwérzmy liste zawierajgca kolejno wszystkie podzbiory zbioru
n-elementowego X. Lista ta zawiera (:') podzbioréw i-elementowych dla i =

=1;..,n, tak wicc jej dlugosé (tzn. liczba wystapien elementéw zbioru X)
Wyraza si¢ suma po lewej stronie wzoru (1.15). Z drugiej strony kazdy element
X € X wystepuje na liscie 2"~ ! razy, gdyz taka jest liczba podzbioréw zawieraja-
Cych x (jest ich tyle, ile wszystkich podzbioréw zbioru X\ {x}). Dlugos¢ naszej
listy jest wigec réwna n2"~'. Dowdd jest tym samym zakonczony.

h n
(k) = (;;_k> (1.16)

Joat to bezposrednia konsekwencja faktu, iz kazdemu podzbiorowi k-elemen-
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towemu Y < X odpowiada wzajemnie jednoznacznie (n—k)-clementowy pod-
zbiér X\ Y zbioru X.

(Z) - (n;l) +<Z: :) : (1.17)

Wz6r ten otrzymujemy przez nastgpujace rozumowanie. Ustalmy pewien ele-
ment x zbioru n-elementowego X. Zbior wszystkich podzbioréw k-elementowych
zbioru X rozpada si¢ na dwie rozlaczne klasy: tych podzbioréw, ktére nie za-
wieraja elementu x, oraz tych, ktére x zawierajg. Licznos¢ pierwszej klasy wy-

. . . -1 e .,
nosi ( X ), drugiej zas (:—1)’ tyle ile jest podzbioréw (k—1)-elementowych

zbioru X\ {x}. .
Tozsamo$é (1.17) wiaze sie $ciSle z nastepujacym trdjkqtem Pascala:

1 5 10 10 5 1

Jesdli ponumerowac kolejne wiersze tego trojkata liczbami 0, 1, 2, ..., to i-ty wiersz
zawiera liczby

(6) () ()

Na mocy wzoru (1.17) kazda z tych liczb — oprocz skrajnych, réwnych jed-
no$ci — mozna otrzymaé jako sume wystgpujacych nad nig liczb w poprzednim
wierszu. Daje to prosta metode generowania trdjkata Pascala, a tym samym
znajdowania wspolczynnikéw rozwiniecia (x +y)' — dane sa one przez i-ty wiersz
trojkata (por. (1.13)).

Udowodnimy jeszcze jedng tozsamo$é zwiazang ze wspolezynnikami dwu-
miennymi, a mianowicie nastepujaca tozsamos§é Cauchy’ego:

k
m+n O (m n
(") = 2 () a1y

W tym celu wyobrazmy sobie, Ze z grupy zlozZonej z m mezczyzn i n kobiet cheemy
wybraé k os6b. Mozemy to uczyni¢ na (m:") sposobdéw (lewa strona). Wszystkie

podzbiory k-elementowe naszego zbioru osob mozemy sklasyfikowaé ze wzgledu
na liczbe mezczyzn w podzbiorze. Podzbiér k-elementowy zawierajacy s mezczyzn

mozemy otrzymal wybierajac najpierw s mezczyzn — na jeden z (’:) mozliwych

1/
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Asob6w — a nastgpnie k—s kobiet, na jeden sposrod (ki 9) sposobow. Wszy-
Eie . _ . , i m\ ( n
sthich mozliwych podzbioréw k oséb, w tym s meZczyzn, jest zatem (s) ( ‘ ) .

-5
Bezpoérednio stad wynika juz wzor (1.18).
" Zauwazmy, 2e dla m = k = n wzor ten przybiera postaé

o)-30)

Ostatnia tozsamoscia, ktéra udowodnimy jest

n\ [k n\/n—m
@) -G az
Dla dowodu policzmy liczbe par (K, M} podzbioréw zbioru n-elementowego X,
takich 2¢ K < M, |K| = k, | M| = m. Z jednej strony podzbiér K mozemy wy-
braé na (:) sposobow, a podzbior M < K na (:1) sposobdw, co daje (:) (fn)
mogliwych par (K, M) (lewa strona (1.20)). Z drugiej strony, dla kazdego
z (:) podzbioréw M = X mozemy wybra¢ na (:::) sposobéw podzbiér K <

< M,gdyz taki podzbiér K wyznaczony jest jednoznacznie przez podzbidr
(n—k)-clementowy X\ K zbioru (n—m)-elementowego X\ M. Szukana liczba

par (K, M) jest wigc réwna (:) (::Z) (prawa strona (1.20)).
;’fi"odamy teraz bezposredni wzér pozwalajacy na obliczanie (Z)
TwiERDZENIE 1.14

O _[nl _ n! _n(n=1..(—k+1)
Gc) =R T K=k T 12 ..k .21

»»»»»

Kam sposrod [n]k ciggéw réznowartosciowych diugoéci k wyznacza podzbiér
k-ﬁhmentowy zlozony z elementow wystgpujacych w tym ciggu, przy czym ten
samrpodzbior S otrzymujemy z doktadnie k! ciagéw, odpowiadajacych wszystkim
permiitacjom zbioru S. Stad (:) = [n]i/k!. Wystarczy teraz skorzystaé z twier-
dzepia 1.2, m

. -Zauwazmy, ze twierdzenie to pozwala latwo udowodnié wszystkie tozsamo-
5C1 rozwazane w tym punkcie. Na przyklad dla (1.17) mamy

%&(”) _n! . n! n—k k) _
Ak T ki n—k)! ki (n—k)!'\ =n n)

(=) (n—1!  (n-1 n—1
T ki(n—1—-k)! + (k—1D!(n—k)! _< k >+ (k—l)

e tego typu ,,algebraiczny” dowdd polegajacy na mechanicznym prze-
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ksztalcaniu wyrazen jest znacznie mniej przejrzysty od dowodu ,,kombinato-
rycznego” pokazanego poprzednio.
Z drugiej strony wzoér (1.21) pozwala tatwo udowodnié nastepujaca wlasnosé

wspoiczynnikéw dwumiennych:

(<) <<()= () ()~ () 0

(n > 1). Wystarczy zauwazy¢, ie

( n >= n(n=1)..(n=i) _n—i n@=1..(n—i+) _

i+1 1-2- . -ii+1) i+l 120 .. -

_n—i <">
T+l

Mamy (n—)/(i+1) > 1 dla i < (n—1)/2, tzn. dla i < Ln/2], podobnie (n—i)/
(+) <1 dla i> @-1)/2, tzn. dla i > [n/2], oraz (n—1n/21){(inj21+1) =
= [n/21/in/21 = 1, jesli n nieparzyste (dla parzystego n mamy ln/2} = [n/21i §rod-
kowa réwnos¢ w (1.22) oczywiscie zachodzi).

Zajmiemy si¢ teraz znalezieniem liczby k-elementowych podzbioréw zbioru
z powtérzeniami (k*xy, ..., k*x,). Pytamy, innymi stowy, na ile sposobéw mozna
utworzy¢ k-elementowy zbidr z powtérzeniami majac do dyspozycji n réznych
elementéw, powiedzmy 1, ..., n, z ktérych kazdy mozemy uzyé dowolng ilosé
razy. Warto zauwazy¢, ze liczba ta jest réwna liczbie ciagéw niemalejacych diu-
gosci k o elementach ze zbioru {1, ..., n}. Wynika to z faktu, Ze elementy kazdego
podzbioru daja si¢ jednoznacznie ustawi¢ w ciag niemalejacy. Oczywiscie pod-
zbiorem bez powtdrzen odpowiadaja ciagi rosngce.

TwWIERDZENIE [.15
Liczba k-elementowych podzbiordw zbioru (k#xy, ..., k*x,) jest rowna

n+k-—1
( k ) (1.23)

Dowoép

Mamy wyznaczyé liczbg ciggdw niemalejacych {(ay, ..., ;) o elementach ze
zbioru {1, ..., n}. Kazdy taki ciag mozna podzieli¢ na n sekcji, gdzie i-ta sekcja
zawiera pewng — byé moze zerowa — liczbe nastepujacych po sobie elementéw .
Jesli sekcje te oddzielimy od siebie n— 1 zerami uzytymi w charakterze separato-
réw, to otrzymamy ciag dlugosci k+nrn—1. Na przyklad dla n = 5, k = 4 cia-
gowi (2,2,4,5 odpowiada ciag <0,2,2,0,0,4,0,5>. Ten ostatni ciag jest
jednoznacznie wyznaczony przez rozmieszczenie wystepujacych w nim n—1 zer,
Istotnie, mozemy go odtworzy¢ wypelniajac sekcje do pierwszego zera wysta-
pieniami elementu 1, sekcje od pierwszego do drugiego zera wystapieniami ele-
mentu 2 itd. Lecz liczba rozmieszczefi n—1 na k+n—1 pozycjach jest réwna

(k+n—1\' < n+k—1 n+k—1
n—1 )= (n+k-1)—-n—1) " k : u
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. Znaleziong przez nas liczb¢ podzbioréw z powtdrzeniami mozna zapisaé
npieco inaczej:

nrk=1\  n(n+1)..(ntk=1 _ [ns]*
( ¢ >= = -1 (1.24)

Pokazemy interpretacje kombinatoryczng tej réwnosci. Przypomnijmy w tym
celu, '2e [n]" jest liczba rozmieszczen uporzadkowanych k elementéw x;, ..., x;
w n'pudetkach. Zauwazmy, ze kazdemu takiemu rozmieszczeniu zawierajacemu r,
clementéw w i-tym pudetku odpowiada k-elementowy podzbiSr (ry%ys, ..., F'a®y)
zbioru Z powtérzeniami (k*yy, ..., k*y,). W tym przyporzadkowaniu istotna
jest jedynie liczba elementéw w kazdym z pudelek. A wigc na przyklad roz-
mieszczeniom
pudetko 1 pudetko 2 pudetko 3

X3 X2 X5 X1 Xa

X4 X1 X2 X3 X5

odpowiada ten sam podzbior (2%, 3*ys). Jasne jest, ze kazde dwa rozmieszcze-
nia odpowiadajace temu samemu podzbiorowi réinig si¢ permutacja obiek-
tow Xy, ..., Xz W konsekwencji liczba wszystkich k-elementowych podzbioréw
zbioru z powtérzeniami (k*y,, ..., k*y,) jest réwna [n]*/k!. Oczywiscie rozumo-
wanie to wraz ze wzorem (1.24) stanowi inny dowdd twierdzenia 1.15.

Generowanie podzbioréw k-elementowych

Pokazemy teraz dwa algorytmy generowania wszystkich k-elementowych pod-
zbioréw zbioru n-elementowego X. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjaé,
¢ X ={l1,...,,n}. Kazdemu k-elementowemu podzbiorowi odpowiada wtedy
Wwzajemnie jednoznacznie ciag rosnacy dhugosci k o elementach z X: na przyklad
podzbiorowi {3, 5, 1} odpowiada ciag <1, 3, 5.

. Mozna latwo pokazaé algorytm generujacy wszystkie takie ciagi w porzadku
leks}‘kbg'raﬁcznym. Wystarczy w tym celu zauwazyé, ze w porzadku tym, ciagiem
bezpoérednio nastepujacym po <ay, ..., > jest

Kby, byy =<ay, ...y ap_y, ap+1,8,+2, ..., a,+k—p+1>
gdzie

P=max{ita, < n—k+1}

. COfMj, ciagiem bezposrednio nastepujacym po <by, ..., b;> jest

4

"ers oo ed = by oy by—1s byt 1, by +2, ooy by+k—p'+1)

e

jeéli bk =n
jeSli by <n
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(zakladamy, Ze ciagi <ay,...,a) i {by, ..., by) sa réine od (n;k-i—l, R

ostatniego ciagu w naszym porzadku). Prowadzi to do nastgpujacego prostego

algorytmu:

ALGORYTM 1.16 (Generowanie wszystkich k-elementowych podzbioréw zbio-

ru {1, ...,n} w porzadku leksykograficznvm)

Dane: =n, k.

Wyniki: Ciag wszystkich podzbioréw k-elementowych zbioru {1, ..., n} w po-
rzadku leksykograficznym.

1 begin

2 for i:=1 to k do A [i]:=i; (* pierwszy podzbiér *)
3 p:=k;

4 while p <1 do

5 begin write (A [1], ..., 4 [£]);

6 if A[k] =n then p:=p—1 else p:= k;

7 if p > 1 then

8 for i:= k downto p do A [i]:= A[p]+i—p+1
9 end :

10 end

Ciag wszystkich podzbioréw 4-elementowych zbioru {1, ..., 6} wygenerowany
przez ten algorytm przedstawiono na rys. 1.9.

Rys. 1.9 Cidg podzbiorow 4-elementowych zbioru {1,...,6} skon-
struowany przez algorytm 1.16

GINI M) RYN) bbb inh bt ok bbbt et b
DB WWHIDWHNENNONRONON
NUAIPD2PAND2UNEDDNHW
COOROUROTTNOOWNOU N

Drugi algorytm, ktéry teraz opiszemy generuje wszystkie k-elementowe
podzbiory w taki spos6b, ze kazdy nastepny podzbiér powstaje z poprzedniego
przez usunigcie pewnego elementu i dodanie innego. Algorytm ten przedstawimy
w postaci rekurencyjnej. Oznaczmy w tym celu przez G (n, k) listg (tzn. ciag)
zawierajaca wszystkie k-clementowe podzbiory zbioru {1, ..., n}, ktérej pierw-
szym podzbiorem jest {1, ..., k}, ostatnim {1,2,...,k—1,n} i kazdy nastepny
podzbiér powstaje z poprzedniego przez usuni¢cie pewnego elementu i dodanie
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. . Zauwazmy, Ze jeéli skonstruowaliSmy juz G (n—1,k) i G(n—1,k—1),
t@x; 7 (n, k) mozemy okresli¢ nastepujaco:
1"%‘&'?0 (n k) =G(n—1,k),G¥n—-1,k—1) v {n} (1.25)

G‘(n 1,k—1) U {n} oznacza list¢ powstala z G (n—1, k—1) przez od-

ie jej kolejnosci, a nastgpnie dodanie elementu n do kazdego zbioru.
Istd fife G (n—1, k) zawiera wszystkie podzbiory k-elementowe zbioru {1, ..., n}
ni¢‘gawierajace n, G*(n—1,k—1) v {n} wszystkie podzbiory k-e]emcntowe Za-
wiéeajgce n, Przy czym ostatnim podzbiorem na liscie G (n—1, k) jest {1,2,.
k~1,8—1}, natomiast pierwszym podzbiorem na lifcie G*(n—1,k—1) L {n}
jest {1,2, ..., k—1,n}. Na rysunku 1.10 pokazano konstrukcj¢ listy G (4, 2).

64,2)
/ \
6(3,2) 6*3,vu{s}
62,0 6%, u{3} 6(2,00u{ 3,4} 6%, Du{4}
N AN
6(1,0u{ 2,3} ¢*u1,Du{3} 6(1,00{2,4} e, Du{4}
{1.2‘}.»‘*. . {2.3} {1.3} {3,4} {2.4} {1.4}

Rva. 1.10 Konstrukcja listy G (4, 2)

{3.4} {2,4}

~

{1"} | {2.3]

Rys. 1.11 Droga Hamiltona w grafie odpo-
{1 wiadajacym wszystkim podzbiorom dwuele-
3} {1 2} mentowym zbioru {1, 2, 3, 4}

¢ Liscie G (n, k) mozemy — podobnie jak w przypadku generowania wszy-
Podzbioréw — przyporzadkowaé pewna droge Hamiltona w grafie, kto-
Wierzchotki odpowiadaja podzbiorom dwuelementowym zbioru {1,2,3,4},
€zym wierzchotki odpowxadajqce podzbiorom A, B sg polaczone krawedzig
ml tylko wtedy, gdy |4 n B] = k—1 = 1. Przedstawiono to na rysunku 1.11.
.,Pozostawmmy Czytelnikowi pozbyme sie rekursji w opisanym przez nas
mie (por. zad. 1.29).
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Podzialy zbioru

Przez podzial zbioru n-elementowego X na k blokéw rozumieé bedziemy dowolng
rodzing # = {B,, ..., B;} taka, Ze B;u ... UB, = X,B,n B, =@ dla 1 <i <
<j <k, oraz B, # @ dla 1 <i < k. Podzbiory B, ..., B, nazywamy blokami
podziatu 7. Zbiér wszystkich podzialéw zbioru X na k blokéw oznaczaé bedziemy
przez II,(X), natomiast zbiér wszystkich podzialow przez IT (X). Oczywiscie
I(X)=IHI,X)v .. uII(X) (co wiecej, {I1,(X), ..., II(X)} jest podzialem
zbioru I (X)).

Scisle zwigzane z podziatami jest pojecie relacji réwnowaznoséci. Kazdemu
podziatlowi 7= mozemy przyporzadkowaé relacje réwnowaznoéci

E(7) = {J(BxB) (1.26)

Bern

(elementy x, ye X sa w relacji E(x) wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do tego
samego bloku podziatu #). Na odwrét, kazdej relacji rownowaznosci E na zbio-
rze X mozemy przyporzadkowaé podzial

X|E={x[E:xe X} 1.27n

gdzie x/E oznacza klase abstrakcji elementu x, tzn. zbi6r wszystkich elementéw
bedacych w relacji E z x:

x/E = {ye X:xEy} (1.28)

Nietrudno zauwazy¢, ze wzory (1.26) i (1.27) okreslaja wzajemnie jednoznaczng
odpowiednio$¢ migdzy podzialami a relacjami réwnowaznosci na zbiorze X.

Jesli w, 0 e I (X) i kazdy blok Be g jest suma pewnej liczby blokéw po-
dzialu 7, to mowimy, Ze n jest rozdrobnieniem podziatu o i piszemy 7 < 0. Dla
przykladu

{1} {2, 53, {4, 63, {31} < {{1,2,3,5}, {4, 6}}

Latwo sprawdzi€, ze n < o wtedy i tylko wtedy, gdy dla relacji réwnowaznosci
odpowiadajacych tym podziatom zachodzi E () = E (). Oczywiscie tak okre-
$lona relacja <C jest czeéciowym porzadkiem na zbiorze IT (X). Niektore wiasnosci
zbioru II (X) uporzadkowanego przez relacj¢ rozdrobnienia przypominaja ana-
logiczne wiasnosci zbioru 2 (X) uporzadkowanego przez zawieranie. Pokazemy
teraz jedna z takich wlasnosci.
Zbior czgsciowo uporzadkowany {4, <) nazywamy kraig, jeli dla dowol-
nych elementéw x, y € 4 istnieja elementy a, b e A takie, Ze
(a) a < x,a <y oraz dla dowolnego elementu ¢ takicgo, ze ¢ < x, c <y
mamy ¢ < a,
(b) b = x,b >y oraz dla dowolnego elementu c takiego, ze ¢ = x,¢c >y
mamy ¢ = b.
Elementy takie — jesli istnieja — sa jednoznacznie wyznaczone przez x i .
Istotnie, dla dowolnych elementdw ay, a, spelniajacych warunek (2) mamy a, < a4



a, < a;, czyli a; = a,, podobnie dla (b). Element a nazywamy kresem dol-
n}’ﬁ' element6w x, y i oznaczamy przez x A y, element b natomiast nazywamy
kri gérnym i oznaczamy przez x v y.

: Przykladem kraty jest <(Z(X), ). W tym przypadku mamy oczywi-
écié~»4AB=AnB oraz A v B=AuUB.

TWIERDZENIE 1.17
Zbidr I (X) uporzadkowany przez relacj¢ rozdrobnienia < tworzy krate, przy
czym

‘anc={AnB:(den)A Beo)A (An B # Q)} (1.29)

tzn.
E(@ A 6) = E(@) 0 E (o) (1.30)
podziat 7 v o jest natomiast okreslony nastgpujaco:

(x, y> € E(n v o)< istnieje k > 1 oraz ciag x,, ..., X, taki, (1.31)
76 X = X, ¥y = X, OIaz (x,, x,+1> €
€E (7:) Iub (x,, Xi,1p€eE(o) dlai =
. =12,.
Dowép
Zauwazmy przede wszystkim, Ze prostym wnioskiem z definicji relacji réwno-
wazhosci jest fakt, iz przecigcie dwoch relacji réwnowaznosci jest relacja réw-
nowaznosci. Tak wigc E (1) n E (0) jest relacja réwnowaznosci, ktéra z kolei
wyznscza jednoznacznie pewien podzial « taki, ze E (n) 0 E (o) = E (o) (por.
(1.27)). Oczywiscie E (x) < E(n), E (o) < E (0), a wigc a < 7, « < 0. Co wigcej,
dla kazdego podziatu o’ takiego, Ze o’ < 7, o' < ¢ mamy E(¢') S E(n), E(&') S
S E(0) i w konsekwencji E(¢) € E(n) 0 E(0) = E (), czyli o’ <a. A za-
tem o = 7 A g, co dowodzi wzoru (1.30). Zauwazmy, ze x, ye E(nAn0) = E(n) 0
N E(g) wtedy i tylko wtedy, gdy x, y naleza do tego samego bloku podzialu ©
i tego samego bloku podzialu o, tzn. x, ye 4 N B, gdzie A € n, Be 0. Dowodzi
to wzoru (1.29).

Zalézmy teraz, ze R jest relacja binarng okreSlonag przez prawa strong
réwnowaznosci (1. 31). Nietrudno sprawdzi¢, ze R jest relacja réwnowaZnosci.
IStotme XRx (wystarczy przyja¢ k = 1), xRy pociaga za sobg yRx (wystarczy
Tozwazyé ciag xi, x_y, ---, X;) Oraz xRy, yRz pociaga za soba xRz (wystarczy
Tozwazy¢ konkatenacje odpowxedmch ciaggéw). Relacja R wyznacza jednoznacznie
Podziat g taki, ze E (f) = R. Oczywiscie E(n) <R = E(B)i E(0) < R = E(B),

‘< B oraz 0 < B. Zalézmy teraz, ze B’ jest dowolnym podzialem takim,
2 ‘? B', o < B, oraz niech {x, y) € E (B). Istnicje wtedy ciag x = X1, X5, ...,
W spelniajagcy prawa strone réwnowaznosci (1.31), i w konsekwencji
éx" Xiy1>e E(mM U E() = E(B), 1 <i<k. Wobec przechodniosci relacji

#) mamy {x, y> € E(f). Udowodniliémy w ten sposob, ze B << f’, a wigc
B TVva. n

18/43 ‘




WPROWADZENIE DO KOMBINATORYKI

Liczby Stirlinga drugiego 1 pierwszego rodzaju

Liczbe Stirlinga drugiego rodzaju S (n, k) definiujemy jako liczbe podziatéw zbio-
ru n-elementowego na k blokow:

S k) = |I(X)| gdzie [X] =n (1.32)

Dla przykladu S (4, 2) = 7, gdyz istnieje doktadnie 7 podzialéw zbioru {1, ..., 4}
na dwa bloki:

{{1,2,3}, {4}}

{{1,2,4}, {3}}

{{1,3,4}, {2}}

{{1,2}, {3,4}}

{{1,3}, {2,4}}

{{1,4}, {2,3}}

{{1}.{2,3,4}}
Oczywiscie S (n, k) = 0 dla k > n. Przyjmujemy réwniez S(0,0) = 1, gdyz
pusta rodzina blokéw jest — zgodnie z definicia — podzialem zbioru pustego.
Z liczbami Stirlinga drugiego rodzaju zwigzane jest — podobnie jak ze wspdl-
czynnikami dwumiennymi — wiele ciekawych toisamosci. Pokazemy najpierw
tozsamos$¢ przypominajacg nieco wzér (1.17) zwiazany z tréjkatem Pascala:

S k)y=Sh-1,k—-1)+kS(r—-1,k) dlalO0<k<n (1.33)
Sn,n =1 dlanz=0 (1.34)
S(r,0) =0 dlan>0 (1.35)

Wzory (1.34) i (1.35) sa oczywiste. Dla dowodu wzoru (1.33) rozwazmy zbioér
wszystkich podziatéw zbioru {1, ..., n} na k blokéw. Zbiér ten rozpada si¢ na
dwie rozigczne klasy: tych podzialdw, ktore zawieraja blok jednoelementowy {n},
oraz tych podzialéw, dla ktérych n jest elementem wickszego (co najmniej dwu-
elementowego) bloku. Licznos$¢ pierwszej klasy jest rowna S (n—1, k—1), tyle
ile jest podziatéw zbioru {1,...,n—1} na k—1 blokéw. Licznos¢ drugiej klasy
wynosi kS (n—1, k), gdyz kazdemu podzialowi zbioru {1, ..., A—1} na k blokéw
odpowiada w tej klasie dokladnie k podzialéw powstalych przez dodanie ele-
mentu n kolejno do kazdego z blokéw.

Wzory (1.33), (1.34) i (1.35) umozliwiajg tatwe wyznaczanie wartosci S (n, k),
nawet dla duzych wartosci n i k. Liczby S (n, k) dla 0 << n, k < 10 przedstawiono
w tabl. 1.2

Zauwazmy, Ze tablicg t¢ mozna traktowaé jako ,,tréjkat Stirlinga”, w ktérym
kazda wartos¢ — oprécz skrajnych, réwnych jednosci — mozna otrzymac jako
sumg liczb wystepujacych nad nia, dokladniej liczby wystepujacej doktadnie nad
nig pomnoZonej przez k, oraz liczby nad nig po lewej stronie.
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1.2 Liczby Stirlinga drugiego rodzaju S (n, k)

ot S 1 2 3 4 5 é 7 8 9 10
1 0 [} 0 0 Q 0 [ 0 [} 0
[} 1 [ 0 o 0 [} 0 [ 4 o
[ 1 1 0 0 [ 0o 0 0 [ [}
] 1 3 1 0 0 0 [ ) [ o
[ 1 ? ] 1 4] 0 4 (4 [ [}
0 1 15 23 10 1 0 1] ] o 0
[} 1 33 90 &5 15 .1 0 [ [ 0
[} 1 43 301 350 140 21 i [ [ 0
0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0 0
] 1 255 3025 7770 46951 2648 442 36 1 [
[} 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

1

przyklad innej zaleZnosci rekurencyjnej zwigzanej z liczbami Stirlinga
o rodzaju:
n~1
; n—1
(n, k) = Z ( ; )S(i,k—-l) dla k =2 (1.36)
; i=z=k-1
Dlg #owodu rozwazmy zbiér wszystkich S (n, k) podzialéw zbioru X = {1, ..., n}.
Zbillpcten rozpada si¢ na rozlaczne klasy odpowiadajace réznym podzbiorom
zbigis X bedacym blokiem zawierajacym element n, Zauwazmy, Ze dla kazdego
b-%towego podzbioru B = X zawierajacego element n istnieje doklad-
ni&;ﬁ&a—b, k—1) podzialéw zbioru X na k blokéw zawierajacych B w charak-
terzp-Bloku. Istotnie, kazdy taki podziat odpowiada jednoznacznie podziatowi
z X'\ B na k—1 blokéw. Zbiér b-clementowy B < X zawierajacy element

n-(k—-1)

D im-1 -1
- Z (Z_I)S(n—b,k——l)z Z (:_b>S(n-—b,k—l)=

b=1 b=1.
n—1

n—1
Z( ; )S(i,k—l)
i=k—-1

gjczbc Bella B, definiujemy jako liczbg wszystkich podzialéw zbioru n-ele-
meEﬁt)wego

By = |II(X)|, gdzie |X| =n (1.37)
Tnaymi stowy
@it .

IBy= D'S(n, k) | (1.38)
k=0

Uﬁﬁ?odnimy teraz nastgpujaca prosta zalezno$é rekurencyjna zwiazana z licz-
balit Beila -

(1.39)
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(przyjmujemy B, = 1). Dowdd przebiega podobnie jak w przypadku zalez-
nosci (1.36). Zbiér wszystkich podzialéw zbioru X = {1, ..., n+ 1} mozemy roz-
lozy¢ na rozlaczne klasy w zaleznosci od bloku B zawierajacego element n+1,
lub — réwnowaznie — w zaleznoéci od zbioru X\ B. Dla zbioru X\ B <
& {1, ..., n} istnieje doktadnie [IT (X\ B)| = By 5 podzialéw zbioru X zawiera-
jacych B w charakterze bloku. Grupujac nasze klasy w zaleznosci od licznosci
zbioru X\ B otrzymujemy wzér (1.39).
Liczby B, dla 0 <»n <{ 20 przedstawiono w tabl. 1.3.

TaBLICcA 1.3 Liczby Bella B,

n B
n

0 1
1 1
2 2
3 5
4 15
] 32
3 203
7 877
8 4140
9 21147
i0 115975
11 678570
12 4213597
13 27644437
14 190899322
15 1382958545
16 10480142147
17 82864869804

18 682076806159
19 5832742205057
20 51724158235372

Istnieje Scisty zwiazek miedzy liczbami S (n, k) a liczba wszystkich funkcji
ze zbioru n-elementowego na zbidr k-elementowy, tzn. funkcji f: X = Y, f(X) =
= Y dla |X| = n,|Y| = k. Kazdej takiej funkcji f mozemy przyporzadkowaé
nastgpujacy podzial zbioru X na k bokdéw:

NN ={f")ryeY} (1.40)

zwany jgdrem funkcji f (warunek f(X) == Y gwarantuje, ze podzbiory f~1(y) sa
niepuste). Z drugiej strony nietrudno zauwazy¢, e kazdemu podzialowi = e
€ IT(X) odpowiada dokladnie k! funkcji z X na Y takich, ze N (f) = n. Kazda
taka funkcja odpowiada wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowaniu blokom
podzialu # elementéw zbioru Y. Oznaczajac przez s, , liczbe funkcji z X na ¥

otrzymujemy wigc

S =k!S(n, k) (141)



wyBY STIRLINGA

Wstajqc z tego wzoru mozemy udowodnié jeszcze jedna wlasno$é liczb
inga drugiego rodzaju, ktéra dotyczy zwiazku migdzy wielomianami x*
a wielomianami
Uk = x (=1 . (x—k+1) (1.42)
powolny wielomian P (x) zmiennej x stopnia » mozemy jednoznacznie przed-
n
stawit jako P(x)= 3 @ [x]i. Jest to szczegblny przypadek oczywistego
E=0
L]
D' ayp(x) dla dowolnego

k=0
ci“;;.‘wielomianéw Po(x), p1(x), ... takiego, ze pi(x) jest stopnia k dla kaizde-
go 'k > 0. Innymi slowy kazdy taki ciag stanowi baze w przestrzeni liniowej
widlomianéw. Okazuje sig, Ze liczby Stirlinga drugiego rodzaju sa réwne doklad-
nie “wspbiczynnikom przejicia z bazy 1,x,x? ... do bazy 1,[x];, [x]. ...

WM ZENIE 1.18
Dla kazdego n >0

faktﬂl iz istnieje jednoznaczny rozklad P (x) =
?;,

B n
W=D S(n, k) [x) (143)
k=0

Doi?ép

Zalétmy najpierw, ze x jest nieujemng liczbg calkowitg. Policzymy na dwa
sposaby liczbe wszystkich funkcji f: 4 —» B, gdzie |4| = n, |B| = x. Z jednej
strony jest ona réwna x" (p. twierdzenie 1.1). Z drugiej strony zbidr takich funk-
¢ji fmozemy sklasyfikowaé ze wzgledu na zbidér f(4). Oczywiscie kazda funkcja f
Jest ndwzorowaniem zbioru A na zbidr f(4), tak wiec dla dowolnego podzbio-
ru ¥ & B, gdzie | Y| = k, liczba wszystkich funkcji f: A — Btakich,ze f(4) = Y
jest réwna s, ,, czyli, zgodnie ze wzorem (1.41), k! S (n, k). Biorac pod uwage

fakt, 2 podzbiér ¥ o licznosci & mozemy wybraé na (:) sposobdw otrzymujemy
ostatecznie

X5 ;(D k! S(n, k) = ;[x]ks(n, k) (1.44)

(86rny wskaznik sumowania moglismy zamieni¢ z x na n, gdyz S(n, k) =0
dh? > n, oraz [x], = 0 dla k > x). Skoro ré6wno$¢ wielomianéw zachodzi dla
fimnego calkowitego x > 0, wielomiany te sa tozsamo$ciowo réwne (gdyz
lch; 2nica jest albo toZsamoséciowo réwna zeru, albo ma skoficzona liczbe
zerkg
. n
; Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju s (n, k) definiujemy jako wspétczynniki
pW kolejnych potegach zmiennej x w wielomianie [x],:
;:‘{x]n = 2 S (n’ k) xk (1.45)

k=0
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Innymi stowy liczby s (n, k) spelniaja rolg odwrotna w stosunku do liczb S (n, k) —
pozwalaja przejsé z bazy 1, [x];, [x],, ... do bazy 1, x, x2, ... Oczywiscie s (n, k) =
= 0 dla k& > n. Liczby s (n, k) wygodnie jest wyznaczaé korzystajac z nastepu-
jacych zaleznosci rekurencyjnych:

s(n,k)=s(n—1,k—1D)—(n—-1s(n—1k) daO0O<k<n (1.46)
s(n,n)=1 dlanz=0 (1.47)
s(n,0) =0 dlan>0 (1.48)

Wzory (1.47) i (1.48) sa oczywiste, natomiast (1.46) otrzymujemy poréwnujac
wspolczynniki przy x* po obu stronach réwnosci

[x]s = [x]p-1 (x—n+1) (1.49)
Mamy mianowicie

n—~1
2 s xt = (x—n+1) J s(n—1,k)x* =
k=0

k=0
n—1 n—-1 -
=D s-1L k) x+1—(n=1) Y s(n/k)x* =
k=0 k=0

n—-1 )
= D (s(r=1,k=D—(n—-1)s(n—1, k) x*+
k=1
+sn—4Ln-Dx"—(n—1)s(n-1,0)
W tablicy 1.4 przedstawiono liczby s (n, k) dla 0 <n, k£ < 10.

TaBrLicA 1.4 Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju s (n, k)

h [ 1 2 3 4 5 é 7 8 9
0 i 0 0 o 0 0 0 [ 0 0
1 [ 1 0 [ [} 0 [ ] 4 0o
2 0 -1 1 [ 0 [] 0 [} [} 0
3 0 2 -3 1 ] [ 0 0 [} [
4 [} -6 11 -6 i [ [} 0 ] o
S o 24 -50 35 -10 i 0 ] o [
é 0 -120 274 ~225 85 -15 1 o o ]
7 ) 720 -1764 1624 -735 175 -2t 1 [ 0
8 o -5040 13068  -13132 &76% -19460 322 -28 1 0
9 [ 40320 -109584 118124 47284 22449 -4336 546 -36 1

10 Q -36288D 10265746 ~1172700 723680 ~2469325 63273 -9450 870 =45

Generowanie podzialéw zbioru

Opiszemy teraz algorytm generowania wszystkich podzialéw zbioru. Ide¢ tego
algorytmu najlatwiej wyjasni¢ formulujac go najpierw w postaci rekurencyjnej.
Zauwazmy najpierw, 2e kazdy podzial n zbioru {1, ..., n} wyznacza jednoznacznie
podziat m,_; zbioru {1, ..., n—1} powstaly z n przez usuniecie elementu n z od-
powiedniego bloku (i usunigcie powstalego pustego bloku, jesli element n two-
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s

rzst blok jednoelementowy). Na odwrét, majac dany podziat o = {By, ..., By}
gbioru {1, - n—1} latwo znalezé wszystkie podzialy n zbioru {1, ..., n} takie,

e Mgy = 0. Sa tO mianowicie podziaty

B, v {n}, B, ..., B,

B,, B, v {n}, ..., B
: (1.50)

By, Bs, ..., By U {n}

By, B, ..., Bi, {n} (1.51)

Sugeruje to nastgpujacq prosta metodg rekurencyjna generowania wszystkich
podzialéw: Majac dang listg L,_, wszystkich podziatéw zbioru {I,...,n—1}
tworzymy listg L, wszystkich podziatéw zbioru {1, ..., n} przez zamiang kazdego
podzialu o na liscie L,_, odpowiadajacym mu ciagiem (1.50). Zauwazmy, ze
mozemy przy tym zagwarantowaé, by kolejne podzialy mato si¢ od siebie réz-
nily — dokltadniej méwigc mozemy zaklada¢, ze kazdy nastgpny podzial na liscie
powstaje z poprzedniego przez usunigcic pewnego elementu z pewnego bloku
(moze to spowodowaé usunigcie bloku jednoelementowego) i dodanie go do
innego bloku lub tez utworzenie z niego bloku jednoelementowego. Istotnie,
kolejne podzialy ciggu (1.50) spelniajg ten warunek. Jesli odwréci¢ kolejnosé
ciggu (1.50) dla co drugiego podziatu listy L, _ ,, to element n porusza si¢ na zmia-
n¢ do przodu i do tylu, i podzialy ,,na styku” ciagéw utworzonych z kolejnych
podziatéw listy L,_, malo si¢ od siebie réznig (przy zalozenu, Ze kolejne podzialy
listy L,_, malo si¢ od siebie réznia). Na rysunku 1.12 pokazano konstrukcje
listy L, dla n = 1, 2, 3 (podzialy przedstawiono w nieco uproszczonym zapisie,
np. (12) (3) oznacza {{1,2}, {3}}).

~ L,

1 | /(1)\
L,: “ D M

/N

Ls: 123 1 2D ()3 (M 1 )
Rys. 1.12 Konstrukcja list Ly, Ly, Ly

Podamy teraz realizacje nierekurencyjng tego algorytmu (jest to zmodyfi-

l. 10k0wana wersja algorytmu opisanego w [391). Podziat zbioru {1, ..., n} reprezen-

towag bedziemy przez ciag blokéw uporzadkowany wedlug rosnacego najmniej-
szeggg elementu w bloku. Ten najmniejszy element bloku nazywaé bedziemy
nwem bloku. Zauwazmy, ze numery kolejnych blokéw nie sa na ogét kolej-
I;gml liczbami naturalnymi. W algorytmie uzywaé bedziemy zmiennych POPRZ (i1,
nAST [i], 1 < i < n zawierajacych odpowiednio numer poprzedniego i nastep-

Egp bloku dla bloku o numerze i (NAST[i] = 0, jesli blok numer i jest ostatnim

4 1
Fﬂmbinatoryka

E—
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blokiem podziatu). Dla kazdego elementu i, 1 <{i < n numer bloku zawieraja-
cego element i pamigtany bgdzie w zmiennej BLOK[i], kierunek w jakim ,,po-
rusza” si¢ element i zakodowany bedzie natomiast w zmiennej boolowskiej PR[ ]
(PR[i] = true, jesli i porusza si¢ do przodu; zauwazmy pewne podobienstwo do
algorytmu 1.12).

ALGORYTM 1.19 (Generowanie wszystkich podziatéw zbioru {1, ..., n})

Dane: n

Wyniki: Ciag wszystkich podzialéw zbioru {1, ..., n}, w ktérym kazdy nastepny
podziat powstaje z poprzedniego przez przeniesienie pojedynczego ele-
mentu do innego bloku.

1 begin
2 for i:= 1 to n do (» umie$é i w pierwszym bloku *)
3 begin BLOK[i] := 1; PR[i] == true
4 end;
5 NAST[1] = 0;
6 wypisz podzial;
7- j:=mn; (% j = element aktywny *)
8  while j > 1 do
9 begin k := BLOK[];
10 if PR[j] then (% j porusza si¢ do przodu )
11 begin
12 if NAST[k] = O then (% k jest ostatnim blokiem %)
13 begin NAST[K] := j; POPRZ[j] :=k; NAST[j]:= 0
14 end;
15 if NAST[k] > j then (* j utworzy nowy blok )
16 begin POPRZ|j] := k; NAST[j] := NAST[k]
17 POPRZ[NAST[j]] = j; NAST[k] = j
18 end;
19 BLOK[j] = NAST[k]
20 end
21 else (# j porusza si¢ do tylu *)
22 begin BLOK[ ] := POPRZ[k];
23 if £ = j then (* jtworzy! blok jednoelementowy *)
24 if NAST[k] = O then NAST[POPRZ[k]] =0
25 else begin NAST[POPRZ[k]] == NAST[k];
26 POPRZ[NAST[k]] := POPRZ[k]
27 end
28 end;
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L
e

el

294 wypisz podzial;

30, J=n;

31, while (j > 1) end

2 ((PR[j] and (BLOK[j] = j)) or (not PR[ j] and (BLOK[j] = 1)))do
33 begin PR[;j]:= mot PR[/]; j:=j—1

34 } end

35 end

36 end

Algorytm ten Konstruuje najpierw podziat {{1, ..., n}} (petla 2) — zauwazmy, ze
jest to pierwszy podzial na liscie L, utworzonej przez opisang przez nas konstruk-
cie rekurencyjna. Zadaniem gléwnej petli 8 jest przesunigcie ,,aktywnego™ ele-
mentu j do sasiedniego bloku — poprzedniego lub nastgpnego (w tym ostatnim
przypadku mote zajs¢ potrzeba utworzenia nowego bloku postaci {j}), a na-
stepnie wyznaczenie aktywnego elementu w nowo powstalym podziale. Z opi-
sanej konstrukcji rekurencyjnej wynika, Ze dany element przesuwany jest tylko
wtedy, gdy wszystkie elementy od niego wigksze osiagaja swe skrajne lewe lub
prawe poloZenie; dokladniej, element aktywny j* jest najmniejszym elementem
takim, Ze dla kazdego wigkszego elementu j jest spelniony jeden z nastepujacych
dwu warunkéw:

(1) PR[j] and (BLOK[ j] = j), tzn. element j porusza si¢ do przodu i osiggnat
swe skrajne polozenie na prawo (oczywiscie j nie moze byé¢ elementem bloku
o najmniejszym elemencie wigkszym niz j),

(2) not PR[j] and (BLOK[j] = 1), tzn. element j porusza si¢ do tylu
i osiggnal swe skrajne polozenie na lewo (w bloku pierwszym).

Zasada ta jest zrealizowana w wierszach 30+ 34. Przy okazji jest zmieniany
kierinek poruszania si¢ elementéw j > j*. Dodatkowym warunkiem w petli 31
jestj”';‘; 1, gdyz z samej reprezentacji podziatu wynika, Ze j = 1 nie moze byé
clemenitem aktywnym (element 1 jest oczywiscie zawsze elementem bloku nu-
mer 1). Jeéli kazdy z elementéw j > 1 spelnia warunek (1) lub (2), to latwo sig
przekonaé, ze wszystkie podzialy zostaly juz wygenerowane. W takim przypadku
po Wmﬁmu z petli 31 mamy j = 1 i nastepuje wyjécie z gléwnej petli 8, tzn, zakon-
cze{qei dzialania algorytmu. Z konstrukcji rekurencyjnej wynika tez latwo, ze
clementem aktywnym dla pierwszego podziatu listy L,, tzn. dla {{1, ..., n}} jest
eleant n. Taka tez warto$¢ przypisywana jest zmiennej j przed wejiciem do
P@E 8 (wiersz 7).

- Przeanalizujmy teraz proces przesuwznia elementu aktywnego (wier-
Sze 39'- 28). Najpierw znajduje si¢ numer k bloku zawierajacego element aktywny.
Jeﬂ_‘ element ten porusza si¢ do przodu, to wystarczy przesunaé go do bloku
O numerze NAST [k] (p. wiersz 19), lecz w dwéch pozostatych przypadkach zmien-
3 *NAST[k] nalezy najpierw zmodyfikowaé. Pierwszy przypadek zachodzi
AST[Kk] = 0, tzn. gdy k jest numerem ostatniego bloku podzialu. Wtedy 7
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utworzy blok jednoelementowy — wystarczy przyja¢ NAST[k] = j i odpowied-
nio zaktualizowa¢ wartos¢ zmiennych NAST[j] i POPRZ[j] (p. wiersz 13),
Podobny jest drugi przypadek, w ktérym NAST[k] > j. Warunek ten oznacza,
Ze wszystkie bloki na prawo od bloku numer k zawieraja elementy wieksze od j
(wszystkie te elementy zajmujag swe skrajne prawe potozenie, w przeciwnym
razie j nie byloby elementem aktywnym). Z konstrukcji rekurencyjnej fatwo wy-
nika, ze w przypadku tym nalezy utworzy¢ blok jednoelementowy zawierajacy j.
Dokonywane jest to w bloku 16 (jedyna réznica w stosunku do przypadku pierw-
szego jest to, Ze tym razem utworzony blok nie jest ostatnim blokiem
podziatu).

W sytuacji gdy element j porusza si¢ do tylu (p. wiersz 21) wystarczy prze-
sunaé¢ go do poprzedniego bloku (p. wiersz 22) i dokona¢ odpowiedniej aktuali-
zacji tablic POPRZ i NAST, jesli j tworzyt blok jednoelementowy — ma to miejsce
doktadnie wtedy, gdy BLOK[j] = k = j, gdyz kazdy element m > j bloku nu-
mer j zostalby wybrany elementem aktywnym w petli 31.

(1234)
(123)(4)

(12033 4)

(1 2)034)

(124)C3)

(14302203

C1)C2 403

CE)02)03 45)

C1)02)03 5¢ 4)

C1))(023)C4)

(1023 4)

C143(23)

:}g?()é f; Rys. 1.13 Ciag podzialow zbioru {l,2,3,4} wygenerowany
(13)(2)¢4) przez algorytm 1.19

Na rysunku 1.13 przedstawiono wszystkie podziaty zbioru {1, ..., 4} skon-
struowane przez algorytm. Mozna pokazaé, Ze srednia liczba krokéw potrzebna
do skonstruowania kazdego nastgpnego podzialu jest ograniczona przez stala
niezalezng od n (por. zad. 1.38; nie liczymy tu oczywiscie liczby krokéw po-
trzebnych do wypisania podziatu).

Podzialy liczby

Zajmiemy si¢ teraz nastgpujacym problemem: Na ile sposobéw mozna dang licz-
be naturalng n zapisa¢ w postaci sumy

n=by+..+b (1.51)

gdzie k, by, ..., b, > 0. Bedziemy przy tym uwazali sumy (1.51) za réwnowazne,
jesli réznia sie jedynie kolejnoscia skiadnikéw. Klase réwnowaznych sum po-
staci (1.51) mozemy jednoznacznie reprezentowal przez ciag di, ..., a, gdzie
a, > ... = q, oraz liczby ay, ..., a; sg liczbami b, ..., b, posortowanymi wedlug



32 EIALY LIC?BY

n{ér‘oancej wielkosci (w podobny sposéb reprezentowaliSmy podzbiory zbioru
rrez ciagi rosnace i podzbiory zbioru z powtdrzeniami przez ciagi niemalejgce).
KaZdY taki ciag a,, ..., a; bedziemy nazywac podzialem liczby n na k sktadnikéw.
Llcsz podziatéw hczby n na k sktadnikow bedziemy oznaczaé przez P (n, k),
natomiast liczbe wszystkich podziatéw liczby n (na dowolna liczbg sktadnikéw)

prﬂez P (n). Oczywiscie

P(n) Zp(n K, >0 (1.52)

(przyjmujemy P(0,0) = P(0) = 1). Dla przakladu P (7) = 15 i wszystkie po-
dzidly liczby 7 przedstawiono na rys. 1.14,

[

1 Rys. 1.14 Ciag podzialow liczby 7 skonstruowany przez algo-
rytm 1.22

AR N VRN N NI QT
AN RN W N .-
- ) e A e e

[ S WO

-
-

Wiele ciekawych wlasnosci liczb P (n) mozna udowodnié¢ uzywajac bardzo
przejrzystego sposobu reprezentowania podziatu liczby zwanego diagramem
Ferrgrsa. Diagram Ferrersa dla podzialu n = a, +... +a, sklada si¢ z k wierszy
odpowiadajacych skladnikom podziatu, przy czym i-ty wiersz zawiera ciag a
punktéw (rys. 1.15).

Kazdemu podzialowi liczby n odpowiada jednoznacznie podzial sprzezony
tej liczby, ktéry otrzymujemy przez transpozycj¢ (zamiang roli wierszy i kolumn)
diagramu Ferrersa (por. zad. 1.15). Latwo zauwazy¢, Ze transpozycja diagramu

.
® o o o Y e o o o
[ 3
'Y
S o ® o o o
e o
T % e e o o
® o
e o o
°
°
16§6+
dts+2 16=b+6+3+3+141

Ry, .
&,1'15 Diagram Ferrersa dla podzialu liczby i podzialu do niego sprezonego

/53 ‘
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Ferrersa okresla wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy podziatami
liczby n na k sktadnikéw a podzialami liczby n o najwigkszym skiadniku réwnym k.
Odnotujmy ten fakt:

TWIERDZENIE 1.20

Liczba podzialéw liczby n na k skladnikow jest réwna liczbie podzialéw liczby n

o najwickszym skladniku réwnym k. m
Udowodnimy jeszcze jedno twierdzenie tego typu.

TwierDZENIE 1.21

Liczba podzialéw liczby n na parami rézne sktadniki jest réwna liczbie podzialéw
liczby n na nieparzyste sktadniki.

Dowo6p

Pokazemy wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é migdzy podziatami, o ktérych
mowa w twierdzeniu. RozwaZzmy podzial liczby n na nieparzyste skladniki
by, ...,b,, gdzie skladnik b, wystepuje w podziale r, razy, 1 < i < p. Niech

=210 (g, > g, > ..)

bedzie przedstawieniem binarnym liczby r,. Dokonujemy teraz zamiany r, sklad-
nikéw b, na parami rézne skladniki

b, 2", b, 2%, ...

(zamiana ta zachowuje oczywiscie sume skladnikéw podziatu). Powtarzajac te
operacje dla kazdego i, | <i < p i porzadkujac skladniki wedlug nierosnacej
wielkosci otrzymujemy w rezultacie podzial liczby n na parami rézne skladniki.
Wynika to z faktu, iz kazda liczbe naturalng mozna jednoznacznie przedstawic
w postaci iloczynu liczby nieparzystej przez potege dwdjki. Dla przykiadu po-
kazemy opisang transformacje dla podzialu 26 = 7+5+5+3+3+1+1+1:
T4+54+54343 414141 = 7204521432141 (21 +2%) =
=7+10+6+2+1 = 104+74+642+1
Latwo zauwazy¢, ze transformacji odwrotnej moZna dokona¢, dla dowolnego
podziatu na parami rézne skladniki, przedstawiajac kazdy sktadnik jako p2°,
gdzie p nieparzyste, grupujac nastepnie skladniki wedlug ,,czynnika nieparzy-
stego” p i kazda taka grupg p2%, p2™, ... zamienigjac na r = 2"+2"4..
skladnikéw réwnych p. Tak wiec opisana transformacja okresla wzajemnie
Jjednoznaczng odpowiedniosé pomiedzy podzialami na skiadniki nieparzyste
a podziatami na skladniki parami rézne. [ ]
Inne tego typu twierdzenia sformulowano w zadaniach 1.39=1.41.
Pokazemy teraz prosty algorytm generowania wszystkich podziatow liczby.
Bedzie on generowaé podzialy w porzadku odwrotnym do leksykograficznego,
tzn. podzial

n=ci+..+¢ (1.53)
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pedzic wygenerowany — niekoniecznie bezpo$rednio — po podziale
n=a+ ... +a , (1.54)

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wskaznik p < min (k, I) taki, Ze ¢, < a, oraz ¢, =
= a, dla 1 <m < p (por. rys. 1.14). Oczywiscie pierwszym podzialem w tym
upoizqdkowaniu jest podzial na jeden skladnik réwny », ostatnim natomiast
po&ial na n skladnikéw réwnych jednosci. Zastanéwmy sig, jak wyglada podziat
bezpodrednio nastepujgcy po podziale (1.54). Poszukujemy podzialu, ktéry ma
jak ngjwigkszq liczbg poczatkowych sktadnikéw réwnych poczgtkowym skladni-
kom podziatu (1.54) — oznaczmy te skladniki przez ay,...,a,-; — i ktérego
pomktale skfadniki okreS§lone sa przez podzial bezposrednio nastgpujacy po
podzihle s = a,+a,,,+... +a. Latwo zauwazy¢, ze warunki te okreSlaja jedno-
znx;éz:!'lic
t=max{i: a, > 1}
Problém sprowadza si¢ wiec do znalezienia bezposredniego nastepnika podziatu

s=a+1+ ... +1, a >1
. e ——— ———

k—~1t razy
Nietrudno zauwazy¢, ze podzial taki ma postaé

s=1+ .. +l+(smodl)

’ s/t razy

gdzie I = g,—1.

W algorytmie, ktéry teraz opiszemy podzial reprezentowany bedzie przez
zmienne S [1], ..., S [d] zawierajace parami rézne sktadniki podziatu (S [1] > ...
> S[d]) oraz przez zmienne R [i], ..., R [d], gdzie R [{] zawiera informacje, ile
razy skladnik S [i]wystepuje w podziale (R [i] > 0). Pozwala to na znalezienie
kfii’deso nastgpnego podziatu w liczbie krokéw ograniczonej przez pewna stala
niezaleng od ».

AIﬁORYm 1.22 (Znajdowanie wszystkich podziatéw liczby)
Dane;, . 5

Wyniki: Ciag podzialéw liczby n w porzadku odwrotnym do leksykograficznego

S[1]:=n; R[1]:=1; d:= 1; (* pierwszy podziat *)
. Wypisz podzial;
while S[1] > 1 do (* znajdZ nastepny podzial )
begin sum := 0; (% sum = suma usunigtych sktadnikow %)
if S[d] =1 then (* usun skladniki réwne jedno$ci *)
begin sum := sum+R[d]; d:=d—1
end;

00 ~ N L1 A W N
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9 sum := sum+S [d]; R[d) = R[d]—1;1:= S[d]—1;
10 if R[d] > 0 then d:= d+1;

11 S[d]}:=1; R[d] = sumdiv;

12 = Sum modl;

13 if /# 0 then (* dodaj ostatni skladnik réwny [/ %)
14 begin d:=d+1;S[d]:= l;R[d]::l

15 end;

16 wypisz podzial

17 end

18 end

Funkcje tworzace

W zagadnieniach kombinatorycznych polegajacych na policzeniu liczby obiektow
spelniajgcych pewne ograniczenia szukanym rozwiazaniem jest czesto ciag do,
ay, a,, ..., gdzie a; jest liczbg poszukiwanych obiektéw ,,wymiaru” k. Dla przy-
ktadu, jesli poszukujemy liczby podziatéw liczby, to mozemy przyjaé a, = P (k),
jesli poszukujemy liczby podzbioréw pewnego ustalonego zbioru n-elementowego,

to a, = (:) itd. W takim przypadku wygodnie jest przyporzadkowaé ciago-

Wi daq; a4, a,, ... szereg formalny

A =D ax* (1.55)
k=0

zwany funkcjq tworzqcq dla tego ciagu. Nazwa ,szereg formalny” oznacza, Ze
(1.55) traktujemy jedynie jako wygodny zapis naszego ciagu — nie jest tu istotne dia
jakich rzeczywistych (lub zespolonych) wartosci zmiennej x jest on zbiezny. Nie
bedziemy bowiem nigdy oblicza¢ wartosci takiego szeregu dla konkretnej war-
tosci zmiennej x, bedziemy jedynie dokonywaé na takich szeregach pewnych
operacji, a nastgpnie wyznacza¢ wspblczynniki przy poszczegdlnych potegach

zmiennej x. Dla dowolnych szeregéw A (x) = i‘ a. x*, B(x) = i’ b, x*
definiujemy operacje dodawania: e e
AX)+B((x) = j (ai+ by) x* (1.56)
k=0
operacje mnozenia przez liczbe (rzeczywista lub zespolona):
pA(x) = 2‘”: pa; x* (1.57)
oraz iloczynu kC'zt;;chy’ego (krétko: iloczynu):

AG)BE) = D ¢ x* (1.58)
k=0

/¢
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gdgio

¢ = 4o bk+a1 bk—-1+ ves +akb0 = 2(11 bk—i (1.59)

. i=0
Jedli & = 0 dla k > n, to szereg (1.55) utozsamiaé¢ bedziemy z wielomianem
a,.X'+ ... +ag.

Z analizy matematycznej wiadomo (por. np. [41]), ze jedli szereg (1.55)
jest zbiezny w pewnym otoczeniu zera, to jego suma A4 (x) jest funkcja analitycz-
ng w. tym otoczeniu oraz

gy = APO)K!,  k=0,1,2, ... (1.60)

(At')(ﬂ) oznacza warto$¢ k-tej pochodnej funkcji 4 (x) dla x = 0; szereg (1.55)
to nic innego jak szereg Maclaurina funkcji 4 (x)). Co wigcej, jesli 4 (x), B (x)
sa funkcjami analitycznymi w otoczeniu zera, to wzory (1.56)+(1.59) pozostaja
w mocy, jesli 4 (x) i B (x) traktowac jako wartosci funkcji 4 i B w punkcie x,
a sgeregi rozumie¢ w zwyklym sensie, tzn. tak jak w analizie matematycznej.
Ta zachowujaca dzialania, wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy sze-
regami zbieZnymi w otoczeniu zera i funkcjami analitycznymi w otoczeniu zera
pozwala na utozsamienie szeregu formalnego (1.55) z definiowana przez niego
funkeja analityczng, w przypadku szeregdw zbieznych w otoczeniu zera (mimo
Ze szeregi traktowaé bedziemy zawsze jako szeregi formalne, tzn. jako jedynie
formalny zapis ich wspdlczynnikow). Tak wige pisaé bedziemy na przyklad

jx" =(1—x)"!

k=0

itd.
Znajdziemy teraz funkcje tworzace dla kilku prostych ciagéw. Zgodnie z (1.13)

3 = /n
"é‘;(k>x =’;<k>x =(1+x) (1.61)

a wi@ ustalonego n funkcja tworzaca ciggu (g) R (;) " (:) , .. jest (L4x)"
MMy -

22"x“ 2(2x)'~—(1 2x)!

k=0
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a wigc funkcja tworzaca ciagu 1,2, 4,8, ...,2% ... jest (1—2x)~!. Korzystajac
z faktu, Zze funkcje analityczng mozna rézniczkowaé wyraz za wyrazem mozemy
napisac
o« K =<3
Z kx* = x 2 kxk—t = x—d—Z xk = xi(l—x)‘1 =x(1—-x)"2
dx dx

k=0 k=0 k=0
a wigc funkcja tworzaca dla ciggu 0, 1,2, 3, ... jest x (1 —x)"2,

Przyjrzyjmy si¢ blizej wzorowi (1.61). Kazdy z czynnikéw (1 +x) mozemy
traktowaé jako odpowiadajacy pewnemu elementowi a; zbioru X = {a,, ..., a,}
i reprezentujacy dwie mozliwe liczby wystapiefi tego elementu w podzbiorze:
zero razy (sktadnik x° = 1) oraz jeden raz (skladnik x' = x). Oczywiscie kazdy
podzbidér zbioru X okreslony jest jednoznacznie przez podanie liczby wystapien
w nim kazdego z elementéw, tzn. wybranie jednego ze skladnikéw z kazdego
czynnika iloczynu (1+x) ... (1+x). Tak wyznaczony skladnik rozwinigcia tego
iloczynu ma swéj udziat rowny jednosci we wspolczynniku przy x*, gdzie k jest
licznoscia naszego podzbioru. Rozumowanie to przenosi si¢ w naturalny sposob
na sytuacjg, w ktorej liczba wystapieri elementu moze by¢ wigksza od jednosci,
tzn. na zbiory z powtérzeniami. Zatdézmy na przyklad, ze X = (2%a,, 3%a,,
l%a,, 4%a,) i oznaczmy przez c, liczbe podzbioréw k-elementowych tego zbioru
z powtorzeniami. Na mocy analogicznego rozumowania jak poprzednio, funkcja
- tworzaca dla ciagu ¢, ¢y, €3, ... jest réwna

[+
Z X = Q+x+x) QT +x+x2+x3) (L+x) (L+x+x2+x3+x%) =
k=0

= 1+4x+9%2+15x3+20x* +22x5 4+ 20x6 + 15x7 +9x% +4x° + x1°
Na liczbg wystapient elementu @; mozna nakladaé dowolne ograniczenia przez
odpowiedni dobdr i-tego czynnika. Na przyklad czynnik ten ma postaé 1 + x> +x7,
jeshi i-ty element moze wystgpowac 0, 3 lub 7 razy, 1 +x2+x*+ ... = (1-x?)"1,
jesli element ten mozZe wystgpowaé dowolng parzysta liczbe razy itd, W szcze-
gblnosci jedli nie nakladamy Zadnych ograniczers na liczbe wystapien elemen-
tu a;, 1 <i<n, to funkcja tworzaca ma postac
A+x+x%+ o) A+x+x2+ . )=0—-x)" .. (1—-x)"t=(1-x)""

Jedli zauwazymy, 7e k-ta pochodna funkcji (1—x)~" jest rowna

7‘%—(1—:0*" =(-n)(—n-D..(—n=k+D){L-x)"""¥—1) =
= [l —x)~"*

i rozwiniemy (1 —x)™" w szereg Maclaurina, to otrzymamy
o NF L, N k1),
(-n7r= Y = (M)
k=0 k=0
co stanowi jeszcze jeden niezalezny dowdd twierdzenia 1.15.
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e Funkcje tworzacé sa réwniez wygodnym narzgdziem dla dowodu tozsamosci
zwiﬂzanychrze wspolczynnikami dwumiennymi. Na przyktad (1.18) otrzymujemy
preez poréwnanie wspdlczynnikéw po obu stronach réwnoscei

Z (m+n) = (1+x)"t = (14+x)"L+x)" =

k
k=0
m n m+n k
m n m n
=2<'>x1'2<'>x1=2 < )( >Xk
i J s J\k—s
i=0 J=0 k=0 s=0

(skgrzystalis'my tu ze wzoru na wspélczynniki iloczynu Cauchy’ego dwoch szere-
géw, a wlasciwie w tym przypadku wielomianow).

Pokazemy teraz jak funkcje tworzace mozna zastosowaé w pewnych za-
gadnieniach zwigzanych z podzialami liczby. Zauwazmy najpierw, ze kazdy
podzialn = a;+ ... +c, mozna reprezentowaé jednoznacznie przez ciag {1, ...
s M), gdzie 4, oznacza liczbe skladnikéw réwnych i, tzn. 4, = |{j:q; =
=i Al <j<k}|. Mamy oczywiscie

» Zl’ili=n

oraz kazdy ciag {4y, ..., 4,» (A1, ..., 4s > 0) spelniajgcy ten warunek okresla
jednoznacznie podziat liczby n zawierajacy A, skladnikéw réwnych i, 1 < i <{n.
Oznaczmy przez P,(n) liczbe podziatéw liczby » na skladniki nie przekra-
czajgee h.
TWIERDZENIE 1.23
Funkcja tworzaca dla ciagu Py(0), Py(1), Pi(2), ... jest réwna
A+x+x24+x3+ ) A+x2+x4+x5+ L) o (L+x+xP4x3 4 ) =
=(1—-x)"1(1—=x)" ... (1-xH~1
Dowébp
Zgodnie z definicja iloczyn h szeregéw po prawej stronie jest suma sktadnikéw
postaci x*: x2% , , x**» (], jest numerem wyrazu wybranego z i-tego szeregu).
Wspélczynnik przy x" jest wigc rowny liczbie ciagdw {4, ..., A,y takich, ze
[

2 iA; = n, a wigc, zgodnie z naszymi poprzednimi uwagami, jest on réw-
=g

ny P, n(’l). -
W analogiczny sposob dowodzimy nastgpujacego twierdzenia:

Twierpzenie 1.24
Funkcja tworzaca dla ciagu P (0), P (1), P (2), ... jest réwna
Atx+x24+x3+ L) A+x2 x4 4+x54+ ) o (L4X"Fx2 g X3 ) L =

= ” (1—xr~-1 (1.62)
h=1

112/39
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Uwaga: W tym miejscu nalezaloby $cisle zdefiniowaé szereg okre$lony przez
nieskoriczony iloczyn szeregéw F,(x)-F,(x)- ... . Oznaczmy przez I(x) ,.iloczyn
czesciowy” Fi(x) Fy(x)- ...-F,(x), oraz przez p, najmniejsza niezerowa potege
o niezerowym wspéiczynniku w F,(x) (dla iloczynu (1.62) mamy p, = n). Zalézmy,
ze wspdlczynnik przy zerowej potedze w kazdym z szeregdw F,(x) jest réwny
jednosci, oraz ze lim p, = oo (oba te zaloZenia s spelnione dla iloczynu (1.62)).
n-—+ o0

Wspdtczynnik przy x" w I,(x) jest wtedy taki sam dla wszystkich m wigkszych
od pewnej liczby m, (takiej, ze p,, > n dla m > m,). Ten wlasnie wspélczynnik
przyjmujemy jako wspoltczynnik przy x” w szeregu okreslonym przez iloczyn nie-
skoniczony F(x)- F,(x)- ....

Technika funkcji tworzacych pozwala na prosty dowdd niektérych whasnosci
podziatéw liczby. Podamy dla przykladu inny dowod twierdzenia 1.21. Zauwaz-
my w tym celu, Ze funkcja tworzaca dla podzialdéw na parami rézne skladniki
(tzn. dla ciagu ry, r5, ..., gdzie r, jest liczba podzialéw liczby » na parami rézne

sktadniki) jest réwna
R =(0+x)A+x)(1+x3) ... (1+x* ...

natomiast funkcja tworzaca dla podzialéw na nieparzyste skladniki jest réwna
N =0—-x)"(t—x3"1 .. (1-x2"1~t

Korzystajac z zaleznosci 1+x* = (1 —x?¥)/(1 —x*) mamy

1-x? 1-x* 1-x° 1 1 1

—x 1—-x2 1-x% 7 1=x 1-x3 1—-x°

R(x) = o= N(X)

Podamy jeszcze dwa przyklady zastosowania funkcji tworzacych. Pierwszy z nich
dotyczy tzw. liczb Fibonacciego F,. Liczby te sg rozwiazaniem réwnania reku-
rencyjnego

Fopy=F,+F,_;, n>=1 (1.63)
z warunkami poczatkowymi
Fo=F, =1 (1.64)

Funkcja tworzaca F(x) dla ciagu F,, F,, F,, ... spelnia rownanie

F(x)= D Fext=14x+ D (Fo,+F ) 5 =
k=0 k=2

o0 o)
= 1+x+x22Fk_2 xk‘2+x2 Fio x* 1 =

k=2 k=2
=1+x+x*F (x)+x (F(x)—1) = 1+(x+x2) F (x)
Stad otrzymujemy funkcj¢ tworzaca dla liczb Fibonacciego
F(x) =(1-x—x2)"1
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ijdujqc pierwiastki réwnania 1 —x—x? = 0 otrzymujemy rozktad 1 —x—x? =
= {1—ax) (1—bx) gdzie
Ca=(01+5)2, = (1-+/5)2
Zastosujemy teraz metode wspolczynnikéw nieoznaczonych, aby znalezé przed-
stawienie :
) 1 A B  A+B—(Ab+Ba)x

{=ax) (i=bx) ~ T—ax & 1=bx = (I—ax)(1—bx)

Poréwnujqc wspdlczynniki w liczniku otrzymujemy A+ B = 1, tzn. B = 1—A4,
a mem Ab+(1—A4) a =0, co daje A = af/(a—b), B = —b[(a—b). Tak wigc

F() = A(l—ax)" +B(1—bx)"!

bk+1
—AZa"x"—{-BZb"x" Z Ty x*

i ostatecznie

e el (055 =

Metoda ta przenosi si¢ na dowolne liniowe réwnania rekurencyjne o statych
wspélczynnikach (por. zad. 1.46).

Jako ostatni przyktad zastosowania funkcji tworzacych wyznaczamy liczbe
drzew binarnych o n wierzchotkach. Przez drzewo binarne o n wierzchotkach
rozumiemy drzewo puste T = @, jesli n = 0 lub trojke T = (L, r, P), gdzie r
jest wierzcholkiem zwanym korzeniem drzewa, L (lewe poddrzewo) jest drzewem
binagnym o / wierzchotkach, P (prawe poddrzewo) jest drzewem binarnym o p
Wi?fzcholkach il+p+1 = n. Méwimy, Ze drzewa binarne T, i T, sa izomorficzne,
€0 oznaczamy T, ~ T, je§li T, =T, =@, lub T, = (L, 7, Py, T, =
=(Ly,r,y, P,> gdzie L, ~ L, i P, ~ P,. Oznaczmy przez ¢, liczb¢ nieizomor-
ficznych drzew binarnych o k wierzchotkach (por. rys. 1.16). Z podanych defi-

Cn=1

0

c,= ¢

1

SN

CONAN AL

3=35
R .
V' .16 Drzewa binarne o k wierzchotkach, k = 1,2, 3

1.12/61
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nicji rekurencyjnych wynika, Zze ¢, = 1 oraz jesli 0 << s <k, to istnicje doklad-
nie ¢, ¢;_4., nieizormoficznych drzew binarnych postaci (L, r, P>, gdzie L jest
drzewem binarnym o s wierzcholkach. Liczba s moze przybieraé kazda z wartosci
migdzy 0 a k—1, a wiec

Ck=C0ck_1+Cl Ck—2+ voa +Ck_1 Co, k>0 @ (1.66)

Nieizomorficzne drzewa binarne dla k = 0, 1, 2, 3 przedstawiono na rys. 1.16.

® &
Rozwazmy funkcje tworzaca C (x) = 3 ¢, x*. R6wnosé (1.66) przypomina
k=0
bardzo wzdr na wspolezynniki iloczynu Cauchy’ego C (x) € (x) = C*(x), do-
kladniej mowiac spelnione jest réwnanie ‘

C(x) = xC*(x)+1

&

czyli

xC¥(x)—C(x)+1 =0 (1.67)
Pokazemy teraz, Ze istnieje funkcja C (x) analityczna w otoczeniu zera spelnia-
jaca to réwnanie. Na mocy wspomnianej juz zachowujacej dzialania wzajemnie
jednoznacznej odpowiedniosci miedzy szeregami a funkcjami analitycznymi
wspolczynniki tego rozwigzania okrefla szereg formalny spelniajacy réwna-
nie“(1.67). Traktujac (1.67) jako réwnanie kwadratowe o niewiadomej C (x)
(wartosci poszukiwanej funkcji analitycznej w punkcie x) otrzymujemy, dla x # 0,

Cx) = 1EVIz4x (1.68)

Rozwinmy V1—4x = (1-4x)? w szereg Maclaurina. Dla k > 0 mamy

© 2 U (1 1 1 \ 1k
2 it 2 3o)(32)o (et o

2(—1)-1-3-5 ... +(2k—3) (1—4x)? "

-
@

a wigc
_ Y 2€01-3:5- . +(2k—3
\/1—4x=1—2 i ( )x"=
k=1
N 252k-)! 22 (Qk=2)! , _
< K2E kD) Tik=1)T
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w“" aé stad, ze aby otrzymadé rozwiazanie o dodatnich wspélczynnikach nalezy
abra¢ znak minus w (1.68). Mamy wiec

e e} o

1= /1-4x _21 2k—2 H'Z 1 (2K,
CH=——% = I(k—1 U= L kT k)
: k=1 k=0

Wujemy stad ostatecznie

G 1 2k 1.69
7.0 = k+1 \ k -

Liggby ¢, zwane sa liczbami Catalana i wystepuja w kontekscie szeregu innych
hleméw kombinatorycznych (por. zad. 1.47, 1.48).

ada wlaczania-wylaczania
P&gwowe twierdzenie, ktére udowodnimy w tym paragrafie jest uogélnieniem
ocﬁiwistego wzoru
#]4 U B = 4] +|B|—|4 ~ B]
ktéfy zachodzi dla dowolnych zbioréw A, B (rys. 1.17),

o

'AUB'='A|+]B| ~ [ans]

[AvBUC|=]A] + [Bl+[c] - [AnB] ~ |Bnc| - ]Ar\Cl+[Aanc[

“::Zalézmy, ze dane sg podzbiory A, ..., A, (nickoniecznie rozlaczne) pewnego
zbioru skoriczonego X, i poszukujemy licznoéei ich sumy A4, U ... U 4,. Jako
Dierwsze | przyblizenie” tej licznoéci mozemy przyjaé

Ay .. A (1.70)

jednakze liczba ta jest na ogél za duza, gdyz jesli 4, n 4; # O, to elementy
Przecigcia A4, U A4, liczone sa podwdjnie. Sprobujmy sytuacje poprawié odej-
hwjac od (1.70) sumg

D 144 w71

JASU<j<n

1.12/63 ‘
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Wtedy jednak otrzymamy liczbg na ogdt za mala, gdyz jesli 4, 0 4; N A, # O,
to elementy przecigcia 4; N A; N Ay liczone sg w (1.71) trzykrotnie. Kolejnym
krokiem moze byé dodanie sumy > [4; " A; N Ay, lecz dla przyczyn po-

1i<j<k<sn
dobnych jak poprzednio otrzymana liczba bedzie na ogél za duza. Okazuje sig

jednak, Zze po n krokach otrzymamy zawsze poprawny wynik. Zachodzi miano-
wicie nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 1.25 (Zasada wiqczania-wylgczania)

n—1
1Gal=3 14— X lanai+ Y lAindndd— ..+
i=t i=1

1<ci<j=<tn 1<5i << j<k=n
+{(=1)" A oA
Dowdp

Zastosujemy indukcje wzglgdem n. Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiscie praw-
dziwe, Zatézmy, Ze dla dowolnych podzbiordéw A, ..., 4,

n—-13 n1
U4 = DAl D A+ o (DA A A A
i= i=1 1<i<j<n-1

Stosujac ten wzor do sumy

n—1
(Al V...V An—l) m An = U (Ai (\A,,)
i=1

otrzymujemy
ne1 n—1
[Udind) =Y 4ndi— D l4ndnAl+ ..+
i=1 i=1 1<i<j<n—1
+(=1y"2 A, o A
a stad

n n—1 n-~1 n—1
U Al =1(U A)v Al =1U Ail+IAn|—|U1AinAn| =
i=1 i=1 i=

S N S SV AP H AN G ) oty VNSO I |
i=1

1<i<j<n
Pokazemy teraz par¢ zastosowan zasady wlaczania-wylaczania.
TwIERDZENIE 1.26

Jesli [ X| = n, | Y| = m, to liczba wszystkich funkcji z X na Y (tzn. funkcji f: X —
— Y takich, ze f(X) = Y) jest réwna

m—1
Sa,m = 2 (—‘ l)l (";> ('n'—i)” (1.72)



RSADA WLACZANIA - WYLACZANIA

6D
h Y = {1, ..., Vm}. Oznaczmy przez 4, zbiér tych funkgji f: X — Y, dla
ch ¥, ¢ f(X). Wtedy oczywiscie

f(X);éY@feiL_"JlA,

ay, ze wszystkich funkcji f: X — Y jest m" (twierdzenie 1.1), wystarczy wigc
aczy¢ liczno$¢ sumy 4, U ... U 4,. Zauwazmy najpierw, Zze dla dowolnego
<py < ... < p; < mprzecigeie 4, N ... n 4, jest zbiorem wszystkich
f: X = Y takich, ze Voo oo Vp & (X), a wigc licznod¢ tego przecigcia
(m—p)", tyle ile jest funkcji f: X — Y\{ym, e+ ¥ p,}- Zbidr i-elemento-

s ym} < Y mozemy wybraé na ('ln) sposobdéw, a wigc zgodnie z zasada

nia-wylaczania

m"—J':Q: 4l =m— Y (~1y-t (:’) (m—iy =
m-—1 m
- (—1)’(,.)(m—i>" "

zauwazy¢, ze na mocy wzoru (1.41) twierdzenie to dostarcza prostego
na liczby Stirlinga drugiego rodzaju:

- k-1 k
S, k) = _I:Ts,,,k - %Z (—1)*( i )(k—i)" (1.73)

Ingym zastosowaniem zasady wlaczania-wylaczania jest wyznaczenie liczby pod-

6w k-elementowych zbioru z powtdérzeniami X = (k *ay, ... , k,*a,) (na ra-
iemy tylko, ze podzbioréw tych jest (Z) gdy ky=..=k, =1, oraz

1
) edy ki, ..., k, }k). Zauwazmy, Ze problem ten jest réwnowaziny
Zﬂjﬂheﬁiu liczby rozwigzati catkowitych uktadu

0 <xi < ki dla i = 1, R (]

Me%d@ rozwigzania tego problemu zilustrujemy na przykladzie. Niech X =
= {@%q,, 3%a,, Txa;), k = 11. Utworzmy zbiory
A = 7biér wszystkich podzbioréw k-elementowych zbioru z powtodrze-
niami (k*a;, k*a,, k*as),

. Ay = 7biér tych Y € A, ktore zawieraja wiecej niz 4 wystagpienia elementu a;,
. A, = zbior tych Y € 4, ktére zawieraja wigcej niz 3 wystapienia elementu a,,
A; = 7zbidr tych Y € A, ktdére zawieraja wigcej niz 7 wystapief elementu a;.

binatoryka
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+k—1 3+11-1 13 . .
Mamy |4} = (n % ) = ( +11 ) = (11) =78, oraz jest oczywiste, Ze

|4;] wynosi tyle, ile jest 6-clementowych (k—5 = 6) podzbioréw zbioru z pow-
térzeniami  (11%a,, 1l#%a,, 1l%a;), tzn, (3+6—1) = (8) = 28, podobnie

6 6
4] = (3+;~1) = (3) = 36, 1A3| = (3+3 l) = (j) = 10, Latwo rdéwniez
zauwazyl, ze |4, N A, = ( ) ( ) =6, tyle ile 2-elementowych

(k—5—4 = 2) podzbioréw zbloru z powtlrzeniami (11%xay, ll*a,, 1l*a,),
oraz Ay N Ay = A, n A; = @,

Podzbioér Y € A jest podzbiorem zbioru z powtorzemamx X wtedy 1 tylko
wtedy, gdy nie nalezy do 4, 4, ani 43, a zatem, zgodnie z zasada wlaczania-wy-

aczania, szukana liczba podzbioréw k-elementowych zbioru z powtérzeniami X -

jest rowna
[A| = [Ay| =42 =45 +14; 0 Ay +]A4; 0 A5 +]4; 0 As] 4 0 A, 0 4] =
=78—28-36—-10+6+0+0-0 = 10
Ostatnim zastosowaniem zasady wlaczania-wylaczania, ktore pokaZemy, jest
wyznaczenie liczby nieporzadkéw na zbiorze n-elementowym. Przez nieporzqdek
na zbiorze {1, ..., n} rozumiemy dowolna permutacje f tego zbioru taka, ze f (i) # i
dla 1 <i<n. Oznaczmy przez D, zbiér wszystkich nieporzadkéw na zbiorze
{1, ...,n} oraz

A ={fesS,: f@) =i}, i=1,..,n
(przypomnijmy, Ze S, oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru {I, ..., n}).
Permutacja f jest nieporzadkiem wtedy i tylko wtedy, gdy nie nalezy do Zadnego
ze zbioréw 4,, a zatem, w mysl zasady wlaczania-wylaczania

D = 18— D1+ D i Aj— o (=1 A A0 A
i=1

II<j<n
Lecz dla dowolnego ciggu 1 < p, < ... < p; <X n przecigcie 4 o e D A, jest
zbiorem tych permutacji f; dla ktérych f(p;) = p,dla1 <j <i,awigc |4, N ...
N Ayl = (n—i)l. Zwazywszy, ze ciag 1 <p, < ... < p; < n mozemy wybraé

n . .
na (l) sposobow, otrzymujemy ostatecznie

1D =2(—1)f(';)<n—i)!= PXCHE T

1 1 1 !
=n!<1——1—!~+—2—!h—§!—+... +(—1) '-’;T)
Warto zauwazyé, ze suma w nawiasie rowna jest poczatkowym skladnikom
szeregu e~! = 2(-—1)‘:—'. Oznacza to, Ze nieporzadki stanowig asympto-

i=0
tycznie e~ = 0.36788 ... wszystkich permutacji.

3/



W zawodach bierze udzial 8 zawodnikéw. Na ile sposobdw moga zostaé
rozdzielone medale (zloty, srebrny i brazowy)?

Udowodnij, Ze liczba sposobéw w jaki mozna rozsadzié n sposréd m oséb
przy okraglym stole jest réwna [m],/n. (Rozsadzenia roznigce sig jedynie
cyklicznym przesunigciem 0s6b wokot stolu uwazamy za réwne).

Tle sposrod liczb-pomigdzy 1000 i 10000 sklada si¢ z nieparzystych cyfr,
ile z réznych cyfr? '

Tle jest mozliwych rezultatow, ktorymi moga si¢ zakonczy¢ zawody, w kto6-
rych startuje 10 oséb w trzech konkurencjach, jesli kazda osoba startuje
ja jednej, dowolnie przez siebie wybranej konkurencji? (Przez rezultat za-
wodow rozumiemy zestawienie kolejnosci wszystkich zawodnikéw startu-
jacych w kazdej z konkurencji).

1le palindroméw dlugoéci » mozna utworzyé uzywajac 26 liter alfabetu?
{Palindromem nazywamy dowolny wyraz, ktéry brzmi tak samo czytany
w przéd jak i wspak, np. anna).

dowodnij, Ze rzad (tzn. liczno$¢) dowolnej grupy G < S, jest dzielnikiem
edu S,. (Wskazéwka: Pokazaé, Ze zbiory postaci fG = {fg: g€ G, f€S,},

anowia podzial grupy S, na rozlgczne bloki |G|-elementowe).

Udowodnij, Ze liczba permutacji fe S, typu 1%2% ... n* réwna jest

?!/(1/% RN B ) %

Xdowodnij, ze permutacje f, g € S, sa tego samego typu wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje permutacja 4 € S, taka, ze g = hfh~!.

Permutacje fe S, nazywamy inwolucjq, jesli ff = e. Udowodnij, ze fe S,
jest inwolucja wtedy i tylko wtedy gdy jest typu 1%:2%: (1, +24, = n) oraz
e dowolna permutacja jest zloZeniem dwéch inwolucji.

Dla permutacji <ay, ..., a,> definiujemy wektor inwersyjny jako {d,, ..., d,>,
gdzie d;, = |{j < i: a; > a;}|. Udowodnij, ze wektor inwersyjny wyznacza
permutacje jednoznacznie.

; Udowodnij, ze zbiér wszystkich permutacji parzystych tworzy grupe.
+ Udowodnij, ze algorytm 1.10 generuje wszystkie permutacje (w nieco innej
kolejnosci), jesli usunaé instrukcje P [i]:=: P[m] w wierszu 15. Niech
J1, 12 ..., fuy bedzie ciagiem permutacji generowanym przez tak zmodyfi-
- kowany algorytm. Udowodnij, ze ciag n! elementéw f;'(i),f; (@), ...
eees S oy 1(0) jest dla kazdego i (1 <C 7 < n) taki sam z doktadnoscia do cyklicz-
- mego przesunigcia (por. [45]).

Ly Udowodnij, ze asymptotyczna warto$é (dla n — o) sSredniej liczby trans-
- pozycji przypadajacych na kazda permutacje wygenerowana przez algo-
" rytm 1.10 jest réwna cosh 1 = 1.543 ... (cosh x = > x**/(2k)!), w przypadku

k=0

114/67 ‘
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algorytmu zmodyfikowanego tak jak w poprzednim zadaniu wartosé¢ ta
wynosi natomiast sinh 1 = 1.175 ... (sinhx = D> x**1/Q2k+1)!).
k=0

1.14 Udowodnij, ze kazdg z liczb O, ..., n!—1 mozna jednoznacznie przedstawié
n-1

w postaci j = Z di k!, gdzie 0 < d, < i, przy czym ciagi di_y, ..., d; od-
k=1

powiadajace kolejnym liczbom pojawiaja si¢ w porzadku leksykografi-

cznym. Podaj algorytm konstruowania ciagu {d;_,, ..., d,> odpowiadaja-

cego liczbie j.

1.15 Wyeliminuj rekursje z algorytmu 1.11. Opisz taka realizacjg, w ktorej liczba
krokéw potrzebnych do skonstruowania kazdej nastgpnej permutacji (nie
tylko srednia warto$é liczby krokow!) jest ograniczona przez stalg niezale-
zng od n. (Wskazowka: Rozwazmy uporzadkowang leksykograficznie listg L,
wszystkich ciagoéw {c,, ..., ¢,), gdzie 1 < ¢; < i. Udowodnij, ze j-ta trans-
pozycia dokonana przez algorytm 1.11 ma postaé P [B[p, c,]] =:P[p],
gdzie p = min {i: ¢, < i}, a {¢, ..., c;) jest j-tym ciagiem na liscie L,.
Kolejne ciagi na liscie L, mozna generowaé efektywnie reprezentujac
ciag {Cp, .vvs €2) Przez ciag {Cp .., €2, gdzie ¢; = 1, jeSli¢, =i a ¢; = ¢;
w przeciwnym przypadku, oraz uzywajac stosu, ktérego aktualng zawarto-
$cig jest zawsze ciag a,, b, a;, b, ..., a,, b, taki, ze

s -
U {ita, <i<b} = {ire; < i}
g=1

Szczytowy element stosu okresla wspomniany poprzednio wskaznik p.

1.16 Napisz program realizujacy ,,zwyczajna” wersj¢ nierekurencyjng algoryt-
mu 1.11 oraz wersje sugerowana w poprzednim zadaniu. Sprawdz empirycz-
nie przez wykonanie programu, czy ta ostatnia jest szybsza, jesli idzie o $red-
ni czas potrzebny do skonstruowania kazdej nastepnej permutacji.

1.17 Zatézmy, ze dla kazdego nieparzystego m mamy B[m,1] = .. =
= B[m,m—1] = b, oraz ze dla dowolnego parzystego m >4 ciag
B[m,1], ..., B[m, m—1] spelnia jeden z nastgpujacych dwoch warunkow:
(i) Kazdy sposréd elementdw 1, ..., m—1 wystepuje w nim dokladnie raz,
przy czym odleglo$¢ miedzy pozycjami zawierajgcymi m—1 1 b™~1 jest
parzysta (odleglto$¢ miedzy pozycjami 7, j rozumiemy jako [i—J[).

(i)) Kazdy sposrdd elementdw zbioru {1, ..., m—1}\ {m—1, b~} wyste-
puje w nim doktadnie raz oraz element m—1 lub p™~1 wystepuje dwu-
krotnie, przy czym odleglo$é miedzy tymi wystapieniami jest nieparzysta.

Udowodnij, ze procedura PERM (n) generuje wtedy wszystkie permu-
tacje elementéw P[1], ..., P[n], przy czym g, (p. dowéd poprawnosci al-
gorytmu 1.11) jest transpozycja dla kazdego nieparzystego n = 3 i cyklem
dtugosci n dla kazdego parzystego n (por. poz. [44]).

1/¢€
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1.18 Korzystajac z 'pOprzedniego zadania udowodnij, ze nastgpujace wersje
procedury B (m, i) w algorytmie 1.11 prowadza do poprawnego algorytmu
generowania wszystkich permutacji:

(1) if (m mod 2 = 0) and (m > 2) then
if i > 1 then B:= m—i
else B :=m—2
else B:=m—1
(2) if m mod 2 = O then
ifi=1)or (i=m—1) thenm B:=m—i
else B:= i
else B:=1
(3 if m mod 2 = 0) and (i > 2) then B:= m—i
else B:=m—1 (xWells [71]%)
4 if m mod 2 =0 then B:= i
else B:=1 (*Heap [32]%)
(5) if m mod 2 =0 then B:= |
else B:= m—2

Jaka postaé¢ ma permutacja ¢, w kazdym z tych przypadkéw? Podaj inne
mozliwe wersje tej procedury.

1.19 Udowodnij, Ze $rednia liczba krokéw potrzebna do wygenerowania kazdej
nastgpnej permutacji w algorytmie 1.12 jest ograniczona przez stala nie-
zalezng od n. Podaj wersj¢ algorytmu, w ktorej jest to prawdg réwniez dla
liczby krokéw dla kazdej konkretnej wygenerowanej permutacji (por.
zad. 1.15).

1.20 Algorytmy 1.11 i 1.12 generuja ciggi zawierajace na przemian permutacje
parzyste i nieparzyste (dlaczego?). Czy jest to prawda dla algorytmu 1.10?

1.21 Udowodnij, ze $rednia liczba krokéw potrzebna do wygenerowania kazde-
go nastepnego podzbioru przez algorytm 1.13 jest ograniczona przez stala
niezalezna od n. Podaj wersje algorytmu, w ktdrej jest to prawda réwniez
dla kazdego konkretnego podzbioru (por. zad. 1.15).

1.22 Podaj nierekurencyjng wersj¢ algorytmu generujacego wszystkie podzbiory
Zbioru z powtérzeniami.

1-23'Zastosuj algorytm 1.13 do rozwiazania nastgpujgcego problemu: Majac
danych n+ 1 wektoréw d-wymiarowych ay, ..., a,, s 0 wspétrzednych catko-
witych sprawdzi¢ czy istnieje podzbiér J < {1, ...,n} taki, ze D a;=s.

JjeJ

124 Udowodnij tozsamosci

()= G+ () + (2
()= ()« ()= () -+ (3)

k\

SR
SN——
+
+
I
o |
=
——
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dwoma sposobami: przez wielekrotne stosowanie wzoru (1.17), oraz przez
nadanie prawej stronie, pewnej interpretacji kombinatorycznej (np. dla

pierwszej toZzsamosci (Z:;) jest liczba podzbioréw k-elementowych
A< {0, ..., n} takich, ze min {i:i¢ A} = j).

1.25 Udowodnij tozsamosé

n—1 § n
k-1~ "\k
przez zliczenie na dwa sposoby par <{a, K), gdzie ae K i K jest k-elemento-

wym podzbiorem ustalonego zbioru n-elementowego X. Uzyj tej tozsamosci

do wyprowadzenia wzoru (1.21).
1.26 Udowodnij, Ze iloczyn dowolnych kolejnych k liczb naturalnych dzieli sie

przez k! (Wskazéwka: Rozwazy¢ wspolczynnik dwumienny (”:k))
1.27 Udowodnij, ze dla dowolnych liczb naturalnych p, ¢, n

[p+dl.= Z (Z)[p]k[q]n-k

k=0
n

n
(p+al'= Z (k) (pY gl
k=0
(Wskazdéwka: W przypadku piefwszej tozsamosci policz na dwa sposcby
liczbe wszystkich funkcji réznowartosciowych f: X' —» P u Q, gdzie | X[ = n,
Pl =p, 10l =¢, PnQ =6. Dla drugiej tozsamos$ci znajdZz podobna
interpretacje w terminach rozmieszczett uporzadkowanych w p+g¢ pu-
detkach).
1.28 Udowodnij, ze

Bl n
(X4 o +X) = E ( )x'il___x:p
ngn,... np

nyteatnp=n

gdzie (n n n) = n!f(ny! ny! ... n,Y). Poda¢ interpretacje kombinatorycz-
112 . Ny

ng wspolczynnikéw. Czemu jest rowne ( kn"_ k) ?

1.29 Podaj nierckurencyjna wersj¢ generowania podzbioréw k-elementowych
opartg na wzorze (1.25). Pokaz, Ze zalezno$¢ rekurencyjna
G(n, k) =G(n—1,k),G(n-2,k-2)u{n—1,n},G*(n~2,k-1) u {n}
okresla réwnicz pewng listg podzbioréw k-elementowych, w ktérej sg-
siednie podzbiory malo sig od siebie réznig. Podaj algorytm nierekurencyjny
oparty na tej zaleznosci.

1.30 Pokaz, ze krata podzialéw nie jest rozdzielna, tzn. ze na ogétn A (o v p) #
# (m A 6) v (mAp). Wskaz odpowiednie podzialy =, o, p.
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ﬁBl Udowodnu, ze liczba ciggéw dlugosci n o elementach ze zbioru k-elemen-
" towego, zawierajacych kazdy element tego zbioru co najmniej raz jest
réwna k! S (n, k).

$.32 Podziat n zbioru n-clementowego X jest typu 1412% . n*~ (gdzie A, 424, + .

L. 4nk, = n), jesli zawiera on A; blokow zelementowych dlai=1,..,n
Udowodnij, Ze liczba podzialéw typu 1%42% ... n*» jest réwna n!/(ll.
e AN L ()P,

3 Oznaczmy dla kazdego k >0

dk
g(k) = —d—;k_g (X),

y=g(x)

Udowodnij, Ze

(gD ... (g™)en
re) —2 2 IOER e

i=0  kyFkytetkn=j
k,+zk,+ . +nkn=n
by Kareerskn 20

Pokaz, ¢ suma wspolczynnikéw przy wszystkich skladnikach postaci
S fO>gW)a L (™) jest réwna liczbie Bella B,. ‘
1.34 Udowodnij, ze dla kazdego m > 0 macierz liczb Stirlinga pierwszego ro-

. dzaju [s (1, K)Jo<n,k<m jest odwrotnoscia macierzy liczb Stirlinga drugiego
© rodzaju [S(®, &)]o<n xm
Udowodnij, ze

D" = D) Is(n, Bl x*

1.36 Udowodnij, ze |s (n, k)| jest liczba tych permutacji zbioru n-elementowego,
~ ktére maja w rozkladzie na cykle dokladnie k cykli.
137 Rozwazmy nastepujacy program:

min = 00 ;
for i :== 1 tondo
if P[i]< min then min:= P[i];

- Udowodnij, ze prawdopodobienstwo, iz dla losowo wybranej permu-
tacji P[1], ..., P[n] instrukcja min := P [i] bedzie wykonywana doktad-
nie k razy wynosi |s (n, k)|/n! (Wskazowka: Skorzystaj z poprzedniego za-
dania oraz znajdZz wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é migdzy permu-
tacjami majacymi k£ cykli w rozkladzie kanonicznym a permutacjami, dla
ktorych instrukcja ta jest wykonywana k razy). Udowodnij, Ze $rednia
liczba wykonan powyZej instrukcji dla losowo wybranej permutacii

jest O(log n), dokladnie wynosi 3 %(Wskazéwka: Policz liczbe cykli we
k=1

wszystkich n! permutacjach).
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1.38 Udowodnij, Ze $rednia liczba krokéw potrzebna do skonstruowania kazdego
nastgpnego podzialu przez algorytm 1.19 jest ograniczona przez stals nie-
zalezna od n. Podaj modyfikacje algorytmu gwarantujaca, by liczba ta byla
ograniczona przez stala dla kazdego wygenerowanego podziatu (por.
zad. 1.15).

1.39 Udowodnij, Ze liczba podzialow liczby n, w ktérych zaden ze skladnikéw
nie przekracza k, jest réwna liczbie podziatéw liczby n+k na dokladnie k
sktadnikéw, tzn. P (n+k, k).

1.40 Udowodnij, ze liczba podziatdéw samosprzezonych liczby n (tzn. réwnych
podzialowi sprzgzonemu) réwna jest liczbie podzialéw liczby » na parami
rézne skladniki nieparzyste.

1.41 Oznaczamy przez E(n) i O (n) odpowiednio liczb¢ podziatéw liczby n na
parami rozne skiadniki parzyste oraz na parami rézne skladniki nieparzyste.
Udowodnij, ze

—1)* jeSli n jest postaci (3k>2k)/2
E(n)—O(n)==f) Yo Jest p (Bk*Lk)/

w przeciwnym przypadku

1.42 Podaj algorytm generowania wszystkich P (n, k) podzialow liczby » na k
sktadnikéw w porzadku odwrotnym do leksykograficznego, taki, ze liczba
krokow potrzebna do skonstruowania kazdego nastepnego podziatu jest
ograniczona przez stala niezaleZna od n.

1.43 Szereg
k=0
nazywamy eksponencjalng funkcjq tworzqeq dla ciagu ¢, ¢4, ... . Niech ¢
bedzie liczba rdéznych ciagéw dilugosci k& o elementach ze zbioru Y =
= {y1, ---» Yn}» W ktorych liczba wystapienn elementu y, nalezy do zbio-
ru {m;y, M, ...} (my; < my; < ...). Udowodnij, Ze eksponencjalna funkcja
tworzagca dla ciagu ¢, ¢, €5, ... jest réwna

x™m XMz
C(x) = (Tn:' + -+ ) x

my,!

xMat xM22 XMny XMz
e T I -
gy ! msy,! My ! m,,!

1.44 Udowodnij, ze

" e k1 Len+1)/2] kD
= S () - 2 (1)
k=0 k=0
1.45 Udowodnij, ze liczba ciggéw binarnych diugosci » nie zawierajacych wy-
stapiel jedynki na Zzadnych dwéch sasiednich pozycjach jest réwna liczbie
Fibonacciego F,, ;.




1.46 Opisz metode roz'wiqzywania rownan rekurencyjnych postaci
Codnt Ciapy+...+Cua,_, =0

-(z warunkami poczatkowymi okreslajacymi wartosci ao, ay, ..., @,—1) za
~pomoca funkeji tworzacych, analogiczng do metody uzytej do znalezienia
. wzoru (1.65) okreslajacego liczby Fibonacciego.

147 Niech p, bedzie liczba mozliwych rozmieszczenn nawiaséw w iloczynie
Xg .- Xp (0D, p, = 2, gdyz mamy nastepujace 2 sposoby rozmieszczenia
pawiasow: ((xp x1)x5), (xo(x; x,))). Udowodnij, ze p, réwna si¢ liczbie

~ Catalana c,. \

148 Udowodnij, Ze liczba sposobéw, w jaki (n+2)-kat wypukly na plaszczyznie
¢ mozna podzieli¢ na rozlagczne trojkaty za pomoca n—1 przekatnych nie-
* przecinajacych si¢ wewnatrz tego (n+2)-kata jest réwna liczbie Catalana c,.

149 Oznaczmy przez = (x) ilosé liczb pierwszych nie przekraczajacych x. Udo-

. wodnij, ze
n(m)—n(/n)=n—1— 2 [J’_J 4
- ] bi
- Bl el
b pJ P1P2-... P
1=<si< i<k

gdzie k = = ({/n).
1.50- Oznaczmy przez ¢ (n) ilo$¢ liczb naturalnych nie przekraczajacych n 1 wzgled-
¢ nie pierwszych z n (tzn. nie majacych wspdlnego dzielnika wigkszego od
- jednosci). Udowodnij, ze

e = <‘“ Dot 2 T ““)'"qlqzl.:q.,,):

1<issm 1<i<j<m

1] (-2)

gdzie g, ..., g, sa wszystkimi réznymi dzielnikami pierwszymi liczby ».
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Algorytmy grafowe

Reprezentacja maszynowa grafu

Oczywiscie sposob reprezentacji grafu najbardziej przejrzysty i uzyteczny dla
czlowicka — tzn. przez rysunek punktéw i laczacych je linii na plaszczyinie —
jest calkowicie bezuzyteczny, jesli chcemy problemy zwiazane z grafami rozwig-
zywaé za pomoca komputera. Wybor odpowiedniej struktury danych do repre-
zentacji grafu ma zasadniczy wplyw na efektywnos$¢ algorytmoéw, i dlatego zaj-
miemy si¢ teraz tym zagadnieniem nieco blizej. Pokazemy kilka réznych sposobdw
reprezentacji i oméwimy pokrétce ich podstawowe wady i zalety.

Bedziemy rozwaza¢ zaréwno grafy zorientowane, jak i niezorientowane.
Graf oznacza¢ bedziemy zawsze przez G = (V, E), gdzie V jest zbiorem wierz-
chotkéw, a E zbiorem krawedzi, przy czym E < V' x ¥ dla grafu zorientowane-
goi E < {{x,y}:x,ye V A x # y} dla grafu niezorientowanego. Bedziemy row-
niez konsekwentnie uzywaé oznaczed |V| =n i |E| = m.

W teorii graféw klasycznym sposobem reprezentacji grafu jest macierz
incydencji. Jest to macierz A o n wierszach odpowiadajacych wierzchotkom
i m kolumnach odpowiadajacych krawegdziom. Dla grafu zorientowanego kolum-
na odpowiadajaca krawedzi <{x, y> € E zawiera — 1 w wierszu odpowiadajagcym
wierzchotkowi x, 1 w wierszu odpowiadajacym wierzchotkowi y i zera we wszy-
stkich pozostalych wierszach (petle, tzn. krawedzie postaci {x, x> wygodnie jest
reprezentowac€ przez inng wartos$é, np. 2, w wierszu x). W przypadku grafu nie-
zorientowanego kolumna odpowiadajaca krawedzi {x, y} zawiera 1 w wierszach
odpowiadajacych x i y oraz zera w pozostalych wierszach. Zilustrowano to na
rys. 2.1. Z algorytmicznego punktu widzenia macierz incydencji jest bardzo nie-
oszczednym sposobem reprezentacji grafu. Po pierwsze wymaga aZz nm miejsc
pamigci, przy czym olbrzymia wiekszo$¢ tych miejsc jest na ogdt wypetniona ze-
rami. Réwniez dostgp do informacji jest bardzo niewygodny. OdpowiedZ na ele-
mentarne pytania typu ,,czy istnieje krawedz (x, y> 77, ,,do jakich wierzchotkow
prowadza krawedzie z x?” wymaga w najgorszym przypadku przeszukiwania
wszystkich kolumn macierzy, a wiec m krokow.

Bardziej efektywnym sposobem reprezentacii grafu jest macierz sqsiedztwa
wierzchotkdw, okreslona jako macierz B = [b,,] wymiaru nxn gdzie by =1,
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RY1
; (b) Graf niezorientowany i jego macierz incydencji

fistnieje krawedZ prowadzaca od i-tego do j-tego wierzcholka, oraz b;; = 0
#zeciwnym przypadku. Rozumiemy tu, ze krawedz {x, y} grafu niezorientowa-
neﬁ rowadzi zaréwno od x do y,jak i od ydox, tak Ze macierz sasiedztwa
widlichotk6w takiego grafu jest zawsze symetryczna (b, = by). Zilustrowano
to @ rys. 2.2.

a)f"fi b)

23 4 5 6 12 3 4 5 6
118 1100 0l 1o 1101 0
20 0 0 0 0 O 217 0 10 10
310010 10 0 3/1 10100
410 0 0 0 0 O 410 0 1.0 1 1
51000 1 0 1 sl1 1901 01
60 0 0 0 1 of 60 00 1 1 0

Rys, 25 Macierze sasiedztwa wierzchotkéw dla graféw z rys. 2.1

Gléwna zaleta macierzy sasiedztwa wierzchotkow jest fakt, iz mozemy

¥ jednym kroku otrzyma¢ odpowiedZ na pytanie ,,czy istnieje krawedZz od x

doyo, Wada jest jednak fakt, ze niezaleznie od liczby krawedzi, zajeto$¢ pamigci

! in?, W praktyce efekt tej niedogodnosci mozna czasami zmniejszy¢ przez

P@}iqtanie calego wiersza (kolumny) macierzy w jednym stowie maszynowym —
1% to mozliwe dla malych n.
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Jako argument przeciwko korzystaniu z macierzy sasiedztwa wierzcholkow
przytoczymy jeszcze pewne twierdzenie dotyczace liczby krokdéw, jaka musi
wykona¢ algorytm testujacy pewna wlasno$¢ grafu na podstawie macierzy sa-
siedztwa wierzcholkow.

Niech P oznacza pewnag wlasnos¢ graféw (P(G) = 0 lub P(G) = | w za-
leznosci od tego czy G ma, czy tez nie ma naszej wlasnoéci). Zatozmy, ze cecha P
spelnia nastgpujace trzy warunki:

(@) P(G) = P(G'), jesdli grafy G, G’ sa izomorficzne;

(b) P(G) = 0 dla dowolnego grafu pustego {V, &) oraz P(G) = 1 dla do-
wolnego grafu pelnego <V, P, (V)> o dostatecznie duzej liczbie wierzchotkow;

(¢) dodawanie krawedzi nie narusza wlasnoéci P, tzn. P(G) < P(G') dla
dowolnych graféw G = (V, E>, G' = (V, E') takich, ze E < E'.

Przykladem takiej wlasnosci P jest istnienie cyklu (w grafie o co najmniej
trzech wierzcholkach).

TWIERDZENIE 2.1
Jesli P jest wlasnoscia grafu spelniajaca warunki (a), (b), (c), to kazdy algorytm
testujacy wlasno$é P (tzn. obliczajacy warto$¢ P (G) dla danego grafu G) na
podstawie macierzy sasiedztwa wierzchotkéw wykonuje, w mnajgorszym przy-
padku, Q (n?) krokéw, gdzie n jest liczba wierzchotkéw grafu. |
Twierdzenie to pozostaje prawdziwe rowniez dla graféw zorientowanych
i wlasnosci niezaleznych od petli grafu, tzn. spetniajacych dodatkowo warunek
(d) P(G) = P(G") dla dowolnych graféw zorientowanych G = (V, E>,
G =(V,Eu<v,v)d>,veV.
Dowdd twierdzenia Czytelnik moze znalezé w pracach [5] i [59].
Oszczedniejsza jesli idzie o zajeto$¢ pamigci — szczegdlnie w przypadku
graféw ,,rzadkich”, gdy m jest duzo mniejsze od n? — jest metoda reprezentacji
grafu przez listg par odpowiadajacych jego krawedziom. Para {x, y) odpowiada
krawedzi {x, y>, jesli graf jest zorientowany i krawedzi {x, y} w przypadku grafu
niezorientowanego (rys. 2.3). Zajeto$é pamigci wynosi w tym przypadku oczy-
wiscie 2m. Niedogodnoscig jest duza liczba krokéw — rzedu m w najgorszym przy-

al) b)

1 2 1 2
1 2 1 3
3 2 1 S
3 4 P4 >
514 215
6 304
——t—
6 5 L 5
P
5 . . . .
¢ Rys. 2.3 Listy krawedzi odpowiadajace grafom z rys 2.1
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u — potrzebna do uzyskania zbioru wierzchotkéw, do ktérego prowadza
ﬁawgdzie z danego wierzcholka.

Sytuacj¢ mozna znacznie poprawi¢ przez uporzadkowanie zbioru par le-
mkograﬁcznle i stosowanie przeszukiwania binarnego, lecz najlepszym rozwia-

zamem w wielu przypadkach okazuje si¢ struktura danych, ktéra nazywacé be-

‘ wlny listami incydencji. Zawiera ona dla kazdego wierzcholka ve V liste

v‘,%zcholkow u takich, ze v - u (lub v—u w przypadku grafu niezorientowa-
"‘) Dokladniej, kazdy element takiej listy jest rekordem r zawierajacym
cholek r. wierzch i wskaznik r. nast do nastepnego rekordu na liscie (r. nast =
dla ostatniego rekordu listy). Poczatek kazdej z list pamigtany jest w ta-
POCZ; dokladniej, POCZ [v] jest wskaznikiem do poczatku listy zawie-
ej wierzchotki ze zbioru {u: v — u} ({u: v—u} dla grafu niezorientowanego).
takg liste bedziemy zwykle nieformalnie oznaczaé przez ZA [v], a petle
sonujaca pewna akcje dla kazdego elementu u tej listy — w dowolnej, ale
rmistycznic ustalonej kolejnosci, odpowiadajacej kolejnosci elementéw na
— bedziemy zapisywa¢ jako ,,for u e ZA [v] do ...”.

1 Zauwazmy, ze w przypadku niezorientowanym kazida krawedz {u, v} jest
ezentowana dwukrotnie: przez wierzcholek v na liscie Z4 [u] i przez wierz-
sdek u na liscie ZA [v]. W wielu algorytmach struktura grafu jest dynamicznie
’  fikowana przez dodawanie i usuwanie krawedzi. W takich przypadkach za-
amy, 7e w naszych listach 1ncydencp element listy ZA [«] zaw1erajqcy w1erz-

stgpnego, lecz réwniez do poprzedniego elementu listy. Wtedy usuwajac pewien
clement z listy mozemy latwo — w liczbie krokoéw ograniczoriej przez stala —
using¢ drugi element reprezentujacy t¢ sama krawedz, bez koniecznosci przeszu-
kiyania listy zawierajacej ten element (por. zad. 2.3).
- W analogiczny sposdb okreslamy, dla kazdego wierzchotka v grafu nie-
Zonentowanego list¢ PRZED [v] zawierajaca wierzcholki ze zbioru {u:u — v}.
- Liczba miejsc pamigci potrzebna do reprezentacji grafu przez listy incy-
denql jest oczywiscie rzedu m+n. Listy incydencji odpowiadajace grafom z rys.
21 przedstawiono na rys. 2.4.

a) b)

Focz POCZ

1E»—>{2] =3[ nit] 1] o—+—>T2] e }=53 5 [nit

2l 2| et—={1] oJ—=3 5[ nit

i B =N i I R e = R = S n e

o] =N OO nen
:—LL-S»LLJ s| o1 o3+{2] : 6Tt
L 6| of—={4] oJ={5]nit]

R“ 24 Listy incydencji ZA [v], v € V odpowiadajace grafom z rys. 2.1
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Przeszukiwanie grafu w glab

Istnicje wiele algorytméw grafowych, ktorych ogolny szkielet polega na syste-
matycznym przeszukiwaniu wierzchotkdw grafu tak, by kazdy wierzcholek byt
odwiedzony dokladnie raz. Dlatego tez waznym problemem jest znalezienie
dobrych metod przeszukiwania grafu. Mowiac najogolniej, metoda przeszuki-
wania jest ,,dobra” jesli

(a) pozwala na latwe ,,zanurzenie” w niej algorytmu rozwigzywania intere-
sujacego nas problemu oraz

(b) kazda krawedz grafu analizowana jest co najwyzej raz (lub, co nie
zmienia istotnie sytuacji, liczbg razy ograniczona przez stala).

Opiszemy teraz tego typu metod¢ przeszukiwania grafu niezorientowane-
go, bedacy jedna z fundamentalnych technik projektowania algorytmow grafo-
wych. Metodg t¢ nazywamy przeszukiwaniem w glgb (ang. depth first search [66])
dla przyczyn, ktére — mamy nadzieje — wkrotce stana si¢ jasne.

Ogodlna idea tej metody jest nastgpujaca. Przeszukiwanie zaczynamy od
pewnego ustalonego wierzcholtka v,. Nastgpnie wybieramy dowolny wierzcho-
ek u sasiadujacy z vo i rozpoczynamy nasz proces od u. Ogdlnie, przypusémy,
ze znajdujemy si¢ przy wierzchotku v. Jesli istnieje nowy (jeszcze nie odwiedzony)
wierzcholek u, v—u, to odwiedzamy ten wierzcholek (przestaje on byé nowy),
i zaczynajac od niego kontynuujemy przeszukiwanie. Jesli natomiast nie istnieje
zaden nowy wierzcholek sasiadujacy z v, to méwimy, ze wierzcholek v zostat
wykorzystany, cofamy si¢ do wierzchotka, z ktérego doszlismy do v, i proces
kontynuujemy (jesli v = vy, to przeszukiwanie jest zakonczone). Innymi stowy,
przeszukiwanie w glab z wierzchotka v polega na przeszukiwaniu w glab ze wszy-
stkich nowych wierzcholkow sasiadujacych z v.

Mozna to latwo zapisa¢ za pomoca nastepujacej procedury rekurencyjnej:

1 procedure WG (v);
(% przeszukiwanie w glab z wierzcholka v;
zmienne NOWY, ZA sa globalne *)
begin odwiedz v; NOWY[v] = false;
for uec ZA[v] do
if NOWY[u] then WG (u)
end (% wierzcholek v zostal wykorzystany =)

[V SN VOR )

Przeszukiwaniec w glab dowolnego, niekoniecznie spdjnego grafu odbywa
si¢ zgodnie z nastepujacym algorytmem:

1  begin

2 for ve V do NOWY][v] = true; (* inicjalizacja *)
3 for ve V do

4 if NOWY[v] then WG (»)

5 end
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skazemy teraz, ze algorytm ten odwiedza l'(azdy wierzcholek dokladnie raz,
e jego zloZonos¢ jest O (n+m). Zauwazmy najpierw, ze wywolanie W& (v)
awoduje odwiedzenie wszystkich wierzcholkéw skladowej spojnej grafu za-
frajacej v (jesli NOWY [u] = true dla kazdego wierzcholka u tej sktadowej).
fanika to bezpodrednio ze struktury procedury WG : po odwiedzeniu wierzchot-
';f’(wiersz 2) nastgpuje wywolanie procedury WG dla wszystkich jego nowych
gedow (wiersz 3), a tym samym odwiedzenie wszystkich poprzednio nieodwie-
nych sasiadéw. Zauwazmy jeszcze, ze kazdy wierzcholek jest odwiedzany co
7ej raz, gdyz odwiedzony moze byé jedynie wierzcholek v, dla ktérego
Y[v] = true, natomiast natychmiast po odwiedzeniu tego wierzcholka
nywana jest instrukcja NOWY [v] := false (wiersz 2).

Nasz algorytm rozpoczyna przeszukiwanie kolejno od kazdego jeszcze nie-
edzonego wierzcholka, a zatem odwiedzane sa wszystkie wierzchotki grafu
oniecznie spdjnego).

Aby oszacowaé zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu zauwazmy najpierw, Ze
krokéw w obu petlach (wiersze 2 i 3) jest rzedu n, nie liczac krokéw wy-
anych przez wywolania procedury WG. Procedura ta wywolywana jest co
ej n razy w drugiej petli, oraz po odwiedzeniu kazdego z wierzcholkéw,
g kazdego z jego nowych sasiadéw, w sumie O (n+m) razy. Calkowita liczba
kr*éw wykonywanych przez petle w wierszu 3 procedury WG (nie liczac krokow
ionywanych przez WG (u)), dla wszystkich wywolai tej procedury, jest rze-
, liczby krawedzi. Daje to catkowita ztozonos$¢ algorytmu O (n+m).

i_Zauwaimy, 7e algorytm przeszukiwania w glab dowolnego grafu mozna tatwo

Zmﬁdyﬁkowaé tak, by wyznaczal on skladowe spdjne tego grafu. Odnotujmy ten
fa&

Wmosm( 22
Sk@dowe spojne dowolnego grafu reprezentowanego przez listy incydencji-mozna
Wﬁnaczyc w czasie O (n+m). [

: 'Ze wzgledu na duza role przeszukiwania w glab w projektowaniu algorytmow
fowych podamy jeszcze nierekurencyjng wersj¢ procedury WG. Rekursje
°h§imUJemy w standardowy sposéb, przez uzycie stosu (por. np. [1]). Kazdy od-
wlﬁtfzany wierzchotek jest ktadziony na stos oraz zdejmowany ze stosu, gdy zo-
St‘ie wykorzystany.

1‘, Procedure WG 1(v);
(% przeszukiwanie grafu w glab z wierzchotka v — wersja nierekurencyjna
procedury WG ; zakladamy, ze na poczatku procesu przeszukiwania
P [u] = wskaznik do pierwszego rekordu listy Z4[u] dla kazdego wierz-
chotka u; tablice P, NOWY sa globalne x*)
2 begin STOS := O; STOS <= v; odwiedz v; NOWY[v] := false;
3 while STOS # & do
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4 begin z := top(STOS); (* t = szczytowy element stosu *)
(* znajdZ pierwszy nowy wierzcholek na liscie ZA[t] *)

5 if P[] = nil then b := false

6 else b := not NOWY[P [t]t.wierzch];

7 while b do

8 begin P[¢] := P[¢] 1.nast;

9 if P[t] = nil then b = false

10 else b := not NOWY[P[t] 1. wierzch]

11 end;

i2 if P[1] # nil then (% nowy wierzcholek znaleziony %)
13 begin 7 := P[t] 1.wierzch; STOS <= t;

14 odwiedz t; NOWY][t] := false

15 end

16 else (* wierzcholek ¢ zostal wykorzystany )

17 t <= STOS (* zdejmij szczytowy element stosu )
18 end

Poprawno$é tej procedury mozna pokazaé¢ przez latwa modyfikacje analizy pro-
cedury WG — pozostawiamy to Czytelnikowi. Na rysunku 2.5 pokazano graf,
ktérego wierzchotki ponumerowano zgodnie z kolejnoscia, w jakiej sa one od-
wiedzane w procesie przeszukiwania w glab (utozsamiamy tu wierzcholki z licz-
bami 1, ..., 10 i przyjmujemy, ze na liscie Z4 [v] wierzcholki uszeregowane sa
rosnaco).

Rys. 2.5 Numeracja wierzchotkoéw gra-

13¢10) fu z rys. 2.5 (w nawiasach) odpowia-

11¢13) dajaca kolejnosci, w jakiej sa one od-
wiedzane w procesie przeszukiwania
10012 w glab

Technika przeszukiwania w glab przenosi si¢ w oczywisty sposdb na grafy
zorientowane. Nietrudno sprawdzié, ze efektem wywolania procedury WG (v)
jak réwniez WG1 (), jest w przypadku zorientowanym odwiedzenie w O (n+m)
krokach wszystkich wierzchotkéw u takich, ze istnieje droga z v do u (por.
zad. 2.11).
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Przeszukiwanie grafu wszerz 2.3

wlamy teraz nieco inng metode przeszukiwania grafu, zwang przeszukiwaniem
W’Z (ang. breadth first search). Zanim ja opiszemy zauwazmy, ze przy prze-
Sﬁkiwaniu w glab, im wierzcholek zostaje poézniej odwiedzony, tym zostaje
w%eéniej wykorzystany — $cislej, jest tak przy zalozeniu, Ze ten drugi wierzchotek
4 odwiedzony przed wykorzystaniem pierwszego. Jest to natychmiastowy

sek z faktu, iz wierzchotki odwiedzone, lecz jeszcze nie wykorzystane, sg
ﬁinadzone na stosie. Przeszukiwanie wszerz polega, z grubsza mdwigc, na za-

pieniu stosu przez kolejke. Po takiej modyfikacji, im wczeéniej wierzcholek
14 odwiedzony (umieszczony w kolejce), tym wczesniej jest wykorzystany

ginicty z kolejki). Wykorzystanie wierzchotka odbywa sie przez odwiedzenie
gazu wszystkich jeszcze nieodwiedzonych sasiadow tego wierzchotka. Calg
p durg przedstawiono ponizej.

1%‘&procedure WS(v);
% przeszukiwanie grafu wszerz z wierzchotka v;
zmienne NOWY, ZA4 sg globalne *)

KOLEJKA := &; KOLEJKA < v; NOWY[v] = false;
while KOLEJKA # & do
begin p <= KOLEJKA; odwiedz p;
for ue VA[p] do
if NOWY[u] then
begin KOLEJKA <= u; NOWY[u] := false
end

¢ W analogiczny spos6db jak dla przeszukiwania w glab mozna latwo poka-
2, ze wywotanie WS (v) powoduje odwiedzenie wszystkich wierzchotkéw skta-
dowej spéjnej grafu zawierajacej wierzcholek v, przy czym kazdy wierzcholek
J:eSt odwiedzany dokladnie raz. Zlozono$¢ obliczeniowa przeszukiwania wszerz
Jst réwniez rzedu m+-n, gdyz kazdy wierzcholek jest umieszczany w kolejce
luuwany z kolejki doktadnie raz, a liczba wszystkich iteracji petli 6 jest oczy-
Wicie rzedu liczby krawedzi grafu.
Oba typy przeszukiwania grafu — w glab i wszerz — moga byc uzyte do
Majdowania drogi miedzy ustalonymi wierzchotkami v i u. Wystarczy przeszu-
graf z wierzchotka v az do momentu odwiedzenia wierzchotka u. Zaleta
Ptzeszukiwania w glab jest fakt, ze w momencie odwiedzania wierzcholka u
_stm Zawiera cigg wierzchotkéw okredlajacy droge z v do u. Staje si¢ to oczywiste
Jodli Zauwazyé, ze kazdy wicrzcholek kiadziony na stosie jest sasiadem szczyto-
w°_!0 elementu stosu. Wada przeszukiwania w glab jest jednak to, ze otrzymana
T9Ba nie jest na ogdl najkrétsza droga z v do w.

binatoryka
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Wady tej nie ma metoda znajdowania drogi oparta na przeszukiwaniu
wszerz. Zmodyfikujmy procedurg WS przez zmiang wierszy 7 + 9

if NOWY[u] then
begin KOLEJKA < u; NOWY[u] := false; POPRZ[u] = p

end

Po zakoriczeniu dzialania tak zmodyfikowanej procedury tablica POPRZ za-
wiera, dla kazdego odwiedzonego wierzcholka u, wierzcholek POPRZ [u], z kto-
rego doszlismy do u. Zauwazmy, Ze najkrdtsza droga z u do v jest wyznaczana
przez ciag wierzcholk6w u = uy, tty, ..., 1 = v, gdzie u;,, = POPRZ [u;]
dla 1 <{i < k, oraz k jest pierwszym wskazmklem i, dla ktérego u, = v. Istotnie,
w kolejce umieszczane sg najpierw wierzchotki znajdujace si¢ w odleglosci 0
od v (tzn. sam wierzcholek ), nastgpnie kolejno wszystkie nowe wierzchotki
osiagalne z v, tzn. wierzcholki znajdujgce si¢ w odlegtosci 1 od v itd. Przez odle-
glosé rozumiemy tu oczywiscie dtugo$é najkrétszej drogi. Ogdlnie, przyjmijmy za-
lozenie indukcyjne, ze odwiedziliSmy juz wszystkie wierzcholki znajdujgce sie¢ w
odleglosci od v nie przekraczajacej r, Ze kolejka zawiera wszystkie wierzcholki
znajdujgce sig w odleglosci r od v, i tylko te wierzcholki, oraz ze tablica POPRZ
okre§la poprawnie najkrotsza droge z kazdego juz odwiedzonego wierzcholka do
v, w sposob opisany poprzednio. Wykorzystujac kazdy wierzcholek p znajdujacy
sie w kolejce, nasza procedura odwiedza pewne nowe wierzcholki, i kazdy taki no-
wy wierzcholek u znajduje si¢ oczywiscie w odlegtosci r+1 od v, przy czym okre-
Slajac POPRZ [u] = p przedtuzamy najkrétsza drogg z p do v do najkrétszej drogi
z u do v. Po wykorzystaniu wszystkich wierzchotkéw z kolejki, znajdujacych sig w
odlegloéci r od v, zawiera ona oczywiscie zbiér wierzchotkdw znajdujacych si¢ w
odlegtosci r+1 od v, i latwo zauwazy¢, Zze spelniony jest warunek indukcyjny
dla odlegltosci r+1.

Na rysunku 2.6 przedstawiono graf, ktérego wierzchotki ponumerowano zgo-
dnie z kolejnoscig, w jakiej sa one odwiedzane w procesie przeszukiwania wszerz.

Podobnie jak w przypadku przeszukiwania w glab, procedura WS moze
byé uzyta bez zadnych modyfikacji, gdy listy incydencji ZA [v], v € V reprezen-
tuja pewien graf zorientowany. Oczywiscie odwiedzone zostaja jedynie te wierz-
chotki, do ktérych istnieje droga z wierzcholka, z ktérego rozpoczynamy prze-

szukiwanie (por. zad. 2.12).

3012

Rys. 2.6 Numeracja wierzcholkéw
1301 grafu z rys. 2.5 (w nawiasach) odpo-
wiadajgca kolejnosci, w jakiej sa one
odwiedzane w procesie przeszukiwa-
10¢7 nia wszerz
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$Drzewa rozpinajace
# zewemt nazywamy dowolny niezorientowany graf spdéjny bez cykli. Dla do-
Inego spojnego grafu niezorientowanego G = (V, E) kaide drzewo (V, T),
adzie T < E, nazywamy drzewem rozpinajgcym grafu G. Krawedzie takiego drze-
%ea nazywamy galeziami, a wszystkie pozostale krawedzie grafu G nazywamy
ciwami (oczywiscie o galeziach i cigciwach w grafie mozemy méwi¢ tylko
kontekscie ustalonego drzewa rozpinajacego).

Zauwazmy, e kazde drzewo o n wierzcholkach zawiera n—1 krawedzi.
(t ten mozna w prosty sposob udowodni¢ przez indukcje wzglegdem n. Jest on
gywiscie prawdziwy dla n = 1. Jeslin > 1, to zauwazmy najpierw, ze w kazdym
wewie 0 n wierzchotkach istnieje wierzchotek ,,wiszacy”, tzn. wierzcholek
.‘:nia 1. Istotnie, rozwazmy w takim drzewie dowolng droge v, —v,— ... — vy
| maksymalnej dhugosei (v; # v; dla i # j). Wierzcholki vy, v, sa ,,wiszace”,
nie moze od Zadnego z nich prowadzi¢ druga krawedz do zadnego sposrod
chotkow vy, ..., v, (drzewo nie zawiera cykli) ani do zadnego innego wierz-
a (droga jest maksymalna). Usuwajac z naszego drzewa wierzcholek v,
fkrawedz {v;- 4, v} (albo tez wierzchotek v, i krawedZ {v,, v,}) otrzymujemy
iScie drzewo o n—1 wierzcholkach, ktore — na mocy zalozenia indukcyj-
— ma n—2 krawedzie. Zatem nasze pierwotne drzewo miato n—2+1 =
—1 krawedzi.

Procedury przeszukiwania grafu w glab i wszerz moga by¢ w prosty sposéb
Astosowane do znajdowania drzew rozpinajacych. W obu przypadkach osiagnie-
@ nowego wierzcholka u z wierzchotka v powoduje wlaczenie krawedzi {v, u}
b drzewa

$LGORYTM 2.3 (Znajdowanie drzewa rozpinajacego grafu spojnego metoda
%eszukiwania w glab).

%‘ane: Spéiny graf G = (V, E) reprezentowany przez listy incydencji ZA [v],
£

= ve V.

ﬁf‘yniki: Drzewo rozpinajace {V, T, grafu G.

i

!; _procedure WGD(v);

© (% przeszukiwanie w glab polaczone ze znajdowaniem krawedzi drzewa;
zmienne NOWY, ZA, T sa globalne )

begin NOWY[v] = false;
for ue ZA[v] do
if NOWY[u] then (% {v, u} jest nowa galezia *)
begin 7 := T u {v, u}; WGD(u)
end
end; (x WGD %)
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8 begin (* program gléwny =)

9 for ue V do NOWY[u] := true; (* inicjalizacja %)

10 T:=@; (¥ T = zbidr dotychczas znalezionych galezi %)
11 WGD(r) (% r jest dowolnym wierzchotkiem grafu =)

12 end

Aby udowodnié, Ze algorytm 2.3 poprawnie konstruuje drzewo rozpinajace do-
wolnego grafu spdjnego wystarczy zauwazy¢ nastgpujace trzy fakty. Po pierwsze,
w momencie dodawania do zbioru Tnowej galezi {v, u} (wiersz 5) istnieje w {V, T
droga z r do v (fakt ten dowodzimy przez indukcj¢). Tak wigc algorytm konstruu-
je graf spdjny. Po drugie, kazda nowa gataZz {v, u} dodawana do zbioru T laczy
odwiedzony juz wierzchotek v (tzn. NOWY[v] = false) z nowym wierzchol-
kiem u. Wynika stad, Zze skonstruowany graf (¥, T) nie zawiera cykli. Istotnie,
ostatnia krawedZ ,,zamykajaca” cykl musialaby laczy¢ dwa odwiedzone juz wierz-
chotki. Wreszcie po trzecie, z wlasnos$ci przeszukiwania w glab wynika, ze pro-
cedura WGD odwiedza wszystkie wierzchotki grafu spdjnego. Graf (V,T)
skonstruowany przez nasz algorytm jest zatem drzewem rozpinajacym grafu G.
Ziozonos$¢ obliczeniowa algorytmu jest oczywiscie O (n+m), tzn. jest tego sa-
mego rzedu co przeszukiwania w glab. Przyklad drzewa rozpinajacego skonstruo-
wanego przez algorytm 2.3 przedstawiono na rysunku 2.7a. Kazde drzewo roz-
pinajace wyznaczone przez ten algorytm ma pewna ciekawa wlasnod¢, ktérg teraz
opiszemy. Nazwijmy wierzcholek r, od ktérego rozpoczynamy przeszukiwanie
grafu korzeniem drzewa rozpinajacego <V, TD>. Oczywiscie w drzewie <V, T)
istnieje dokladnie jedna droga od dowolnego wierzchotka do korzenia (por.
zad. 10).

a) b)
8 9 8 9
) p
6 6
5 ’ 5 7
2}‘ 4 2 4
3 3
1 1

Rys. 2.7 Drzewo rozpinajace skonstruowane przez
(a) algorytm 2.3 oraz
(b) algorytm 2.5

Dla dwoéch réznych wierzcholkow v, u drzewa (V, T) powiemy, Ze u jest
potomkiem wierzchotka v, jesli v lezy na drodze (w drzewie (¥, T>) z u do ko-
rzenia. Jesli przy tym v—u, to méwimy, Ze u jest synem wierzchotka v, a v jest
ojcem wierzchotka wu.
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[ERDZENIE 2.4

iech {V, T) bedzie drzewem rozpinajacym grafu spojnego G = (V, E} skon-

fgtruowanym przez algorytm 2.3 i niech {u, v} € E. Wtedy albo u jest potomkiem v,

.4glbo v jest potomkiem u.

#powoD

’&a}oimy, bez zmniejszenia ogolnosci, ze wierzcholek v zostaje odwiedzony wcze-

%mej niz u. Rozwazmy proces przeszukiwania w glab z wierzcholka v. Oczywiscie

i %o jego zakoriczeniu musi by¢ NOWY [u] = false, jako Zze v—u. Lecz to oznacza,
3¢ krawedzie dodane do zbioru T w czasie tego procesu zawieraja droge z v

& u, a co za tym idzie v lezy na drodze z u do korzenia. [

‘§ W podobny sposéb mozna skonstruowaé drzewo rozpinajace uzywajac

chniki przeszukiwania wszerz.

t "iLGORYTM 2.5 (Znajdowanie drzewa rozpinajacego grafu spdjnego metoda ‘
‘ szukiwania wszerz). |
Dane: Spéjny graf G = (V, E) reprezentowany przez listy indencji Z4 [v],
‘ ve V.
Wyniki: Drzewo rozpinajace (¥, T> grafu G.
1 begin
2 for ueV do NOWY[u] := true; (* inicjalizacja =)
3 T:=; (% T = zbior dotychczas znalezionych galezi x)
4 KOLEJKA := O; KOLEJKA < r;
3 NOWY/[r] := false; (* r = korzefi drzewa rozpinajacego *)
6 while KOLEJKA # & do
7
8

begin v <= KOLEJKA;
‘ for u e ZA[v] do
9 if NOWY[u] then (* {v,u} jest nowa galezig *)
10 begin KOLEJKA < u; NOWY|[u] := false; T:= T L {v, u}
11 end
12 end

13 end

W podobny sposéb jak w przypadku algorytmu 2.3 dowodzimy, ze powyzszy
algorytm poprawnie konstruuje drzewo rozpinajace dowolnego grafu spéjnego,
W% O (n+m) krokath.
Przykiad drzewa rozpinajacego skonstruowanego przez ten algorytm przed-
Stawiono na rys. 2.7b.
Rozwazania z punktu 2.3 prowadza bezposrednio do nastepujacego twier-
nig :
TWiErDZENIE 2.6
Niech (¥, T bedzie drzewem rozpinajacym grafu spdjnego G = (V, E) skon-
umoWanym przez algorytm 2.5. Wtedy droga w {V, T z dowolnego wierzchol-
v do korzenia r jest najkrétsza droga z v do r w grafie G. m
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Nieco ogodlniejsze zagadnienie znajdowania najkrétszych drég w o grafie.
ktérego krawedziom przypisano ,,dlugosci”, niekoniecznie réwne jednosci, omo-
wiono szczegdlowo w rozdziale 3.

Rozwazania tego punktu przenosza si¢ tatwo na dowolne grafy, niekoniecz-
nie spéjne. Maksymalny podgraf bez cykli dowolnego grafu G nazywamy lasem
rozpinagjqgcym grafu G. Jest oczywiste, Ze las rozpinajacy grafu o k sktadowych
spdjnych jest okreslony przez drzewa rozpinajace tych skladowych, a zatem
zawiera n—k krawedzi.

Znajdowanie fundamentalnego zbioru cykli w grafie

Scisle zwiazane z problemem znajdowania drzewa rozpinajacego jest zagadnienie
konstrukcji fundamentalnego zbioru cykli. Jesli do drzewa rozpinajacego {(V, T
grafu G = (¥, E) dodamy dowolng cieciwe e e E\ 7, to nietrudno zauwazy¢,
ze powstaly podgraf (¥, T U {e}) zawiera dokladnie jeden cykl*, oznaczmy go
przez C,. Oczywiscie C, zawiera krawedz e. Zbior € ={C,: ee E\T} nazywa-
my fundamentalnym zbiorem cykli grafu G (wzglgdem drzewa rozpinajacego
{V, T>). PoniZej udowodnimy, 7¢ kazdy cykl grafu G moZna w pewien naturalny
spos6b otrzymaé z cykli zbioru €.
Oznaczmy, dla dowolnych zbioréw A4, B

A®B = (A U BN (4 N B)

Zbidér A® B nazywamy rdznicq symetryczng zbioréw A, B.

Zauwazmy, ze réZnica symetryczna zbioréw Ay, ..., 4, zawiera — niezalez-
nie od rozmieszczenia nawiasow — dokladnie te elementy, ktore wystepuja
w nieparzystej liczbie zbioréw A;. Istotnie, nietrudno to wykazaé przez indukcjg
wzgledem k. Dla k = 11 k = 2 jest to oczywiscie prawdg. Dla k > 2 nasza r6z-
nica symetryczna ma posta¢ 4 @ B, gdzie A jest réznica symetryczny zbioréw
Ay, ..., Ay, B natomiast jest réinicg symetryczng zbiorow A4,.,, ..., Ay, przy
czym p,g < k i p+q = k. Zbiér A @ B zawiera dokladnie te elementy, ktére
wystepuja tylko w jednym ze zbiorow A4, B. Korzystajac z zalozenia indukcyj-
nego wnioskujemy, Ze 4 @ B jest zbiorem tych elementéw, ktére wystepuja w nie-
parzystej liczbie zbiordéw spos$rdd A,, ..., 4, i parzystej liczbie sposrod A4, 4, ...
ooy Ay gs 1Ub teZ nieparzystej liczbie zbioréw sposrod A, s ..., A4, 1 parzystej
sposréd Ay, ..., A,. Jest to dokladnie zbidr tych elementdw, ktére wystepuja
w nieparzystej liczbie zbioréw sposrod Ay, ..., 4.

Z udowodnionej powyZzej wlasnosdci wynika, Zze mozemy pomijaé nawiasy
w réznicy symetrycznej dowolnej liczby zbiordw 1 pisaé 4, @ 4, @ ... @ 4.

Zbior C krawedzi grafu nazywamy pseudocyklem, jeSti kazdy wierzcholek
grafu <V, C)> ma stopien parzysty. Przykladem pseudocykiu jest zbidr pusty
1 dowolny cykl grafu.

* W punkcie tym przez cykl bedziemy zawsze rozumieé¢ cykl elementarny.
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A 62nica symetryczna dowolnej liczby pseudocykli jest pseudocyklem.

RoWOD

ystarczy oczywidcie rozwazyé przypadek dwoéch pseudocykli, C; i C,. Dla
‘pwolnego wierzchotka v oznaczmy przez Sy (v) i S, (v) zbiér krawedzi odpo-
nio z C; i C, incydentnych z v, Zbiory S; (v) i S, (v) sa parzystej licznosci,
zysta jest wigc réwniez licznos¢ zbioru krawedzi z C; @ C, incydentnych
£'v, jako ze |S; (1) ® S ()] = IS W) +1S2 ()| =218, () 0 S, (v)]. 0
i Mozemy teraz udowodni¢ zapowiedziane juz twierdzenie dotyczace funda-

gentalnego zbioru cykli.

TWIERDZENIE 2.8

mech G = (V, E) bedzie spoéjnym grafem niezorientowanym, a (V,T) jego
prewem rozpinajacym. Dowolny cykl grafu G mozna jednoznacznie przedsta-
ié jako réznicg symetryczng pewnej liczby cykli fundamentalnych. Ogoélniej,

dowolny pseudocykl C grafu G wyraza si¢ jednoznacznie jako

i

C= @ C, @1
; eeC\T
Dowo6D
Rézmca symetryczna @ C,, bedaca pseudocyklem na mocy poprzedniego le-
¢=C\T

matu, sklada si¢ ze zbioru cigciw C\ T i pewnych galezi. Wynika to z faktu, iz

kazda cigciwa e e C\T nalezy do dokladnie jednego cyklu fundamentalnego,

mianowicie do C,. Zbidr

e @ C (2.2)

eeC\T

jist — znéw na mocy poprzedniego lematu — pseudocyklem, przy czym moze

on zawieraé tylko galezie. Zaden niepusty pseudocykl nie moze byé jednak za-

warty w 7, jako Ze kazdy niepusty podgraf bez cykli zawiera wierzchotek stopnia 1

(»wiszacy™). Stad wniosek, ze zbior (2.2) jest pusty, co jest réwnowazne réwno-

$ei (2.1). Jednoznacznoséé przedstawienia (2.1) wynika latwo z faktu, iz cykl C,

Jest jedynym cyklem fundamentalnym zawierajacym cigciwg e (e € ENT). =
Twierdzenie, ktore udowodnilisSmy ma bardzo prosta interpretacic w ter-

minach przestrzeni liniowych. Niech E = {ey, ..., e,} i przyporzadkujmy kaz-

demuy pseudocyklowi C wektor {ay, ..., a,y, gdzie

i1 jesli ;e C

4= 'lO w przeciwnym przypadku

Sumie takich wektoréw, przy zalozeniu, ze wspéirzgdne obliczane sa modulo 2,

f’dpowiada réznica symetryczna odpowiednich pseudocykli. Lemat 2.7 orzeka,

1z wektory cdpowiadajace pseudocyklom tworza podprzestrzen m-wymiarowej

Przestrzeni liniowej nad cialem dwuelementowym (zlozonym z 0,1, z operacja

dodawania modulo 2 i mnoZenia). Zauwazmy, ze¢ dowolna kombinacja liniowa
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w przestrzeni nad cialem dwuelementowym odpowiada réznicy symetrycznej —
jako ze jedynym niezerowym wspolczynnikiem moze by¢ 1. Z kolei twierdze-
nie 2.8 moéwi, Zze cykle fundamentalne okreslaja bazg naszej podprzestrzeni.
Znalezienie fundamentalnego zbioru cykli ma istotne znaczenie przy ana-
lizie obwoddéw elektrycznych. Mdwiac dokladniej, kazdemu cyklowi fundamen-
talnemu w grafie odpowiadajacym danemu ukladowi elektrycznemu mozemy
przyporzadkowaé réwnanie wyraZajagce prawo Kirchhoffa dla napieé (por. np.
poz. [61]): suma spadkéw napig¢ wzdluz cyklu jest réwna zeru. Wtedy zadne
Z tych réwnan nie jest zalezne od pozostalych, natomiast jest od nich zalezne
dowolne réwnanie wyrazajace prawo Kirchhoffa dla dowolnego cyklu grafu.
Opiszmy teraz prosty algorytm znajdowania zbioru cykli fundamentalnych.
Algorytm ten oparty jest na przeszukiwaniu w glab i ma struktur¢ podobna do
rekurencyjnego algorytmu znajdowania drzewa rozpinajacego (algorytm 2.3).
Kazdy nowy wierzcholek napotykany w procesie przeszukiwania umieszczany
jest na stosie — reprezentowanym przez tablicg STOS — i zdejmowany ze stosu
po wykorzystaniu. Oczywiscie stos zawiera zawsze ciag wierzchotkéw z aktualnie
odwiedzanego wierzchotka v do korzenia. Dlatego tez, jesli analizowana przez
nas krawedz {v, u} zamyka cykl (tzn. WGN [v] > WGN [u] > 01 u nie znajduje
sie bezposérednio pod elementem szczytowym stosu), to wierzcholek u — na mocy
twierdzenia 2.4 — znajduje si¢ na stosie i cykl zamkniety przez krawedz {v, u}
reprezentowany jest przez szczytowa parti¢ stosu, az do wierzchotka w.

ALGORYTM 2.9 (Znajdowanie zbioru cykli fundamentalnych grafu)
Dane: Graf G = {V, E) reprezentowany przez listy incydencji ZA4 [v], ve V.
Wyniki: Zbiér cykli fundamentalnych grafu G.

1 procedure CYKLE(v);
(* znajdowanie fundamentalnego zbioru cykli dla skladowej zawierajgcej

wierzcholek v; zmienne d, num, STOS, ZA, WGN sa globalne )
2 begind:= d+1; STOS[d] := v; num := num+1; WGN|[v] = num;
3 for ue ZA[v] do
4 if WGN[u] = 0 then CYKLE(u)
5 else if (u# STOS[d—1]) and (WGN[v] > WGN[u]) then

(% {v,u} zamyka nowy cykl *)

6 wypisz cykl o wierzcholkach
7 STOS[d], STOS[d—1], ..., STOS[c], gdzie STOS[c] = u;
8 d = d—1 (* wykorzystany wierzcholek v jest zdejmowany ze stosu )
9 end; (% CYKLE %)
10 begin (¢ program glowny )
11 for ve ¥V do WGN[v] := 0; num := 0; (* inicjalizacja *)
12 d:=0; STOS[0] := 0; (* d = liczba elementéw na stosie *)
13 for ve V do
14 if WGN[v] =0 then CYKLE(v)
15 end

2/88
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gzacujemy teraz zlozonogé obliczeniowa tego algorytmu. Zauwazmy najpierw,
& catkowita liczba krokéw, nie liczac wypisywania cykli (wiersze 6, 7) jest — tak
& we wszystkich algorytmach opartych na przeszukiwaniu w glab — O (n-+m).
Iﬁ’ tego nalezy doda¢ sumaryczng diugos¢ wszystkich cykli. Diugosé ta nie
srekracza (m—n+1) n, co daje calkowita ztozono$é algorytmu O (nm+n) (lub
d?(nm), jesli odrzucimy zdegenerowany przypadek m = 0).

a

inajdowanie sktadowych dwuspdjnych

“%erzcholek a grafu niezorientowanego G = (V, E) nazywamy punktem ar-
dulacji, jesli usuniecie tego wierzchotka i wszystkich incydentnych z nim kra-
%zx powoduje zwigkszenie liczby skladowych spojnych grafu. Réwnowaznie
szemy powiedzieé, Ze a jest punktem artykulacji, jesli istnieja wierzchotki u, v
}E% od a takie, Zze kazda droga z u do v — a zakladamy, Ze istnieje co najmniej
] a taka droga — przechodzi przez wierzcholek a. Graf niezorientowany na-
rywamy dwuspdjnym, jesli jest on spojny i nie zawiera punktéw artykulacji.
Dowolny maksymalny podgraf dwuspdjny grafu G nazywamy skladowg dwu-
spdjng, albo blokiem tego grafu.

W niektérych zastosowaniach dwuspodjnosé grafu jest cechg bardzo poza-
dang. Wyobrazmy sobie na przyklad, ze wierzcholki grafu reprezentuja wezly
pewnej sieci informacyjnej, a krawedzie odpowiadaja liniom przesylowym. Jesli
nasz graf jest dwuspdjny, to awaria pojedynczego wezla w nie powoduje nigdy
utraty polaczenia migdzy zadnymi dwoma wezlami réznymi od w. Znajomosé
blokéw grafu jest tez wazna ze wzgledu na fakt, ze wiele zagadnien grafowych —
- takich jak znalezienie wszystkich cykli elementarnych lub tez stwierdzenie czy
graf jest plaski (tzn. daje sig narysowaé na plaszczyznie tak, by zadne dwie kra-
wedzie si¢ nie przecinaly) — sprowadza si¢ w naturalny sposéb do analogicz-
nych probleméw dla blokéw danego grafu.

Zauwazmy, ze jesli <Vy, B>, {V,, B, sa dwoma réznymi blokami grafu G,
oVinV,=@albo ¥V, n V, = {a}, gdzie a jest punktem artykulacji grafu G.
Itotnie, rozwazmy podgraf <V, U V,, B, U B,>. Gdyby |V n V,| = 2, to pod-
. &aften bylby dwuspojny, wbrew zatozeniu o maksymalnosci {V,, B> i {V,, B,).
.Réwniez przypadek V; n V, = {a}, gdzie a nie jest punktem artykulacji grafu G,
st niemozliwy. Wtedy bowiem istnieje w G droga migdzy wierzchotkami u € V7,
"‘9& a oraz veV,, v # a, nie zawierajaca wierzchotka ¢. Nietrudno zauwazyc,
% podgraf powstaly z <V, u V,, B, u B,) przez dodanie wierzchotkéow i kra-
_WQdZi tej drogi jest dwuspojny, wbrew zalozeniu o maksymalnosci {Vy, B>
1Py, B,>. Przyklad grafu, jego punktow artykulacji i blokéw przedstawiono
" 1ys. 2.8.

Znajdowanic punktéw artykulacji i blokéw grafu jest klasycznym proble-
:nem', ktéry mozna efektywnie rozwigza¢ przez zanurzenie w procedurze prze-
Zkiwania w glab (p. Tarjan [66]). Zanim podamy szczegdtowy algorytm,
p(’c‘"’-}’nimy najpierw parg wstepnych obserwacji.

A
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Rys. 2.8 (a) Graf w punktach artykulacji v, vs, vg, U3
(b) Bloki tego grafu

TwirrRDZENIE 2.10

Niech D = (V, T) bedzie drzewem rozpinajacym o korzeniu r, spdjnego gra-
fu G = {V, E) skonstruowanym przez przeszukiwanic w glab (algorytm 2.3).
Wierzcholek v e V jest punktem artykulacji grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy
albo v = r i v ma co najmniej dwoch synéw w D, albo v # r i istnieje syn w
wierzchotka v taki, Ze ani w, ani Zaden jego potomek nie jest polaczony krawedzia
z zadnym przodkiem wierzchotka v,

Dowoép

Rozwazmy najpierw przypadek v = r. Jesli wierzcholek v ma tylko jednego syna
(albo jest wierzcholkiem izolowanym), to jego usunigcie nie zwigksza liczby skla-
dowych spdjnych, jako ze nie narusza to spdjnoéci drzewa. JeSli natomiast ma
on co najmniej dwdch syndw, to po usunigciu wierzchotka v synowie ci leza w r6z-
nych sktadowych spdjnych. Istotnie, z twierdzenia 2.4 wynika, ze kazda droga
pomigdzy dwoma réznymi synami musi przechodzié przez korzen — w prze-
ciwnym przypadku zawierataby cigciwe {u, ¢}, gdzie ani u nie jest potomkiem ¢,
ani tez £ nie jest potomkiem u. Podobnie jest w przypadku v # r. Jesli po usunig-
ciu wierzchotka v istnieje droga od jego syna w do korzenia, to tak jak poprzednio
z twierdzenia 2.4 wnioskujemy, Ze droga ta musi zawiera¢ krawedz 1gczaca w lub
pewnego potomka wierzchotka w z pewnym przodkiem wierzchotka v. n

Idea algorytmu jest nastepujaca: Przeszukujemy graf w glab z pewnego
wierzchotka r, obliczajac dla kazdego wierzchotka v dwa parametry: WGN [v]
i L [v]. Pierwszy z nich, to po prostu numer wierzchotka v w kolejnosci, w jakiej
wierzcholki odwiedzane sa przy przeszukiwaniu w glab poczynajac od wierz-
cholka r. Po oznaczeniu przez D = (V, T) drzewa odpowiadajacego naszemu
procesowi przeszukiwania w glab, drugi parametr okre$la minimalng wartosé
WGN [u'_], gdzie u = v lub wierzchotek u jest polaczony cigciwa z wierzchol-
kiem v lub dowolnym jego potomkiem w D. Parametr L [v] latwo obliczyé
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H
Wymkx Zbiory krawegdzi wszystkich sktadowych dwuspéjnych.

OWANIE SKEADOWYCH DWUSPOINYCH

. Bkcyjnie wzgledem drzewa D — jesli znamy L [w] dla wszystkich synow w

holka v, to oznaczajac

' A = min {L[w]: w jest synem wierzchotka v}
. B = min {WGN [u]: {u,v} e E\T}

Yy
m?],[u] = min {WGN [v], 4, B}
dwym wnioskiem z twierdzenia 2.10 jest fakt, ze v jest punktem artykulacji
j korzeniem wtedy i tylko wtedy, gdy L [w] > WGN [v] dla pewnego syna w

hotka v (zakltadamy »n > 1).

) - Y™™ 2.11 (Znajdowanie skladowych dwuspdjnych grafu)

Graf G = (V, E) bez wierzcholkéw izolowanych, reprezentowany
przez listy incydencji Z4 [v], ve V.

| procedure DWUSP(v, p);

it

‘(» przeszuky w glab z wierzcholka v zakladajac, Ze p jest ojcem wierz-
chotka v w tym procesie, oraz wypisz krawedzie znalezionych sktadowych
dwuspdjnych; zmienne num, L, WGN, STOS sg globalne %)

2"%5'begin num := num+1; WGN[v] := num;

3" L[v] = WGN[v];

47 for ueZA[v] do

5 if WGN[u] =0 then (s wierzcholek u jest nowy, {v, u} jest galezia %)
6 begin STOS <= {v, )} DWUSP(u,v);

7 L{v] = min (L[v], L[u]);

8 if L[u] > WGN[v] then

10
11
12
13
14
15

. 16

17
I8
19

( v jest korzeniem lub punktem artykulacji, a szczytowa partia
stosu, az do {v, u} wlacznie, zawiera skladowa dwuspdjng *)
begin (* wypisz krawedzie skladowej dwuspojnej *)
repeat ¢ < STOS; write(e)
until e = {v, u};
write (") (% znak konca skladowej dwuspojnej )
end
end
else (* WGN[u] > 0, tzn. u byl juz odwiedzony =*)
if (u # p) and (WGN[u] < WGN[v]) then
(* krawedz {v, u} jest cigciwa i nie wystepuje na stosie #)
begin STOS < {v, u},
L[v] := min(L[v], WGN[u])
end ‘
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20 end; (x DWUSP =)

21 begin (* program gléwny *)

22 for ue V do WGN[u] := 0; (x inicjalizacja *)
23 STOS = @; num := 0,

24 for ue V do

25 if WGN[u] = O then DWUSP(u, 0)

26 end

Pokazemy teraz, ze wywolanie procedury DWUSP (v, 0) (wiersz 25) dla jeszcze
nie odwiedzonego wierzchotka v powoduje wyodrebnienie i wypisanie wszy-
stkich blokow skladowej spdjnej grafu zawierajgcej wierzcholek v. Dowdd prze-
biega przez indukcje wzgledem liczby blokow tej sktadowej. Jesli skladowa ta
nie zawiera punktéw artykulacji, to nietrudno zauwazyé, Ze wywolanie
DWUSP (v,0) powoduje umieszczenie wszystkich krawedzi tej skladowej na
stosie, a nastepnie (por. petla 10) wypisanie tych krawedzi. Zaldézmy teraz, Ze
nasza skladowa zawiera k > 1 blokow, i Zze algorytm dziala poprawnie dla do-
wolnej skladowej zawierajacej mniej niz k blokéw. Rozpatrzmy pierwsza napot-
kang krawedZ {v, u} taka, ze L [u] = WGN [v] w wierszu 8. Zgodnie z naszymi
poprzednimi rozwazaniami nieréwno$¢ ta oznacza, ze v jest korzeniem lub
punktem artykulacji. Zaden z potomkéw wierzcholka v (w drzewie odpowia-
dajacym przeszukiwaniu w glab realizowanemu przez algorytm) nie jest punktem
artykulacji, i w konsekwencji krawedzie szczytowej czgéci stosu, az do {v, u}
wigcznie — bedace krawedziami grafu laczacymi potomkéw wierzchotka o,
lacznie z samym v — tworza blok, ktory jest wypisywany w petli 10. Zmodyfi-
kujmy teraz nasza skladowa przez usunigcie powyzszego bloku (bez usuwania
wierzchotka v). Tak zmodyfikowana sktadowa ma k—1 blokéw, i wykonanie
dla niej procedury DWUSP(v, 0) powoduje — na mocy zatozenia indukcyjne-
go — poprawne wypisanie tych blokéw. Dziatanie algorytmu dla zmodyfikowa-
nej skladowej rozni si¢ od przypadku oryginalnej skladowej jedynie tym, ze dla
pierwszego napotkanego punktu artykulacji (oryginalnej skladowej) v petla 4
nie jest wykonywana dla wierzcholkéw u nalezacych do usunigtego bloku. Stad
tatwy wniosek, ze DWUSP(v, 0) poprawnie wyznacza wszystkie k blokéw naszej
sktadowej, a tym samym caly algorytm poprawnie wyznacza wszystkie bloki
grafu.

Oszacujmy teraz zlozonos$é obliczeniowa algorytmu. Petle 22 1 25 wyko-
nujg O (n) krokéw, przy czym w przypadku drugiej petli nie liczymy krokow
wykonanych przez wywolanie DWUSP(u, 0) dla kazdego nicodwiedzonego jesz-
cze wierzchotka. Wywolanie takie, dla sktadowej spdjnej o n; wierzchotkach i m;,
krawedziach, wykonuje O (n;+m;) krokéw — nie liczac krokow w petli 10 —
jako ze procedura taka przeszukuje skladowa w glab wykonujac liczbe krokéw
ograniczong przez stalag dla kazdej analizowanej krawedzi. Kazda krawedz jest
zdejmowana ze stosu i wypisywana dokladnie raz, co daje w sumie O (m) krokow



progi Eulera

. gq Eulera w grafie G = (V, E) nazywamy dowolna drogg przechodzaca przez
a krawedz grafu dokladnie raz, tzn. droge vy, ..., v,y taka, Zze kazda kra-
2 e e E wystepuje w ciagu vy, ..., Umsy dokladnie raz jako e = {v;, v141}
k. ewnego 7. Jesli v, = v, ;, to droge taka nazywamy cyklem Eulera. Zagad-
e istnienia drogi Eulera w danym grafie bylo po raz pierwszy rozwazane
p Eulera w roku 1736, i podany przez niego warunek konieczny i dostatecz-
pygstnienia takiej drogi (por. twierdzenie 2.12) uwazany jest za historycznie
pigwsze twierdzenie teorii graféw.

ijmnzstIE 2.12

Dﬁga Eulera w grafie istnieje wtedy i tylko wtedy gdy graf jest spojny i zawiera

| co najwyzej dwa wierzchotki stopnia nieparzystego.

Dow6D

Dowdéd dostatecznosci warunku podanego w twierdzeniu otrzymamy jako
wnipsek z analizy algorytmu znajdowania drogi Eulera, ktéry opiszemy w tym
pu};kcie. Koniecznoé¢ warunku jest oczywista, gdyz jesli wierzcholek » réiny
od’p; i v, wystepuje w drodze Eulera vy, ..., v,,,; k razy, to oznacza to, iz
stopien tego wierzchotka w grafie wynosi 2k. Wynika stad, Ze wierzcholki stop-
nia ‘nieparzystego, jesli istnieja, sa koncami drogi Eulera. Warto tu zauwazydé,
i¢ mie istnicje graf o tylko jednym wierzchotku stopnia nieparzystego. Istotnie,
oznaczajac stopieft wierzchotka v przez d(v) mamy

D d@) =2m

jako ze w powyzszej sumie kazda krawedZ {u, v} liczona jest dwukrotnie: raz

Y’d () i raz w d (v). Wynika stad, ze liczba wierzchotkéw stopnia nieparzystego

- I8t zawsze parzysta. ' .

P
5

Jesli w grafie spojnym nie ma wierzchotkéw stopnia nieparzystego, to kazda
d‘:Oga Eulera jest cyklem, gdyz konce drogi Eulera nie bedacej cyklem sa zawsze
Werzchotkami stopnia nieparzystego. Zalézmy, Ze u, v sg jedynymi wierzchofkami
Stopnia nieparzystego grafu spojnego G = (V, ED, i utworzmy graf G* przez
dodanie dodatkowego wierzchotka ¢ i krawedzi {w,t}, {v,¢} (lub po pro-
S fy, v} jesli {u, v} ¢ E). Wtedy G* jest grafem spojnym bez wierzchotkow
Stopnia nieparzystego, a drogi Eulera w G sa w oczywiste] wzajemnie jedno-
Znaf’zrlej odpowiednioéci z cyklami Eulera w G*. Z tego wzgledu w pozostalej

i tego punktu zajmowaé si¢ bedziemy wylacznie cyklami Eulera.
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ALGORYTM 2.13 (Znajdowanie cyklu Eulera)

Dane: Graf spojny G = (V, E) bez wierzcholkéw stopnia nieparzystego,
reprezentowany przez listy incydencji Z4 {v], ve V.

Wyniki: Cykl Eulera reprezentowany przez ciag wierzcholkéw na stosie CE,

1  begin
2 STOS := @; CE := J;
3 v := dowolny wierzchotek grafu;
4 STOS <= v;
5 while STOS # O do
6 begin v := 1op(STOS); (¥ v = szczytowy element stosu *)
7 if ZA[v] # O then
8 begin u := pierwszy wierzcholek listy ZA[U];
9 STOS < u;

(* usuf krawedz {v, u} z grafu *)

10 ZA[v] = VA[\{u}; ZA[u] :== ZA[u]\{v};

11 vi=u

12 end

13 else (¥ ZA[v] = D *)

14 begin v <= STOS; CE «<v
15 end

16 end

17 end

Zasade dzialania algorytmu mozna wyjasnié w nastepujacy sposob: Niech v,
bedzie wierzcholkiem wybranym w wierszu 3. Petla 5 zaczyna konstruowaé drogg
o poczatku w v, przy czym wierzchotki tej drogi kladzione sa na STOS, a jej
krawedzie usuwane sa z grafu. Postepowanie to jest kontynuowane az do mo-
mentu gdy nie jest mozliwe rozszerzenie drogi o nowy wierzcholek, tzn. gdy
ZA[v] = @ w wierszu 7. Zauwazmy, Ze musi byé wtedy v = vo, gdyz w kazdym
innym przypadku oznaczaloby to, Ze stopien wierzcholka v jest nieparzysty.
Tak wigc z naszego grafu zostal usuniety cykl, a wierzchotki tego cyklu zostaty
umieszczone na stosie STOS. Zauwazmy, Ze stopien dowolnego wierzcholka
w tak zmodyfikowanym grafie pozostaje parzysty. Wierzcholek v = v, jest teraz
przenoszony ze stosu STOS do stosu CE, a ,,biezacym” wierzchotkiem v staje si¢
szezytowy element stosu STOS. Z wierzcholka tego powtarzany jest analogiczny
proces (jesli ZA [v] # ), ktéry wobec parzystosci stopni wszystkich wierzchol-
kéw znajduje — i kladzie na STOS —~ pewien cykl przechodzacy przez wierz-
cholek v. Wierzcholek ten jest nastepnie przenoszony do stosu CE. Postgpowanie
to jest kontynuowane az do momentu, gdy STOS staje si¢ pusty. Jest oczywiste,
ze wierzcholki umieszczane na stosie CE tworza pewna droge, przy czym wierz-
cholek v przenoszony jest na stos CE dopiero wtedy, gdy ZA [v] = @, tzn. gdy
wszystkie krawedzie incydentne z tym wierzcholkiem reprezentowane sg (przez
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sasiednich wierzcholkéw) na jednym ze stosow. Stad juz fatwo wynika, ze
zakoniczeniu dzialania algorytmu stos CE zawiera cykl Eulera.
% Oszacujemy teraz ztoZzonoéé obliczeniowa naszego algorytmu. W tym celu
4 Luwazmy, Ze kazda iteracja gtéwnej petli (wiersz 5) albo umieszcza wierzcholek
‘stosie STOS i usuwa krawedZ z grafu, albo przenosi wierzchotek ze stosu STOS
& stosu CE. Tak wigc liczba iteracji tej petli jest O (m). Z kolei liczba krokow
& kazdej iteracji jest ograniczona przez stala. Zakladamy tu, ze kazda z list
d-vdencji ZA [v], ve V jest zrealizowana w ten sposéb, ze kazdy wierzcholek
& tej liscie zawiera wskaznik do poprzedniego i nastgpnego wierzchotka oraz
ferzchotek u na liscie ZA4 [v] zawiera wskaZnik do wierzchotka v na lidcie

Rys. 2.9 Graf i cykl Eulera w tym
y : grafie znaleziony przez algorytm
1,2,3,4,5,6,7,2,8,6,9,7,8,5,3,1 2.13

¥
i

Zd [u]. Umozliwia to usuniecie krawedzi {v, u} (wiersz 10) w czasie ograni-
aﬁ‘mym przez stala (por. p. 2.1). Z powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze cal-
kewita zlozonoéé algorytmu jest O (m). Oczywiscie algorytm ten jest opty-
mjp,lny, jako ze samo wypisanie cyklu Eulera wymaga Q (m) krokéw.

! Na rysunku 2.9 przedstawiono graf i pewien cykl Eulera znaleziony przez
ﬂfgorytm 2.13.

Algorytmy Z powracaniem

Rozwazmy teraz problem podobny do rozwiazanego w poprzednim paragrafie,
Z t3 jednak roznica, Ze tym razem interesowaé nas beda drogi przechodzace
dokladnie raz przez kazdy wierzcholek — a nie kazda krawegdz — danego grafu.
Ta niewielka, zdawaé by si¢ moglo, modyfikacja powoduje, jak si¢ przekonamy,
Maczng zmiane charakteru problemu. Przypomnijmy, Ze droge o powyZszej wla-
$nosci nazywamy droga Hamiltona (cykl Hamiltona definiujemy w oczywisty
slfoséb). Przyklad drogi Hamiltona w grafie oraz grafu, w ktérym taka droga
Tie istnieje pokazano na rys. 2.10.

a) b)

Rys. 2.10 (a) Droga Hamiltona
w grafie (b) Graf, w ktorym
nie istnieje droga Hamiltona
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W przeciwienstwie do drog Eulera, nie jest znany zaden prosty warunek
konieczny i dostateczny dla istnienia drogi Hamiltona — mimo iz problem ten
jest jednym z centralnych zagadnien teorii graféw. Nie jest rOwniez znany zaden
algorytm, ktéry sprawdzalby istnienie drogi Hamiltona w dowolnym grafie
uzywajgc liczby krokéw ograniczonej przez wielomian zmiennej n (liczby wierz-
cholkow grafu). Sa pewne podstawy — lecz brak dowodu matematycznego —
na to, by przypuszezaé, Ze ten stan rzeczy jest spowodowany nie tyle nasza nie-
wiedza, co po prostu faktem, ze taki algorytm nie istnieje. Problem istnienia
drogi Hamiltona nalezy bowiem do klasy tzw. probleméw NP-zupelnych [27].
Szczegdlowe omowienie tych probleméw wykracza poza ramy tej ksigzki. Wspom-
nimy tu tylko, Ze jest to szeroka klasa probleméw — czesto fundamentalnych
dla teorii grafow, logiki, teorii liczb, optymalizacji dyskretnej i innych dzie-
dzin — dla zadnego z ktérych nie jest znany algorytm wielomianowy (tzn. o licz-
bie krokow ograniczonej przez pewien wielomian od wymiaru problemu), przy
czym istnienie algorytmu wielomianowego dla chociaz jednego z nich pociagatoby
automatycznie istnienie algorytméw wielomianowych dla wszystkich tych pro-
blemoéw. Wiadnie fakt fundamentalnosci wielu probleméw NP-zupelnych w roz-
nych dziedzinach i to, Ze mimo niezaleznych wysitkéw specjalistow w tych dzie-
dzinach nie udalo si¢ znaleZé algorytmu wielomianowego dla Zzadnego z tych
probleméw sklania do przypuszczenia, ze taki algorytm nie istnieje.

Powréémy do konkretnego problemu istnienia drogi Hamiltona. Oczywisty
algorytm, ktéry moZemy zastosowac, to ,,petny przeglad wszystkich mozliwosei™:
generujemy wszystkie n! réznowartoéciowych ciagéw wierzchotkéw, i dla kazdego
z nich sprawdzamy, czy okres$la droge Hamiltona. Postgpowanie takie wymaga
co najmniej n! n krokdéw, ktéra to funkcja rosnie szybciej niz dowolny wielomian,
a nawet szybciej niz dowolna funkcja eksponencjalna postaci a*, a > 1, jako ze

nln > 2]z} = gln/2dlogatn/21

Opiszemy teraz ogdlna technike pozwalajaca na znaczna redukeje liczby krokéw
w algorytmach typu pelnego przegladu wszystkich mozliwosci. Aby te technike
zastosowa¢ szukane rozwigzanie musi mie¢ postaé ciagu {(xy, ..., x,». Gtéwna idea
metody polega na tym, Ze nasze rozwigzanie konstruujemy stopniowo, rozpo-
czynajac od ciagu pustego & (dlugosci 0). Ogdlnie, majac dane rozwigzanie cze-
sciowe {xy, ..., x;» staramy si¢ znalez¢ dopuszczalng wartosé x;,,, co do ktérej
nie mozemy od razu wykluczyé, ze {x, ..., X;, X; 1., daje si¢ rozszerzy¢ do pew-
nego rozwiazania (lub juz nim jest). Jeéli taka dopuszczalna, jeszcze nie wyko-
rzystana warto$é x,,, istnicje, to dodajemy ja do naszego rozwigzania czgscio-
wego i kontynuujemy nasz proces dla ciagu {(x,, ..., x;, X; . Jesli nie, to powra-
camy do rozwiazania czeSciowego (xi, ..., X;.;» 1 kontynuujemy nasz proces
poszukujac nowej jeszcze nie wykorzystanej dopuszczalnej wartosci x; — stad
nazwa ,,algorytm z powracaniem” (ang. backtracking).

Mowiae doktadniej zakladamy, ze dla kazdego k > O jest dany pewien usta-
lony zbiér Ay, z ktérego wybiera¢ bedziemy kandydatéw na k-ta wspotrzedna
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: zwiazania czg$ciowego. Oczywiscie zbiory 4, musza by¢ tak okreslone, by dla
‘B zdego rozwigzania catkowitego {x;, ..., X,> naszego problemu oraz dla kaz-
®eo k < n zbior A, zawieral element x, (W praktyce nie mozemy na ogét wy-
Whczy¢ sytuacji, w ktorej zbior A, zawiera pewne ,,zbedne” elementy, nie wy-
&pujace na k-tej wspolrzednej zadnego rozwigzania catkowitego). Zaktadamy
@wniez istnienie pewnej prostej funkcji, ktéra dowolnemu rozwiazaniu czgscio-
&mu (xy, .., xD przyporzadkowuje warto$é P (xy, ..., x;) (true lub false) tak,
& jesli P (xy, ..., x;) = false, to ciagu {x,, ..., x;> na pewno nie da si¢ rozszerzy¢
& rozwiazania. Jesli P (x,, ..., x;) = true, to méwimy, ze wartosé x, jest do-
zczalna (dla rozwiazania czeSciowego {(x, ..., X;_,») — nhie oznacza to by-
@jmniej, ze {xy, ..., x;_;> na pewno rozszerza si¢ do pelnego rozwiazania.
foces ten mozZemy zapisaé w postaci nastgpujgcego schematu:

begin
k:=1;
while £ > 0 do
if istnieje jeszcze niewykorzystany element y e A
taki, ze P(X[1],..., X[k—1], ») then
begin X[k] := y; (* element y zostal wykorzystany )
if <X[1],..., X[k]) jest rozwiazaniem calkowitym then
write (X [1], ..., X [k]);
= k+1
end
else (* powrdt do krétszego rozwigzania czeSciowego; wszystkie ele-
4 menty zbioru A4, staja si¢ znowu niewykorzystane )
12 k= k-1
13 end

Algorytm ten znajduje wszystkie rozwiazania, jesli tylko zalozyé, ze zbiory A,
s skoficzone i istnieje n takie, Ze P (xy, ..., X,) = false dla wszystkich x, €
€4,,...,x, 4, (ten ostatni warunek oznacza, Ze wszystkie rozwigzania sg
dlugosci mniejszej od #). Pokazemy nicco ogolniejsza wlasnoéé:

Niech s > 0 i niech {xq, ..., x,_,> begdzie pewnym rozwigzaniem cze$cio=
wym skonstruowanym przez algorytm. Rozwazmy pierwsza iteracje pethi 3,
dla ktorej k =5, X [z] = x;, 1 <i<s. Poczawszy od tej iteracji algorytm ge-

t

Beruje wszystkie rozwiazania catkowite bedace rozszerzeniem ciagu {xy, ..., X;_»
1 dochodzi do stanu, w ktérym k = s—1.

Oczywiscie dla s = 1 wlasno$¢ powyzsza wyraza po prostu poprawnosé
algorytmu. Ogdlnej postaci tej wlasnosci dowodzimy przez indukcje (,,wstecz””)
Wzgledem s. Jest ona prawdziwa dla s = n, gdyz nie istnieja zadne elementy do-
Puszczalne dla {x, ..., X;—-1», 1 wykonuje si¢ od razu drugi czlon instrukcji wa-
Tunkowej w wierszu 11, tzn. zmienna k przybiera warto$é¢ s—1. Zalézmy teraz
Prawdziwos$¢ naszej whasnosci dla pewnego s > 1. PokaZemy jej prawdziwosé
dla 5 1. Niech {X{s .-, X5~ bedzie dowolnym rozwigzaniem czgsciowym skon-

l 7 Kombina toryka
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struowanym przez algorytm i rozwazmy pierwsza iteracje petli 3, dla ktérej k =
=s—1, X[i] =x, 1<Ci<s—1. Jesli istnicje element y dopuszczalny dla
{Xq, ..y Xs—2, tO konstruowane jest rozwigzanie czgsciowe <{Xxi, ..., Xs_2, V)
(wiersz 6) i zmienna k przybiera wartos¢ s (wiersz 9). Nastepnie, zgodnie z na-
szym zaloZeniem indukcyjnym, nastgpuje wygenerowanie wszystkich rozwigzan
bedacych rozszerzeniem ciagu {xy, ..., Xs—2, y» 1 dochodzimy do stanu, w kto-
rym k = s—1, po czym proces powtarzany jest dla nastgpnego niewykorzysta-
nego elementu y dopuszczalnego dla <xy, ..., x;_,>, az do momentu wyczerpania
wszystkich takich elementdéw (sytuacja taka mozZe wystapi¢ od razu na samym
poczatku). Zmienna k zmniejszana jest wtedy o 1 i osiaga warto$¢ s— 2 (wiersz 12).
Z powyiszych rozwazaii wynika, Ze algorytm poprawnie generuje wszystkie
rozwiazania bedace rozszerzeniem ciggu {x,, ..., Xs_,», co koniczy dowdd kroku
indukcyjnego.

Udowodniona przez nas wiasno$é bezposrednio prowadzi do nastgpujacej
prostej i przejrzystej wersji rekurencyjnej schematu algorytmu z powracaniem:

1 procedure AP(k); ‘

(x generowanie Wszystklch rozwiazan bedacych rozszerzeniem ciagu
X[1],..., X [k—1]; tablica X jest globalna x)

2 begin

3 for ye A, takich, ze P(X[1],..., X[k—1], ) do

4 begin X[k] =)

5 if X[1],..., X[k] jest rozwigzaniem catkowitym then
6 write (X [1], ..., X [k]);

7 AP (k+1)

8 end

9 end

Wygenerowanie wszystkich rozwiazan calkowitych mozemy spowodowaé przez
wywolanie AP (1). Prezentacje¢ algorytmu z powracaniem rozpoczgliSmy od nieco
bardziej skomplikowanej nierekurencyjnej wersji jedynie dlatego, ze w wersji
rekurencyjnej ,,powracanie” nie wystepuje w jawnej postaci, bedac czgscia im-
plementacji mechanizmu rekursji.

Zastosujemy teraz algorytm z powracaniem do znajdowania cykli Hamil-
tona w grafie G = (V, E). Kazdy taki cykl mozemy reprezentowaé¢ przez
ciag Xy, X3, -, Xny 1, PIZY CZYM X, == X,., = Vg, gdzie v, jest pewnym ustalo-
nym wxelzcho}klem grafu, x;—x,,, dla 1 <i<n, oraz x; # x; dla 1l <i<
< j < n Zgodnie z tymi warunkami mozemy przyjac:

A=V

P(xy, %, s yeZA[xi]Aye{x. . ,x)
ALGORYTM 2.14 (Znajdowanie wszystkich cykli Hamiltona w grafie)
Dane: Graf G = (V, E) reprezentowany przez listy incydencji Z4 [v] veV,
Wyniki: Lista wszystkich cykli Hamiltona grafu G.
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procedure HAMILT(k);
(* generowanie wszystkich cykli Hamiltona bedacych rozszerzeniem ciggu
(X[1], ..., X[k—1]); tablica X jest globalna )
 begin
for ye ZA[ X[k—1]] do
if (k=n+1) and (y = v0) then write (X [1],..., X [n],0)
else if DOP[y] then
begin X [k]:= y; DOP[y] := false;

HAMILT(k+1);
“DOP[y] := true
v end

0, end; (x HAMILT %)
. begin (¢ program glowny =*)
for ve V do DOP[v] := true; (* inicjalizacja *)
X[1] :=v0; (* v0 = dowolny ustalony wierzcholek grafu )
DOP[10] := false;
HAMILT(2)
end

tanie tego, jak rowniez dowolnego algorytmu z powracaniem, mozna Zzi-
2 :owac jako proces przeszukiwania pewnego drzewa. Kazdy wierzcholek
@wa odpowiada w naturalny sposdb pewnemu ciggowi {x,, ..., X;», Przy czym
vﬁzcho}kl odpowiadajace ciggom postaci {xy, ..., X;, ¥> $3 synami tego wierz-
cﬂka (korzen odpowiada ciagowi pustemu ¢&). Rozwazmy ,,peine” drzewo D
aone ze wszystkich mozliwych ciggdw postaci {x,, ..., x>, gdzie 0 < k <n
€4d; dla 1 i<k, oraz zalézmy chwilowo, ze kazdy element y e 4, jest
d puszczalny dla {xy, ..., Xi~ 1>, jesli k < n, oraz Zaden element nie jest dopusz-
CZﬁny dla {xy, ..., xx_1>, jeshi k > n; innymi slowy

[true jesli k£ <n

P oo X1 Xi) = \false jesli & > n

(xye 4, dla 1 <Ci < k). Nietrudno wtedy zauwazy¢, ze wywolanie AP (1) spowo-
duje przeszukanie w glab calego drzewa D (poczynajac od korzenia &). W przy-
Padku mniej trywialnej funkcji P okre$lajacej dopuszezalnosé wierzchotkédw pro-
®s przeszukiwania ,,opuszcza” rozpatrywanie wierzcholkéw poddrzewa o ko-
TZeniu w kazdym napotkanym wierzcholku ,,niedopuszczalnym” (tzn. odpowia-
dajqoym ciggowi {xy, ..., Xx», dla ktérego P (x,, ..., x,) = false). Na tym wiasnie
Polega efektywnosé¢ algorytmu z powracaniem w stosunku do petnego przegladu
Wszystkich mozliwos$ci. Zilustrowano to, dla algorytmu 2.14, na rysunku 2.11.

Nalezy zaznaczy¢, ze w wigkszosci zastosowan liczba krokow algorytmu

t Z powracaniem, choé mniejsza na ogét niz dla pelnego przegladu, roénie jednak
¥ najgorszym przypadku wykladniczo ze wzrostem wymiaru problemu. Tak jest
" Mawet w przypadku, gdy poszukujemy tylko jednego, a nie wszystkich rozwigzan
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e

1
Rys. 2.11 Graf i drzewo ilustrujace algorytm z powracaniem znajdowania wszystkich cykli
Hamiltona w tym grafie

1

(wtedy po prostu przerywamy wykonywanie algorytmu po osiagnigciu pierwszego
rozwigzania; zauwazmy, ze gdy problem nie ma zadnych rozwigzan, modyfi-
kacja ta nie ma wplywu na przebieg wykonywania algorytmu).

rD

Zadania

2.1 Udowodnij, ze dla dowolnego grafu niezorientowanego macierz sgsiedztwa
wierzchotkow B wyraza si¢ przez macierz incydencji A w nastepujacy sposob:
B = AA" — diag [d,, ..., d,]
gdzie AT jest macierzg transponowang wzgledem A, d; jest stopniem i-tego
wierzcholka, diag [d,, ..., d,] zas$ jest macierza wymiaru nx n o elementach
d,, ..., d, na gtdwnej przekatnej i zerach poza gtdéwna przekatna.

2.2 Okre$lmy dla dowolnego grafu niezorientowanego macierz sqsiedztwa kra-
wedzi C = [c;;], gdzie ¢;; = 1, jeSli i-ta i j-ta krawedZ sa incydentne ze
wspdlnym wierzchotkiem, lub ¢;; = 0 w przeciwnym przypadku (przyjmujemy
¢;; = 0). Jak mozna wyrazi¢ macierz C przez macierz incydencji? Czy ma-
cierz sasiedztwa krawedzi wyznacza graf z dokladnoscia do izomorfizmu?

2.3 Podaj szczegdtowa realizacje list incydencji i procedur usuwania i dodawania
krawedzi w czasie ograniczonym przez stalg (nalezy pamigtad, Ze przy usu-
waniu krawedzi {u, v} trzeba usunaé odpowiednie elementy z obu list ZA4 [u]

| i ZA [v] — zakladamy, ze wskaznik do jednego z tych elementow jest dany

] 1 jako parametr procedury).

i 2.4 Napisz procedury przejscia pomigdzy kazda para sposobow reprezentacji
grafu opisanych w punkcie 2.1 oraz oszacuj ztoZzonoé¢ obliczeniowa za-
proponowanych procedur.

2.5 Nicktére algorytmy grafowe uzywaja jedynie O(n), lub przynajmniej
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O(n+m), spoéréd n? elementéw macierzy sasiedztwa wierzchotkéw B.
Jednakze na poczatku algorytmu zwykle nastepuje inicjalizacja wszystkich
elementdw macierzy B, przez co zlozono$é algorytmu jest automatycz-

. pie  (n?). Podaj sposéb uniknigcia tej kosztownej inicjalizacji. (Wskazéwka:

Dla kazdego elementu b;; uzytego po raz pierwszy przez algorytm umiesz-
czamy na stosie wskaznik do tego elementu, oraz umieszczamy przy b;;
wskaznik do w ten sposéb nowo utworzonego elementu stosu. Aby spraw-
dzi¢, czy dany element b;; byl juz inicjalizowany wystarczy zbadaé, czy
wskaznik przy b;; prowadzi do wskaznika na stosie okre$lajacego powrot
do ;) [1].
Podaj algorytm o zlozonosci O(n) badania czy dany graf zorientowany
reprezentowany przez macierz sasiedztwa wierzchotkdow zawicra wierz-
cholek, do ktorego dochodza krawedzie ze wszystkich pozostalych n—1
wierzchotkow, 1 od ktorego nie odchodzi Zadna krawedZz (algorytm taki
pokazuje, ze warunek (c) jest istotny w twierdzeniu 2.1).
Zbadaj technike rézniaca si¢ od przeszukiwania wszerz jedynie tym, ze
nowo osiagnigte wierzcholki umieszczane sa na stosie (algorytm taki opi-
sany jest doktadnie przez procedure WS, w ktérej KOLEJKA zostala za-
stapiona przez STOS) [35].
Zbadaj technikg przeszukiwania grafu, w ktorej odwiedzone, lecz jeszeze
niewykorzystane wierzcholki gromadzone sg w kolejce, 1 ktora dokladniej
opisa¢ mozna w nastgpujacy sposob: Badamy ostatni (najpdzniej umiesz-
czony) wierzcholek v kolejki (poczatkowo jest nim dowolny wierzcholck
grafu). Jedli istnieje nowy wierzcholek ueZ4 [v], to umieszczamy go na
koncu kolejki i powtarzamy powyZzszy proces az do momentu gdy umiesz-
czony w kolejce wierzcholek nie ma nowych sasiadéw (fragment ten przy-
pomina przeszukiwanie w glab). Nastepnie badamy pierwszy (najwczesnie]
umieszczony) wierzcholek kolejki. Jesli istnieje nowy sasiad tego wierz-
chotka, to umieszczamy go na korcu kolejki i powtarzamy dla niego opi-
sany powyzej proces typu przeszukiwania w glab. W przeciwnym przypadku
pierwszy wierzcholek kolejki jest wykorzystany i usuwamy go z kolejki, a na-
stgpnie rozpatrujemy nastepny znajdujacy si¢ za nim wierzchotek. Caty
proces kontynuowany jest az do momentu, gdy kolejka staje si¢ pusta.
Podaj szczegolowa implementacie tej techniki.
Udowodnij, Ze ponizsza procedura odwiedza kazdy wierzcholek grafu
spojnego dokladnie raz.

procedure PRZESZUKIWANIE(r);

(* poczatkowo STATUS[v] = nowy dia kaidege ve V #)

begin

odwiedz r; STATUS{r] = odwiedzony,
while istnieje w ¥ wierzcholek odwiedzony do
begin v := dowolny wierzcholek odwiedzony:
if istnicje nowy u e ZA{c] then
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begin u := pierwszy nowy wierzcholek listy ZA[v];
odwiedZ w; STATUS[u] := odwiedzony
end
else STATUS[v] := wykorzystany
end
end :

Pokaz, ze przeszukiwanie w glab i wszerz jak rowniez techniki opisane w za-
daniach 2.7 i 2.8 mozna opisa¢ jako szczegdlne przypadki tej procedury.

2.10 Niech D = (¥, T") bgdzie podgrafem grafu spojnego G = (¥, E)>. Udowod-
nij, Zze nastgpujace warunki sg réwnowazne:

(a) D jest drzewem rozpinajacym grafu G.

(b) IT] = |¥V|—1 i D nie zawiera cykli.

(c) Dla kazdej pary wierzchotkéw u, v e V istnieje w D dokfadnie jedna
droga z u do v.

(d) |IT} = |V|—1 i dla kazdej pary wierzchotkéw u, v € V istnieje w D co
najmniej jedna droga z u do ¢.

(e) |IT} = |V|—1 i dla kazdej pary wierzchotkéw u, ve V istnieje w D co
najwyzej jedna droga z v do v.

11 Zbadaj dokladniej technikg przeszukiwania w glab dla graféw zorientowa-
nych wspomniang na koficu punktu 2.2. Pokaz, ze jesli w grafie zoriento-
wanym G istnieje droga z wierzchotka r do kazdego innego wierzchotka,
to algorytm 2.3 (zmodyfikowany tak, Ze w wierszu 5 dodawana jest krawed?2
zorientowana <v, uy) konstruuje podgraf (V, T), ktéry — po zignorowa-
niu orientacji krawedzi — jest drzewem rozpinajgcym grafu G. Pokaz, ze
w (V, T istnieje dokladnic jedna droga z r do kazdego wierzcholka ve V.
Czy twierdzenie 2.4 przenosi si¢ na przypadek zorientowany? Jak naleza-
loby je zmodyfikowaé?

2.12 Zbadaj dokladniej technike przeszukiwania wszerz grafu zorientowanego.
Pokaz, ze jesli w grafie zorientowanym G istnieje droga z wierzcholka r do
kazdego innego wierzchotka, to algorytm 2.5 znajduje podgraf <V, T)
zawierajacy doktadnie jedng droge z r do kazdego innego wierzchotka, przy
czym jest to najkrétsza droga w G.

2.13 Zastosuj przeszukiwanie w gtab do znajdowania w spdjnym grafie niezorien-
towanym cyklu (o powtarzajacych si¢ krawedziach i wierzchotkach), prze-
chodzacego kazda krawgdz w kazdym kierunku dokiadnie raz.

2.14 Mostem grafu G nazywamy kazda krawegdz, ktdrej usunigcie powoduje
zwiekszenie liczby skladowych spojnych grafu. Podaj algorytm znajdowania
wszystkich mostow grafu w czasie O (m+n). (Wskazowka: Zastosuj prze-
szukiwanie w glab, w podobny sposob jak do znajdowania punktéw ar-
tykulacji).

2.15 Graf G = (V, E jest dwudzielny, jesli istnieje podziat V=AU B, AN B =
= O taki, ze kazda krawedZ ee E jest postaci e = {a, b}, ac 4, be B.
Udowodnij, ze graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera

[
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cykli elementarnych nieparzystej diugosci. Podaj dwa algorytmy testujace
czy dany graf jest dwudzielny w czasie O (in+n) — jeden oparty na prze-
szukiwaniu w glab, a drugi na przeszukiwaniu wszerz.
Podaj algorytm testujgcy w czasic O (m+n) acykliczno$¢ danego grafu
zorientowanego.
Graf zorientowany nazywamy silnie spdjnym, jesli dla kazdej pary wierz-
chotkéw u, v istnieje droga z u do v. Przez skladowq silnie spdjng rozumiemy
dowolny maksymalny podgraf silnie spojny. Pokaz, ze skladowe silnie
spojne okreslaja podzial zbioru wierzchotkéw na rozlaczne niepuste pod-
zbiory. Podaj algorytm znajdowania skladowych silnie spdjnych w cza-
sie O (m+n). (Wskazéwka: ZastosowaC przeszukiwanie w giab).

Podaj algorytm znajdowania w czasie O (c (m+n)) wszystkich cykli ele-

mentarnych grafu zorientowanego, gdzie ¢ jest liczba cykli. (Wskazéwka:

% Zastosuj przeszukiwanie w glab).

"*“‘9 Podaj warunek konieczny i dostateczny na istnienie cyklu Eulera w grafie

'  zorientowanym (definiujemy go w identyczny sposdb jak dla graféw nie-

zorientowanych). Pokaz, ze algorytm 2.13 (po usunigciu wiersza 9) popraw-

nie konstruuje cykl Eulera w przypadku zorientowanym:.

Cyklem de Bruijna rzedu n nazywamy cykliczny ciag binarny dlugosci 2",

w ktérym kazdy z 2" ciggdw binarnych dlugosci n wystgpuje jako podciag n

kolejnych wyrazéw. Udowodnij istnienie cyklu de Bruijna rzgdu » dla

kazdego n > 1. (Wskazéwka: Rozwaz graf, ktérego wierzchotki odpowia-

" daja ciagom binarnym dtugosci n— 1, krawedZ natomiast kazda odpowiada

ciagowi binarnemu dlugosci n, przy czym krawedz b, ... b, prowadzi

- zby...b,_;dob, ... b, Udowodnij istnienie drogi Eulera w takim grafie) [8]

221 Zmodyfikuj podany w punkcie 2.8 schemat algorytmu z powracaniem tak,
by wyznaczal on jedno rozwigzanie zamiast wszystkich.

222 Udowodnij, poprzez wskazanie odpowiednich graféw, Ze liczba krokdéw

*  wykonywanych (w najgorszym przypadku) przez algorytm 2.14 rosnie wy-
kladniczo ze wzrostem n.

223 Zastosuj algorytm z powracaniem do rozwiazania nastgpujacych probleméw:

(a) Znalezienie rozmieszczenia 8 wzajemnie nicatakujacych si¢ hetmandw
na szachownicy.

(b) ¥nalezienie kliki o maksymalnej licznosci w grafie niezorientowanym.
(Klikq nazywamy dowolny podzbidr wierzchotkéw, w ktorym kazda
para roznych wierzchotkéw polaczona jest krawedzig grafu).

(c) Znalezienie pokolorowania wierzchotkow grafu minimalna liczbg ko-
loréw tak, by Zadna krawedz nie taczyla dwoch wierzcholkow tego sa-
mego koloru.

(d) Dla danych liczb catkowitych ay, ..., a,, b znalezienie zbioru indek-
sow J < {l,...,n} takiego, ze > a; = b, jesli taki zbior J istnicje.

eJ

(e) Stwierdzenie czy dane dwa graf;r sa izomorficzne.
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Znajdowanie najkrétszych drog w grafie _

Pojecia wstepne 3.

W rozdziale tym bedziemy rozwazaé grafy zorientowane G = (V, E)> o krawe-
dziach z wagami. Oznacza to, ze kazdej krawedzi (u, v) € E jest przyporzadkowa-
na pewna liczba rzeczywista a (u, v) zwana wagq tej krawedzi. Przyjmujemy
dodatkowo a (u, v) = oo, jesli u +» v. Jesli cigg wierzchotkéw

Vos Uyyeeny Up 3.D
okreéla droge w G, to jej dlugosé defininjemy jako

p

2 a (vi-q, v2)

i=1

(Zauwazmy, ze przyjmujac w dowolnym grafie wage kazdej krawedzi réwng
jednosci otrzymujemy zwykla definicje dtugosci drogi w sensie liczby krawedzi;
podobnie jak poprzednio przyjmujemy, Ze dtugos¢ drogi wynosi 0 dla p = 0).
Interesowaé nas bedzie znalezienie najkrétszej drogi migdzy ustalonymi wierz-
chotkami s, ¢t € V. Dlugo$¢ takiej najkrotszej drogi bedziemy oznaczaé przez d (s, )
i bedziemy nazywaé odlegloscig od s do t (tak okreslona odlegtosé moze byé
ujemna), Jesli nie istnieje zadna droga od s do ¢, to przyjmujemy d (s, t) = oo.
Zauwazmy, Ze jesli kazdy cykl naszego grafu ma dodatnig dlugos¢, to najkrétsza
droga jest zawsze drogg elementarna, tzn. w ciggu (3.1) nie ma powtérzen. Z dru-
giej strony, jesli istnieje w grafie cykl ujemnej dlugosei, to odlegtos¢ pomigdzy
niektérymi parami wierzchotkéw jest nieokreslona, gdyz obchodzac ten cykl
dostateczng liczbe razy mozemy wskaza¢ droge pomiedzy tymi wierzchotkami
o dlugosci mniejszej od dowolnej liczby rzeczywistej. W takim przypadku mozna
by pytaé o dlugesé najkrétszej drogi elementarnej, jednak tak postawiony problein
jest prawdopodobnie znacznie trudniejszy, gdyZ zawiera w sobie migdzy innymi
zagadnienie istnienia cyklu Hamiltona (por. zad. 3.1).

Mozna podac wiele interpretacji praktycznych problemu najkrétszych droég.
Wierzcholki moga na przyklad odpowiada¢ miastom, za$ kazda krawgdz pewnej
drodze, ktorej dtugosé dana jest przez wage tej krawedzi. Szukamy wtedy naj-




SNECIA WSTEPNE

¥iiszeg0 polaczenia miedzy miastami. Waga krawedzi moze tez odpowiadaé
owi (Jub czasowi) przestania informacji miedzy wierzchotkami. W takim
padku szukamy najtanszej (lub najszybszej) drogi przestania informacii.
ze inng sytuacje otrzymujemy, gdy waga krawedzi <{u, v) jest réwna praw-
odobienstwu p (u, v) bezawaryjnej pracy kanatu przesylania informacji. Jesli
my, Zze awarie kanaléw sa od siebie niezalezne, to prawdopodobienstwo
wnosci drogi przesylania informacji jest réwne iloczynowi prawdopodo-
stw odpowiadajacych jej krawedziom. Problem znajdowania najbardziej
awodnej drogi mozna tatwo sprowadzi¢ do zagadnienia najkroétszych drog,
zamiang wag p (u, v) na

a(u,v) = —logp(u,v)

ze jedno zastosowanie znajdowania najkrotszych drég poznamy w punk-
3.4.

1;"'] W rozdziale tym podawaé bedziemy algorytmy znajdowania odlegtosci

wierzchotkami, a nie samych drég. Majac jednak odleglos¢ mozemy,

pggy zalozeniu dodatniej dlugosci wszystkich cykli, tatwo wyznaczy¢ najkrétsze

dmgl Wystarczy w tym celu zauwazy¢, ze dla dowolnych s, £ € V (s # t) istnieje

,,,,,

wig}'zcholek v taki, ze
: d(s’ t) =d (5, U)'f"d(v, l‘)

Istotnie, wlasnoéé taka ma przedostatni wierzcholek dowolnej najkrétszej dro-
gz s do 1. Z kolei mozemy znalesé wierzcholek  taki, ze d (s, v) = d (s, w)+
+a(u, v) itd. Z dodatnioéci diugoéci wszystkich cykli latwo wynika, Ze tak
uworzony ciag t, v, u, ... nie zawiera powtorzen i koniczy si¢ na wierzchotku s.
Oezywiscie okresla on (po odwrdceniu kolejnosci) najkrétsza droge z s do 1.
© Otrzymujemy wigc nastgpujacy algorytm:

ALGORYTM 3.1 (Znajdowanie najkrétszej drogi)

Dane:  Odleglosci D [v] od ustalonego wierzchotka s do wszystkich pozosta-
lych wierzcholkéw ve V,
ustalony wierzchotek ¢,
macierz wag krawedzi 4 [u, v],u,ve V.

Wyniki: STOS zawiera ciag wierzcholkow okreslajacy najkrotsza droge z s do t.

1 begin

2 STOS:=@; STOS<t; v:=1;

3 while » # s do

4 begin

5 u := wierzcholek, dla ktérego D[v] = D[u]+4[u,v];
6 STOS < u;

7 vi=u

8 end

9

end

J
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ZNAJDOWANIE NAJKROTSZYCH DROG W GRAFIE

Niech (V, E) bedzie grafem zorientowanym, |V| = n, |E| = m. Jeéli wybranie
wierzcholka # w wierszu 5 nastgpuje przez przeglad wszystkich wierzchotkéw
to zlozonos¢ naszego algorytmu jest O (n?). JeSli przeszukujemy tylko liste
PRZED[v] zawierajaca wszystkie wierzchotki u takie, Zze u — v, to ztozonosé
ta jest O (m).

Zauwazmy, ze w przypadku dodatnich wag krawegdzi problem najkrétszych
drég w grafie niezorientowanym latwo sprowadzi¢ do analogicznego problemu
dla pewnego grafu zorientowanego. Wystarczy w tym celu kazda krawedz {u, v}
zastapi¢ przez dwie krawedzie (u, v)>, {v,u), kazda o takiej samej wadze
jak {u, v}. Jednakze w przypadku wag niedodatnich prowadzi to do powstania
cykli o niedodatniej dtugosci.

W rozdziale tym begdziemy zawsze zakladaé, ze G = (V, E) jest grafem
zorientowanym, »n = |V|, m = |E|. Dla uproszczenia i unikniecia zdegenerowa-
nych przypadkoéw przy szacowaniu zlozonosci algorytmoéw przyjmowac bedzie-
my, ze m = Q (n) (tzn. n = O (m)). Wyklucza to sytuacje, w ktorych ,,wigkszos¢”
wierzchotkéw jest izolowanych. Bedziemy réwniez zaktadad, ze wagi krawedzi
sa pamigtanc w tablicy A4 [u, v], u,ve V (4 [u, v] zawiera wage a (u, v)).

Najkrétsze drogi z ustalonego wierzcholka

Wigkszos¢ znanych algorytmow znajdowania odleglosci migdzy dwoma ustalo-
nymi wierzchotkami s, ¢ jest oparta na postgpowaniu, ktére w ogdlnym zarysie
mozna przedstawi¢ nastgpujaco: Majac dang macierz wag krawedzi A [u, v],
u, ve V obliczamy pewne ograniczenia gérne D [v] na odlegtosé od s do wszy-
stkich wierzchotkéw v e V. Za kazdym razem, gdy stwierdzamy, e

D{u]+A4[u,v] < D[v] (3.2)
oszacowanie D [v] polepszamy: D [v] := D [u]+A4 [u, v].

Postgpowanie przerywamy, gdy nie jest mozliwa dalsza poprawa Zadnego
z ograniczeni D [v]. Mozna latwo pokazaé, ze wartosé kazdej ze zmiennych D [v]
jest wtedy réwna d (s, v), odleglosci od s do v. Zauwazmy, Zze aby wyznaczyc
odleglo$¢ od s do t obliczamy tu odlegtosci od s do wszystkich wierzcholkéw
grafu. Nie jest znany Zaden algorytm znajdowania odleglosci migdzy dwoma
ustalonymi wierzchotkami, ktéry bylby w istotny sposéb efektywniejszy od
znanych algorytméw wyznaczania odleglosci od ustalonego wierzchotka do
wszystkich pozostatych.

Opisany przez nas ogdlny schemat postgpowania jest niepelny, gdyz nie
okresla kolejnosei w jakiej wybierane sg wierzchotki 4, v do sprawdzania warun-
‘ku (3.2). Kolejnogé ta ma — jak sie okaze — bardzo istotny wplyw na efektyw-
nos¢ algorytmu. Opiszemy teraz bardziej szczegdlowo metody znajdowania od-
legtosci z ustalonego wierzchotka zwanego Zrédlem — oznaczaé go bedziemy
zawsze przez s — do wszystkich pozostalych wierzcholkéw grafu.

3/1

-l



RIKROTSZE DROGI Z USTALONEGO WIERZCHOLKA

. Podamy najpierw ‘algorytm dla ogélnego przypadku, w ktérym zaktadamy

Wiynie brak cykli o ujemnej dlugosci. Z algorytmem tym wigze si¢ zwykle na-

jiska L. R. Forda [22] i R. E. Bellmana [3].

, LGORYTM 3.2 (Znajdowanie odlegloéci od Zrédla do wszystkich pozostalych
frzchotkéw — metoda Forda-Bellmana)

1 joe:  Graf zorientowany (¥, E) o n wierzchotkach z wyrdéznionym Zréd-

¥ tlem se ¥V,

macierz wag krawedzi A [u, v],u,ve ¥V

(graf nie zawiera cykli ujemnych dlugosci).

@niki: Odleglosci od 7rédla do wszystkich wierzchotkéw grafu: D [v] =

4 =d(s,v), veV.

begin
for ve V do D[v] = A[s,v]; D[s] =
for k:=1 to n—2 do
for ve V\ {s} do
for ue ¥ do D[v] := min(D[v], D[u]+ A[u,v])
end

' wodnimy poprawno$é tego algorytmu. W tym celu oznaczmy przez d(v)
, 0$¢ najkrdtszej sposrdd drég z s do v zawierajacych co najwyzej m krawe-
8 (d(v) = o0, jesli nie istnieje zadna taka droga). Mamy wtedy

d™tO(p) = min {d™(u)+a (u,v):ueV}veV (3.3

nie, dla kazdego ue ¥V mamy oczywiscie d""+V(v) < d™(u)+a (u, v), przy
ym réwnosé wystepuje, gdy u jest przedostatnim wierzchotkiem dowolnej
ikrotszej drogi z s do wv.
Pokazemy teraz, ze jesli przy wejsciu do kolejnej iteracji petli 3

d(s,v) < D[v] < d™(v), dla wszystkich ve V, 3.4

W po zakonczeniu tej iteracji

h d(s,v) <D [U] < dim+ l)fb) dla wszystkich ve V (3.5

&otme zakladajac spetnienie warunku (3.4) i analizujac dzialanie instrukeji
! wierszu 5 widzimy, Ze po zakonczeniu naszej iteracji pgtli 3 mamy

(s, 0) < D[] < min {d™W+a () ue V)

% po uwzglednieniu réwnosci (3.3) daje warunek (3.5).

¥ Zauwazmy, Ze przy wejsciu do petli 3 mamy D [v] = d(v), v € V, zatem

PO wykonaniu n—2 iteracji tej petli d (s, v) < D [v] <4 D(v), ve V. Wystar-

82y teraz pokazad, ze d"~(v) = d (s, v). Tak jest w istocie, gdyz kazda droga

o Wigcej niz n— 1 krawedziach zawiera cykl, ktérego usunigcie nie zwigksza dhu-

.’)ﬁcl drogi (zalozylismy bowiem brak cykli ujemnej dtugosci). Dowéd popraw-
Ci algorytmu jest tym samym zakofczony.
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ZNAJDOWANIE NAJKROTSZYCH DROG W GRAFIE 3/,

Oczywiste jest, ze zlozono$é czasowa algorytmu jest O (r®). Obliczenia
mozemy oczywiscie zakonczyé, gdy wykonanie petli 4 nie powoduje zmia-
ny zadnej sposréd zmiennych D [v], ve V. Moze to nastapi¢ dla k < n—2,
jednak taka modyfikacja algorytmu nie zmienia w istotny sposéb jego zlozonosci.
W przypadku graféw rzadkich (m < n?) wygodnie jest reprezentowa¢ graf przez
listy incydencji PRZED[v], v € V. Po zamianie wiersza 5 na

for u € PRZED[v] do D [v] := min(D[v], D[u]+ A[u, v])

otrzymujemy algorytm o ztozonosci O (nm).

3 3

1
8

3 8 8 838
3

1 co ==

1 4 4 -1
1 4 3 -1
1 4 3 -1

1
2
3

ckpo[d ol o[z ofe] oS
0 3
0
0
0

Rys. 3.1 Dziatanie algorytmu Forda-Beilmana

Dzialanie algorytmu Forda-Bellmana zilustrowano na rys. 3.1 (V =
= {1, ..., 5}, wagi krawedzi s3 podane w nawiasach, petle 4 oraz 5 sa wykonywane
w kolejnosci wzrastajacych numerdw wierzchotkdw).

1t

Przypadek nieujemnych wag— algorytm
Dijkstry

W dwéch waznych przypadkach, a mianowicie gdy wagi wszystkich krawedzi sa
nieyjemne lub graf jest acykliczny, znane sa efektywniejsze algorytmy. Opiszemy
najpierw algorytm dla pierwszego przypadku pochodzacy od Dijkstry [11].
Drugim przypadkiem zajmiemy si¢ w nastepnym punkcie.
ALGORYTM 3.3 (Znajdowanie odleglosci od Zrédla do wszystkich pozostalych
wierzcholkéw w grafie o nieujemnych wagach krawedzi — metoda Dijkstry)
Dane:  Graf zorientowany (¥, E> o wyréznionym #rédle s € V, macierz wag
krawedzi 4 [u, v],u,ve V
(wszystkie wagi sg nieujemne)



B .GORYTM DIJKSTRY

Byniki: Odlegioss od Zrédia do wszystkich wierzehotkow grafu: D[] =
» =d(s,v), veV.

begin
for ve V do D[v] := A[s,v]; D[s] = 0;
T:=V\{s};
while T # & do
begin
u = dowolny wierzcholek r e T taki, ze
D[r] = min{D[p]:peT};
Ti= T\ (u};

for ve T do D[v] := min(D[v], D[u]+A[u,v])
end
' end

zrozumie¢ dzialanie algorytmu pokaZemy, Ze nastgpujacy warunek jest
miennikiem petli 4:

dla kazdego v € V\T D [v] =d (s, v),

dla kazdego v € T D [v] = dlugo$¢ najkrotszej sposrod tych 3.6)
drég z s do v, dla ktorych przedostatni
wierzcholek nalezy do zbioru W\ 7.

o
X,

I@otnie, w wierszu 6 znajdujemy wierzcholek u e T taki, ze warto$é D [u] jest
finimalng (sposréd wszystkich) wartoscia D [7], dla f € T. Pokazemy, ze D [u] =
%4 (s, u). Tak jest w istocie, gdyz jesli najkrétsza droga z s do u ma dlugosé
mhiejsza od D [u], to na mocy drugiej czesci warunku (3.6) jej przedostatni

e
k-

Rys. 3.2 Uzasadnienic algorytmu
Dijkstry

Wierzcholek nalezy do zbioru 7. Niech ¢ bedzie pierwszym wierzchotkiem drogi
lalezacym do zbioru 7. Odcinek poczatkowy z s do ¢ naszej drogi stanowi naj-
k1’6tszag droge z s do ¢, przy czym jej przedostatni wierzcholek nie nalezy do
Zbiory 7. Wobec drugiej czesci warunku (3.6) mamy D [t] =d(s 0.
KoI‘Zystajz;c z zaloZzenia o nieujemnosci wag otrzymujemy

D[t] =d(s,t) <d{(s,u) < D[u]

Whrew zasadzie, zgodnie z ktérg zostal wybrany wierzcholek u.

A
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ZNAJDOWANIE NAJKROTSZYCH DROG W GRAFIE

Tak wigc D [u] = d (s, u) i mozemy, w wierszu 7, usunaé u ze zbioru T
bez naruszenia pierwszej czgéci warunku (3.6). Aby zapewnié spelienie réwnicz
drugiej czgsci tego warunku, naley jeszcze sprawdzi¢ drogi z s do v e T, ktorych
przedostatnim wierzchotkiem jest u, i dokona¢ odpowiedniej aktualizacji zmien-
nych D [v], veT. Tego wlasnie dokonuje petla 8.

Warunek (3.6) jest oczywiscie spelniony przy wejsciu do petli 4. Po zakori-
czeniu dzialania algorytmu mamy T = &, a wiec zgodnie z warunkiem (3.6),
D[v]=d(s,v), veV.

Przechodzimy teraz do oszacowania zlozonosci algorytmu Dijkstry. Petla 4
jest wykonywana n—1 razy, przy czym kazde jej wykonanie wymaga O (n) kro-
kéw: O (n) krokow dla znalezienia wierzchotka 1 w wierszu 6 (zakladamy Ze
zbidr T jest reprezentowany jako lista) oraz O (n) krokéw dla wykonania petli 8.
Ztozonosé algorytmu jest wiec O (n2).

Przez staranniejszy dobdr struktur danych mozna otrzymaé wersj¢ o zio-
2onosci O (m log n). Nalezy w tym celu zbidr T reprezentowaé przez drzewo bi-
narne o wysokosci O (logn) i tej wlasnosci Ze dla dowolnych jego wierzchol-
kow u, v

jesli u jest synem v, to D [u] < D[v] 3.7

(podobna strukture danych stosuje si¢ w algorytmie sortowania Heapsort, por.
poz. [21], [1]). Wierzcholek u, dla ktérego wartosé D [u] jest minimalna, jest
wtedy korzeniem drzewa. Korzefi ten mozemy usunaé w O (log n) krokach za-
chowujac wlasno$¢ zmniejszania si¢ wartosci D [j] na kazdej drodze do ko-
rzenia. Wystarczy przesuna¢ na miejsce korzenia jego syna s o wigkszej (lub
réwnej) wartoéci D [ j], nastepnie na powstate miejsce po s przesunaé syna o wigk-
szej wartosci D [j] itd. Jesli graf reprezentowaé przez listy ZA[u], ueV, to
wiersz 8 mozemy zamieni¢ na

for v € ZA[u] do
if D[u]+ A[u,v] < D[v] then
begin
D[v] := D[u]+ A[u,v];
przesun wierzcholek v drzewie w kierunku korzenia tak, by zachowac
warunek (3.7)
end

Jesli zalozymy istnienie tablicy wskaznikéw do wierzchotkéw naszego drzewa,
to przesuniecie wierzchotka v, o ktérym mowa w tym fragmencie moze by¢ do-
konane w O (log n) krokach. Wystarczy zamieni¢ kolejno v z wierzcholkami
znajdujacymi si¢ bezposrednio nad nim.

Przy takim zmodyfikowanym algorytmie kazda krawedz grafu jest analizo-
wana dokladnie raz, przy czym zwigzane jest z tym O (log n) krokéw na prze-
sunigcie odpowiedniego wierzchotka w drzewie reprezentujacym zbiér 7. Daje
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B w sumie O (mlog n) krokéw. Do tego dochodzi O (n log n) krokéw potrzeb-
bh dla zbudowania naszego drzewa i dla usunigcia z niego n— 1 razy korzenia.
kowita zlozonos$é algorytmu O (m log n) (por. zad. 3.6).
B Nie wiadomo, czy istnieje algorytm, o ztoZzonosci O (m) znajdowania od-
Sosci od ustalonego wierzchotka do wszystkich pozostatych wierzchotkéw
Jfu o nicujemnych wagach wszystkich krawedzi. Mozna pokazaé, Ze istnieje
& C taka, ze zagadnienie to moze dla dowolnego k > 0 byé rozwigzane w cza-
E Ck(m+n'*+1/% (por. poz. [37]).

of1] of2] o[3] ofa] ofs] »[e]
0 ® & e &
0 1 ©® S
<)) 0 ! 3 @
0 1 4 3 @ O
0 1 4 3 5

5

4
3)

R »; 3.3 Dzialanie algorytmu Dijkstry

Dzialanie algorytmu Dijkstry zilustrowano na rys. 3.3 (V = {1, ..., 6}, wagi

Tﬁmlemy sie teraz drugim przypadkiem, w ktorym jest znany algorytm znajdo-
gnia odlegtosci od ustalonego wierzchotka w czasie O (n°) — a mianowicie
bypadkiem, gdy graf jest acykliczny (wagi krawedzi mogg by¢ dowolne). Udo-
kinimy najpierw nastepujgcy lemat:

LiMAT 34
L dowolnym grafie acyklicznym mozemy tak ponumerowac wierzcholki, by
kizda krawedz byla postaci <{v;, v;>, gdzie i < J. n

f Przyklad takiej numeracji pokazano na rys. 3.4.
. Dla dowodu pokazemy algorytm, ktéry taka numeracje¢ konstruuje.

ALGoryTM™ 3.5 (Numerowanie wierzcholkéw grafu acyklicznego)

Dane:  Graf zorientowany acykliczny {V, E) okre$lony przez listy incyden-

: cii ZA [v], ve V.

Wyniki: Dla kazdego wierzcholka ve ¥V numer NR [v] taki, ze dla dowolnej
krawedzi {u, vy € E zachodzi NR[u] < NR[v].
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ZNAJDOWANIE NAJKROTSZYCH DROG W GRAFIE

1  begin
2 for ve V do LIDO[v] := 0;
3 for ueV do
4 for v € ZA[u] do LIDO[v] := LIDO[v]+]1;
(% LIDO[v] = liczba krawedzi dochodzacych do v )
5  STOS:= @;
6 for ve V do
7 if LIDO[v] = 0 then STOS < v;
8

num = 0;
9 while STOS # & do
10 begin u <= STOS ;
11 num == num+1; NR[u] = num;
i2 for ve ZA[u] do
13 begin LIDO[v] := LIDO[v]—1;
14 if LIDO[U] = ( then STOS <=v
15 end
16 end
17 end

Algorytm jest oparty na nastgpujacym prostym fakcie: W dowolnym (niepustym)
grafie acyklicznym istnieje wierzchotek, do ktérego nie dochodzi zadna krawedz.
Aby sie o tym przekonaé wybierzmy dowolny wierzcholek w; grafu, nastgpnie
pewien wierzcholek w, taki, ze w, — w;, nastgpnie wierzcholek w; taki, ze w; —
— w, itd. Po skoniczonej liczbie krokow musimy w ten sposéb dojsé do pewnego
wierzchotka w;, do ktérego nie dochodzi zadna krawedZ, jako Zze na mocy acyk-
liczno$ci zaden wierzcholek nie moze si¢ powtarzaé¢ w ciagu wy, Wi, wa, ... .

W naszym algorytmie wierzcholki, do ktérych nie dochodzi Zadna krawedz,
sa gromadzone na stosie. Wybierany jest, w wierszu 10, szczytowy element u
stosu (méglby to byé dowolny sposrod elementéw znajdujacych si¢ na stosie)
i wierzchotkowi temu nadawany jest najmniejszy sposréd niewykorzystanych
jeszcze numerdw. W ten sposdb gwarantujemy, ze wszystkie krawedzie odcho-
dzace od tego wierzcholka bedg prowadzity do wierzchotkéw o wigkszych nu-
merach. Nastepnie wierzcholek v, wraz z odchodzacymi od niego krawedziami
jest usuwany z grafu. Powoduje to zmniejszenie sig o jeden liczby krawedzi do-
chodzacych do kazdego wierzchotka v takiego, ze u — v — liczba ta pamigtana
jest w LIDO [v]. Jesli dla ktérego$ z wierzchotkéw v liczba ta zostaje zreduko-
wana do zera, to v jest kladziony na stos. Na mocy acyklicznosci grafu i naszych
poprzednich uwag calkowite oproéznienie stosu, powodujace zakonczenie wy-
konywania algorytmu (por. petla 9) nastepuje nie wczesniej niz po nadaniu nu-
merdéw wszystkim wierzchotkom grafu.

Latwo zauwazy€, ze kazda krawedZ jest analizowana przez algorytm raz
w wierszu 4 i raz w wierszu 12. Ztozonosé algorytmu jest wigc O (m) (przypom-



PPOGL W GRAFIE ACYKLICZNYM

imy, Z& W mocy pozostaje zaloZenie m = Q(n) — w przeciwnym razie nale-
&oby napisac¢ O (m+n)).

¥ Wobec algorytmu 3.5 przy opisie algorytmu znajdowania drég w grafie
Sklicznym mozemy zakladaé, ze kazda krawedz prowadzi od wierzchotka
gmnicjszym numerze do wierzchotka o wigkszym numerze.

‘.: oRYTM 3.6 (Znajdowanie odleglosci od 7Zrodila do wszystkich wierzchotkow
& grafie acyklicznym)

kne:  Graf zorientowany <V, E), gdzie V = {vy, ..., v, 1 dla dowolnej kra-
wedzi v, v;> € E mamy i < j. Graf ten okreslony jest przez listy in-
) cydencji PRZED [v], ve V.
yniki: Odlegloéci od v, do wszystkich wierzchotkéw grafu: D [vi] = d (vq, 1),
j i=1,..,n
E
{ begin
b D[v,]=0,
for j:= 2 to n do D[v;]:= o0;
for j:= 2 to n do

for v; e PRZED[v,;] do D[v,] := min(D[v;], D[v/]+A[v,v,])
end

@trudno pokazac, przez indukcj¢ wzgledem j, Ze po wykonaniu petli 4 dla pew-
wartosci j mamy D [vj] =d(vy,v), i =1,2,...,j. Wystarczy skorzysta¢
bktu, iz wszystkie wierzcholki posrednie najkrétszej drogi z v, do v; maja

}’,1 Zlozono$é algorytmu jest oczywiscie O (m), gdyz kazda krawedz (v, v;)
J%t analizowana w wierszu 5 dokladnie raz.

S ¢ (3) 8

Rys. 3.4 Najdluzsza droga w gra-
2 =) 4 fie acyklicznym

Algorytmy 3.5 i 3.6 moga mie¢ zastosowanie przy metodzie planowania
Przedsigwzieé zwanej PERT (Project Evaluation and Review Technique) lub CPM
(Critical Path Method). Metoda ta polega na skonstruowaniu grafu (tzw. sie-
4 PERT lub sieci CPM), ktérego krawedzie odpowiadaja pewnym elementarnym
@adanjom, z ktorych sklada sig przedsiewzigeie, a ich wagi wskazuja na czas
Yotrzebny na wykonanie poszczegélnych zadan. Zakladamy ponadto, ze dla
\dowolnych krawedzi <u, v, {v, t) tego grafu, zadanie reprezentowane przez {u, v)
Wusi byé zakoficzone przed rozpoczeciem zadania reprezentowanego przez

ha Kombinatoryka
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{v,t). Latwo zauwazy¢, Ze taki graf musi byé acykliczny. Naszym zadaniem
Jjest znalezienie najdtuzszej drogi z wierzcholka s odpowiadajacego rozpoczeciu
przedsigwzigcia do wierzchotka ¢ odpowiadajacego jego zakoriczeniu (por. rys.
3.4). Droge taka nazywamy Sciezkq krytyczng. Jej dtugos$é okresla czas potrze-
bny na wykonanie calego przedsigwziecia. Oczywiscie zagadnienie to sprowadza
sic do problemu najkrétszej drogi przez zamiang znaku kazdej wagi a (u, v),
gdzie u — v.

Najkrétsze drogi miedzy wszystkimi parami
wierzchotkéw, domkniecie przechodnie relacji

Zagadnienie wyznaczania odlegto$ci mi¢dzy wszystkimi parami wierzchotkow
mozna oczywiscie rozwigza¢ stosujac n razy — kolejno dla kazdego z wierzchot-
kéw — jedna z opisanych poprzednio metod znajdowania odlegtosci od ustalo-
nego wierzchotka. Otrzymujemy W ten sposob algorytm o zlozonosci O (n%)
(przy wykorzystaniu metody Forda-Bellmana) lub tez O (n?) dla grafow acyklicz-
nych lub nieujemnych wag. Okazuje si¢ jednak, ze w ogélnym przypadku n-krotne
zastosowanie metody Forda-Bellmana nie jest najlepszag metoda. PokaZemy teraz
dwie efektywniejsze metody.

Rozpatrzmy w tym celu graf zorientowany G = (V, E}, gdzie V =
= {vy, ..., v} 1 zalozmy, 2¢ A = [a,;] jest macierza wag (a;; = a (v;, v)). Ozna-
czajac przez df}” dhugo$é najkrétszej drogi z v, do v; 0 co najwyZej m krawedziach
otrzymujemy nastgpujace oczywiste rownania (por. (3.3)):

) 0 jesli i=j
T (38)
jesli 1 % j
A0+ = min {dP +ay: 1 <k <n) (39)

Zauwazmy, Ze rownanie (3.9) wykazuje pewne podobienstwo do definicji ilo-
czynu dwoch macierzy kwadratowych — jesli operacjg min traktowaé jako
,,sume”, operacje ,,+ za$ jako ,,iloczyn”, to macierz [d{™* ] jest ,,iloczynem”
macierzy [dP] i A = [a;;]. Oznaczmy taki ,.iloczyn” dwoch macierzy 4 i B
przez A% B, oraz zauwazmy, Ze elementem jednostkowym przy tej operacji jest
macierz

0 o w..®
o 0 ..
U=jo o0 0 ...©

3

g
3
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KROTSZE DROGI MIEDZY PARAMI WIERZCHOLKOW

[ réwnan (3.8) i (3.9)' wynika teraz latwo, ze [d{{’] = U oraz

T 4 = (. (AxDEA) LDEA) (m =) (3.10)

m razy

5 pze zaj$é jeden z dwu nastgpujacych przypadkow :
k() d=Y = d7i w konsekwencji d{ = d{7~? dla kazdego m = n. Wtedy
oczywiscie d"‘ Y=d(v, v);

(2) di5~ # d. Oznacza to, iz istnieje cykl ujemnej dlugosci.

, zyn A% B dwéch macierzy wymiaru » x n mozemy wyznaczy¢ w czasie O (n®)
b dodawani 1 n—1 pordwnan na kazdy sposrod n? elementéw iloczynu A% B).
Qacierz [d7~ "], a tym samym odlegloéci migdzy wszystkimi parami wierzchol-
fw mozemy zatem obliczy¢ w czasie O (n%).
® Zlozono$¢ takiego algorytmu jest na razie taka sama, jak w przypadku
otnego uzycia algorytmu Forda-Bellmana. Mozemy ja jednak obnizy¢, jesli
ywazymy, ze dziatanie = jest laczne (tzn. (4% B)xC = Ax(BxC), por. zad. 3.8).
ten pozwala na obliczenie iloczynu (3.10) poprzez kolejne podnoszenie ma-
@rzy A do kwadratu i tym samym zastapienie n— 1 mnozen macierzy przez [logn]
@ozen. Otrzymujemy w ten sposob algorytm o zlozonosci O (#® log n) znajdu-
By odleglosci miedzy wszystkimi parami wierzchotkéw w grafie bez cykli ujem-
j diugosci.
2 Jeszcze bardziej efektywny algorytm pochodzi od Warshalla [70] i Floy-
& [20] Idea tego algorytmu jest nastgpujgca: Oznaczmy przez d""’ dlugosci
Otszej sposrod drog z v; do v; o wierzchotkach posrednich w zbiorze
s s Un}e

amy wtedy nastepujace réwnania:

®odY = ay; (3.11)
f dmHy = mindi(j?'), ™ dl),  dlam=0,1, ...,n—1 (3.12)

Uzasadmeme drugiego réwnania jest proste. Rozwazmy najkrdtsza sposrod
dtég z v; do v; o wierzcholkach posrednich w zbiorze {vy, ..., v, Upy}. Jesh
droga ta nie zawiera v,,. 1, to d* ) = d7. Jesli zawiera, to dziclac ja na odcinki
od v, do v,,,, oraz od v, do v; otrzymujemy réwnosé dm+? = I

Réwnania (3.11), (3.12) dajg mozliwos¢ lat\xego obliczenia odleglom

(Ui,b)—d(") 1<, j<n
ALGORYTM 3.7 (Wyznaczanie odleglosci migdzy wszystkimi parami wierzchol-
kéw — metoda Floyda)

Dane: Macierz wag krawedzi 4 [1, ]] 1 <4, j << n grafu zorientowanego bez
cykli o ujemnej dlugoscei.

Wyniki; Qdlegloéci migdzy wszystkimi parami wierzchotkéw: D [i, /] = d (v;, v;)-
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begin

for i:=1 to n do

for j:= 1 to n do D[i,j] = A4[i.j];
for i:=1 to n do D[i,i]:= 0;
for m:=1 to n do

for i:=1 to n do

forj:=1tondo
D[i, j] = min(D[i,j], D[i, m]+ D[m, j])

O 09N W N =

end

Uzasadnienie poprawnosci algorytmu pozostawiamy Czytelnikowi.

Ziozonos¢ tego algorytmu jest oczywiscie O (r®). Warto zauwazy¢, ze taka
sama zlozonos$¢ mial algorytm Forda-Bellmana znajdowania odleglosci od usta-
lonego wierzcholka do wszystkich pozostatych. Cickawe, ze w ogdlnym przypad-
ku (tzn. bez zalozenia o nieujemnosci wag lub o acyklicznosci grafu) nie jest
znany zaden algorytm znajdowania odleglosci migdzy jedna ustalong parg wierz-
cholkéw, ktory bylby istotnie efektywniejszy od algorytmu znajdowania 8dle-
gtodei migdzy wszystkimi parami.

Scisle zwigzane z problemem obliczania najkrétszych drég w grafie jest za-
gadnienie domknigcia przechodniego relacji binarnej. Przypomnijmy, Ze przez
relacjg binarng na zbiorze V rozumiemy dowolny podzbiér E = ¥V x V. Relacja
taka jest przechodnia jesli speinia warunek

jesti {x,y> e Ei{y,zyekE, to (x,z)ek

dla dowolnych x, y, z e E. Zauwazmy, Ze relacj¢ binarng £ < V' X ¥ mozna re-
prezentowaé jednoznacznie przez graf zorientowany G = (¥, E). Dla dowolnej
takiej relacji okre§lamy
E* = {{x,y): istnieje w (¥, E) droga o niezerowej dtugosci od x do y}.
Nietrudno zauwazy¢, ze £ jest relacja przechodnia na zbiorze V, oraz E ¢ E*.
Co wigcej, E jest najmniejsza relacja przechodnig zawierajaca E, tzn. dla dowolnej
relacji przechodniej ¥ =2 E mamy E* < F. Relacje E* nazywamy domknigciem
przechodnim relacji E.
Jedli relacje E reprezentowac przez graf (¥, E>, w ktérym kazda krawedz
ma wage 1, to domkniecie przechodnie E* mozemy wyznaczyé w czasie O (n*)
przez algorytm 3.7; po wykonaniu tego algorytmu mamy
o v;5e E¥ < DI, j] <o
W przypadku obliczania domknigcia przechodniego wygodnie jest przyjaé
0 gdy <v;, v,> ¢ E (zamiast o)
Alij] = ! (3.13)
1 gdy <Uiﬂ U.I> ek
Wiersz 7 algorytmu 3.7 moZemy wdwcezas zmieni¢ na

D[i,j]1:==DI[i,j]v (D[i,m] A D[m,j])

s/1.
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ie v i A s3 zwyklymi dzialaniami boolowskimi:

(e RN o]

01
01
11

-0 >

1
l
|

:';;4. wykonaniu tak zmodyfikowanego algorytmu (pochodzi on od Warshalla [70])
Wmamy oczywiscie

LU jesli oy vy) € EX
DLILT=\o  jesti <oy, 0, ¢ E*

arto tu zaznaczy¢, ze jest znany algorytm znajdowania domknigcia przechod-
fego efektywniejszy od algorytmu Warshalla (por. [53]). Wykorzystuje on
"‘;iqzek tego problemu z mnoZeniem macierzy omdwiony na poczatku tego
nktu, ktéry dla macierzy A okreSlonej przez (3.13) prowadzi do zwyklego
,oZenia macierzy boolowskich zgodnie ze wzorem

cij = V (au A byy)
k=

azuje si¢ (por. poz. [64]), ze takiego mnoZenia mozna dokona¢ w czasie
;'ﬂ(n‘°97)*, co daje algorytm znajdowania domknigcia przechodniego o zloZo-

mnozenia macierzy w czasie O (n'°97) jest do$¢ skomplikowana, i w konse-
vencji ujawnia swa wyzszo$¢ nad zwykla ,,szkolna” metoda dopiero przy bar-
&0 duzych wartosciach n. W praktyce najefektywniejszy okazuje si¢ zwykle
éﬁpowiednio zaprogramowany algorytm Warshalla (por. poz. [65] oraz zad. 3.9).
% Innym sposobem znajdowania domknigcia przechodniego relacji E jest
ghstosowanie przeszukiwania w glab (lub wszerz) grafu (V, E). Sposéb ten jest
8zczegolnie korzystny, gdy relacja E jest symetryczna — domknigcie przechodnie
Jest wtedy oczywiscie wyznaczone przez podzial na skladowe spojne, w grafie
Riezorientowanym wyznaczonym przez E, i moze byé otrzymane w czasie O (m-+n).
Szczeg oty pozostawiamy Czytelnikowi (por. zad. 3.12).

Zadania

3.1 Niech G = (V, E> bedzic dowolnym grafem zorientowanym. Ustalmy pe-
wien wierzcholek s € V, dodajmy nowy wierzchotek ¢, zamienmy kazda kra-
wedz (v, s> € E na krawedz {v, t> oraz przyporzadkujmy kazdej krawedzi

otrzymanego grafu wage — 1. Udowodnij, ze najkrotsza droga elementarna
z s do t ma dlugoé¢ — n wtedy i tylko wtedy, gdy w G istnieje cyk! Hamiltona.

* Wyktadnik log 7 moze by¢ jeszcze trochg zmniejszony (patrz poz. [55]).

/117

3.6




ZNAJDOWANIE NAJKROTSZYCH DROG W GRAFIE

3.2 Zmodyfikuj algorytm 3.1 tak, by wyznaczal on

33

34

3.7
3.8

3.9

o B T ~ VS I S R

(a) najkrétsza droge elementarng z s do ¢;

(b) wszystkie najkrétsze drogi elementarne z s do ¢,

przy zatozeniu, iz graf nie zawiera cykli o dlugosci ujemnej (moze zawieraé
cykle zerowej dlugosci). Przeprowadz analize zaproponowanych algorytmow.
Zmodyfikuj algorytmy 3.2, 3.3 i 3.6 w taki sposdb, by wyznaczaly one naj-
krotsze drogi z s do wszystkich pozostalych wierzchotkow, bez wykorzystania
algorytmu 3.1.

Wskazéwka: Nalezy dla kazdego wierzchotka v € ¥ pamigtaé i uaktualnia¢
w czasie dzialania algorytmu wierzcholek PRE [v] taki, ze

D[v] = D[PRE [v]]+A [PRE [v],v]
Czy mozna warunki (3.4) i (3.5) zastapi¢ réwnosciami
D [v] = d™(v), D [v] = d™*(v)?
Udowodnij, ze w grafie bez cykli o niedodatniej dlugosci, réwnania
d(s,s) =0
d(s,v) = min {d (s, u)+a (u,v):ue V\{v}}

wyznaczaja jednoznacznie odleglosci d (s, v), ve V. Pokaz przyklad grafu
o cyklu dtugosci 0, dla ktérego ten uklad rownan ma nieskonczenie wiele
rozwigzan.

Uzupelnij szczegdly opisu i analizy wersji algorytmu Dijkstry o zlozo-
nosci O (m log n).

Wyznacz najkrétsza droge z s do ¢ dla grafu z rys. 3.4.

Udowodnij, 2e dzialanie % okreslone na macierzach kwadratowych A4 =
= [a,;]. B =[b;;] wymiaru n x n wzorem 4 x B = [¢,;], gdzie ¢;; =
= min {ay+by;: 1 <k <n} jest taczne.

Udowodnij, ze nast¢pujaca modyfikacja algorytinu Warshalla wyznacza
domknigcie przechodnie relacji [65]:

begin (x relacja E okre§lona przez macierz 4, por. (3.13) %)
for m:=1 to n do
for i:=1 to n do
if A[i,m] =1 then
for j:=1to n do A[i,j]:= A[i,j]v A[m. ]
end (& A[i,j] = 1< (v, ;)€ E¥ %)

Zalézmy, Ze wiersz macierzy A miedci si¢ w stowie maszynowym, i Ze petle 5
traktujemy jako jedna operacj¢ elementarng (dodanie logiczne m-tego wier-
sza do j-tego).

Jaka jest wtedy zloZono$¢ algorytmu?

3.10 Zmodyfikuj algorytm Floyda tak, by oprocz odlegtosci D [i, j] wyznaczal

macierz M [i, j], gdzie M [i,;] jest maksymalnym numerem wierzchotka
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pewnej najkrétszej drogi z v, do v; (M [i, 7] = 0, jesli ta droga nie zawiera
t  wierzcholkéw posérednich). Udowodnij, Ze procedura rekurencyjna
¥ procedure PISZDROGE(, );
" begin
if M[i,j] =0 then if i = j then write(i)
else write(i, j)

else begin
PISZDROGE(i, M[i, j]);
PISZDROGE(MTi, ], /)
end
end

wypisuje najkrotsza droge z v; do v; w czasie O (n). Podaj wersj¢ niereku-
. rencyjng tej procedury.

Bl 1 Przez przepustowosé drogi rozumiemy minimalng wage krawedzi tej drogi.
t  Podaj algorytm wyznaczajacy maksymalne przepustowoéci drég migdzy:
£ (a) ustalona parg wierzchotkéw; (b) wszystkimi parami wierzchotk6w.
82 Na podstawie techniki przeszukiwania w giab podaj algorytm znajdujacy
. domkniecie przechodnie dowolnej relacji £ < V x V w czasie O (n>+nm)
oraz algorytm o zlozonoéci O (n?) dla relacji symetrycznych.




Przeplywy w sieciach 1 zagadnienia 4
pokrewne

_4.‘..

Maksymalny przeplyw w sieci

Przez sied rozumieé bedziemy pare S = <G, ¢), gdzie G = {V, E) jest dowolnym
grafem zorientowanym, a c¢: E — R jest funkcja, ktéra kazdej krawedzi (u, v)
przyporzadkowuje nieujemna liczbe rzeczywista ¢ (v, v) zwana przepustowosciq
tej krawedzi. Zbiory V, E nazywamy odpowiednio zbiorem wierzcholkéw i zbio-
rem krawedzi sieci S.

Dla dowolnej funkcji

fiE-R @.1)

i dowclnego wierzchotka v sieci S rozwazmy wielkosé

. \7

Divivy = -, f(v,u)— Z fu, v)

Jesli f(u, v) interpretujemy jako przepltyw z u do v, to wielkod¢ Div,(v) okresla
,»1108¢ przeplywu netto” wyplywajacego z wierzchotka v. Wielko$¢ ta moze by¢
dodatnia (jesli z wierzchotka v wiecej wyptywa niz do niego wplywa), ujemna
(jesli wigcej do wierzchotka wplywa niz z niego wyplywa, tzn. nast¢puje ,,akumu-
lacja” przptywu w wierzchotku v) Iub rowna zeru. Ten ostatni przypadek bedzie
nas najbardziej interesowaé. Wyrdznijmy w naszej sieci dwa wierzcholki, Zrddio s
i ujscie t (s # t). Przez przeplyw z s do ¢ w sieci S bedziemy rozumie¢ dowolna
funkcje postaci (4.1) spetniajaca warunki

0 <f(u,v) < c(u,v) dla kazdego {u,v) e E (4.2)
oraz

Div(r) =0 dla kazdego veV - {s, 1} 4.3)
Wielkos¢

W(f) = Div(s)

nazywamy wartoSciq przeplywu f.




AAKSYMALNY PRZEPLYW W SIECI

Zgodnie z poprzednio opisanymi intuicjami mamy tu do czynienia z prze-
jlywem, ktory nie powstaje ani nie jest akumulowany w zadnym z wierzchotkéw
sznym od s, ¢, oraz spelnia warunek moéwiacy, iz przez krawedz {u, v> mozemy
Brzestaé co najwyzej ¢ (u, v) jednostek przeptywu. Przeplyw taki moze opisywaé
pchowanie si¢ gazu lub cieczy w rurociagu, strumieni samochodéw w sieci
futostrad, przesylanie towaréw droga kolejowa (bez magazynowania ich na
".ﬂz cjach posrednich), przesylanie informacji w sieci informacyjnej itp.

k. Interesowaé nas bedzie glownie znalezienie maksymalnego przepltywu
®&7n. przeplywu o maksymalnej wartosci) w danej sieci. Udowodnimy najpierw
®are prostych i intuicyjnie oczywistych faktéw. Przez przekrdj P (A) sieci S od-
jowiadajacy podzbiorowi 4 < V(4 # &, A # V) rozumiemy zbiér krawe-
i (u, v) € E takich, ze ue A i ve V\ 4, tzn.

L P(A) =En(@x(N\4)

a dowolnego przeptywu f'w sieci S, przeplyw przez przekro6j P (A) definiujemy
¥ naturalny sposéb:

F(4, VN A) = ;; 5@

VAT 4.1
' li sed, te V\ 4, to dla dowolnego przeplywu f z s do ¢

§ W) = f(LVNAD-f\4, 4) (4.4)
BowSD

umujmy réwnania Div(v) = 0 (por. (4.3)) dla wszystkich ve 4. Suma ta
klada sic z pewnej liczby skladnikéw f(u, v), opatrzonych znakiem plus lub
Binus, gdzie co najmniej jeden z wierzchotkow w, v nalezy do zbioru A. Jeéli oba
'ierzcholki naleza do A, to f(u, v) wystepuje ze znakiem plus w Div(u) i ze zna-
pem minus w Div,(v) (i nie wystepuje w wyrazeniu Divy(r) dla zadnego r réz-
Bego od u i v), co w sumie daje 0. Kazdy ze skladnikow f(u, v), ue 4, ve V\ 4
wystepuje dokladnie raz — ze znakiem plus — w Divy(u), co daje w sumie
F(4, ™\ A4). Podobnie skladniki f(u, v), ue ¥\ 4, ve A odpowiedzialne sa za
tktadnik — S(V\ A4, A) w (4.4). Z drugiej strony nasza suma jest réwna Div(s) =
= W (f), jako ze Div,(v) = 0 dla kazdego v e A\ {s}. [}
Przyjmujac 4 = V\{¢}, z lematu 4.1 otrzymujemy w szczegdélnosci

Divg(s) = W(f) = fOV[t}, {e)) - f({t}, VN {tD) =
, = —(f({t}, VNLD -t} 1)) = —Div(t)
to wyraza intuicyjny fakt, iz do ujscia wplywa dokladnie tyle przeplywu, ile
wyplywa ze Zrddla. Ogolnie, lemat 4.1 méwi, ze globalng ilo$¢ przeptywu mozemy
Mierzy¢ w dowolnym przekroju oddzielajacym s od .

Zdefiniujmy przepustowosé przekroju P (A) nastepujgco:

c(4, V\A) = 2 c(e)

e€P(A)

|
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Przez minimalny przekrdj migdzy s i t bedziemy rozumieé dowolny przekrdj P (A4),
s€A, te Y\ 4 o minimalnej przepustowosci.

Jednym z podstawowych faktéw teorii przeplywu w sieciach jest klasyczne
twierdzenie o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju.
TwierDZENEE 4.2 (Ford i Fulkerson[23]).

Wartosé kazdego przepltywu z s do ¢ nie przekracza przepustowosci minimalnego
przekroju miedzy s i ¢, przy czym istnieje przeplyw osiagajacy t¢ wartosc.
Dowép

Niech P (4) bedzie minimalnym przekrojem. Na mocy lematu 4.1 dla dowolnego
przeplywu f mamy

W(f) = f(4, V\A)~f(V\4, A) < f(4,V\4) =
=D fO< Y @ =cld N4 (4.5)
e€P(A) e€P(A)

Istnienie przeplywu, dla ktérego powyzsza nieréwnos$¢ przechodzi w réwnosé
(przeplyw taki jest oczywiscie maksymalny) jest faktem nieco glgbszym. Otrzy-
mamy go jako wniosek z analizy algorytmu przedstawionego w nastgpnym
punkcie. ]

Wszystkie znane algorytmy znajdowania maksymalnego przeptywu polegaja
na kolejnym zwigkszaniu przeptywu, przy czym modyfikacja przeplywu zwicksza-
Jjaca jego warto$¢ opiera si¢ najczesciej na tzw. technice Sciezek rozszerzajqcych.

Powiemy, Ze krawedz e sieci S jest uzyteczna z u do v wzglegdem przeplywu f,
jesli

e =<u,v) i fle) < c(e) (4.6)
Iub

e =<{v,uy i fey>0 4.7)
W zaleznosci od tego, czy speiniony jest pierwszy czy drugi z powyzszych warun-
kéw, méwimy odpowiednio o zgodnej lub przeciwnej krawegdzi uzytecznej z u do v.
Sciezkq rozszerzajqcq (dlugosci 1) dla danego przeplywu f z s do t nazywamy
dowolny naprzemienny ciag (parami réznych) wierzchotkéw i krawedzi

Vgs €1, Vg, €2, Uay ooy Uy g, €1, Uy 4.8)
taki, 7ze vy = 5, v; = t oraz dla kazdego i <{ [ krawedzZ e; jest uzyteczna z v;_,
do v; wzgledem przeplywu f.

Znajomos¢ sciezki rozszerzajacej postaci (4.8) pozwala na latwe zwigkszenie
wartosci przeptywu f o wielkosé

6 =min{d(e): 1 <i<I}
gdzie
| cle)—f(e) jesli krawedz e; jest zgodna
A(e) = | f(en jesli krawedz e, jest przeciwna

Wystarczy w tym celu zwigkszy¢ o & przeplyw w kazdej zgodnej krawedzi e;:

J'(e) = f(e)+d
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baz zmniejszyé przepiyw o 6 w kazdej przeciwnej krawedzi e;:

fe) = f(e)—o

okreslona funkcja f” (przyjmijmy f'(e) = f(¢) dla krawedzi e nie nalezacych
b sciezki (4.8)) jest przeplywem. Istotnie, modyfikacja wartosci Divy(v,), 1 <
i <</ — 1 polega na zwigkszeniu jej o warto$¢ 6 zwiazana ze zmiang przeply-
b w e, oraz zmniejszeniu o warto$é & zwiazana ze zmiana przeplywu w e; —
Bt tak niezaleznie od typu krawedzi e;, €,,;. W sumie te zmiany kompensuja
k. i w rezultacie Div (v)) = Divg(v;) = 0(1 <i<1I— 1). Spelniony jest réwnieZ
arunck 0 < f'(e) < c(e) dla kazdej krawedzi e. Wartos¢ przeplywu zwigksza
k. natomiast o &:

W(f') = Divs(s) = Div{(s)+06 = W (f)+6

3. es zwigkszania przeptywu wzdtuz sciezki rozszerzajacej pokazano na rys. 4.1.
bry kazdej krawedzi e podano przeplyw w tej krawedzi £ (e) oraz — w nawiasie —
Wzepustowosé ¢ (e). Nasza Sciezka rozszerzajaca ma postaé

V1, (U1, V3D, U3, {2,935 V25 {Vs, V27, Vs, {Vs, Vs, Ve, {V7, Vs, V7, {7, Vg, Ug

) daje zwigkszenie przeptywu o § = 4 (vs, v6) = 1, z 10 do 11.

1 6(6)
V
3 Vs / ‘4 Vg
hd
/ 02 i ()
AN
a2 4(5) :O<3>
6(8) | SN
609 |
f
t
3 ~ . ¥ -
vg 100103 v 4(4)

3(5))

79

Rys. 4.1 Zwiekszanie przeptywu wzdtuz $ciezki naprzemienne;j:
ia) przed modyfikacja
Ab) po modyfikacji

3

&
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TWIERDZENIE 4.3
Nastepujace trzy warunki sa réwnowazne:
(a) Przeplyw z s do ¢ jest maksymalny.
(b) Nie istnieje sciezka rozszerzajaca dla f.
©) W({) =c(4,V\4) dla pewnego 4 < V takiego, ze se A, t¢ A.

Dowép

(a)= (b) Jesli przeplyw jest maksymalny, to oczywiscie nie istnieje dla niego
§ciezka rozszerzajaca, jako Ze istnienie takiej $ciezki umozliwialoby zwigkszenie
przeplywu.

(b) = (c) Przypu$émy, ze dla pewnego przeplywu f nie istnieje $ciezka roz-
szerzajaca. Okreslmy zbior 4 < ¥V jako zbidr tych wierzchotkéw v, dla ktorych
istnieje sciezka

Vo €1, U1, €2, Uay ooy Uk 15 €5 Ug

taka, ze k =0, vy = 5, v, = v, oraz e; jest krawedzia uzyteczna z v;_, do v,
1 < i < k. Oczywiécie s € A, natomiast ¢ ¢ 4, gdyz oznaczatoby to istnienie $ciez-
ki rozszerzajacej dla f. Rozwazmy przekr6j P (4). Dla kazdej krawedzi e € P (4)
musi by¢ f(e) = ¢ (e), zgodnie z definicja zbioru 4 (por. warunek (4.6)), tak
wiec (4, V\4) = c (4, V\ 4). Korzystajac znéw z definicji zbioru A4, otrzymu-
jemy w podobny sposob f(V\ 4, A) = 0 (por. warunek (4.7)). Na mocy lematu 4.1
wnioskujemy stad, ze

W) =FfAVND=FV N4, 4) = c (4, V\4)

(¢) = (a) wynika z udowodnionego juz faktu, iz warta$é¢ dowolnego prze-
plywu nie przekracza c (4, ¥\ 4), por. (4.5). [

Nietrudno sprawdzié, Ze przepltyw z rysunku 4.1b jest maksymalny. Przekrdj
.nasycony” P (4) wystgpujacy w dowodzie twierdzenia 4.3 jest wyznaczony
przez A = {v;, v, v3, Us}.

Do wywnioskowania twierdzenia o maksymalnym przeplywie i minimalnym
przekroju z twierdzenia 4.3 brakuje nam jeszcze pewnego, dos¢ subtelnego
szczegdtu. (Zachgcamy Czytelnika do zastanowienia sig jakiego, przed przysta-
pieniem do dalszego czytania). Otoz brakujacym faktem jest po prostu istnienie
przepltywu maksymalnego w dowolnej sieci. Innymi stowy nalezy pokazaé, ze
nie jest mozliwa sytuacja, w ktérej na przyklad istnieje dla kazdego & > 0 prze-
plyw o wartosci przekraczajacej 7 — ¢, lecz nie istnieje przeplyw o wartosci row-
nej 7 (warto zauwazy¢, Ze podobny problem dla minimalnego przekroju nie
istnieje — liczba réznych przekrojéw, w odrédznieniu od liczby roznych przepty-
woéw, jest skomficzona). Ten prosty fakt — bedacy w gruncie rzeczy wnioskiem
z nieostrosci nieréwnosci w warunku (4.2) — mozna udowodni¢ na wiele spo-
sobéw. My udowodnimy go w nastgpnym punkcie przez rozwazenie pewnego
algorytmu znajdowania maksymalnego przeplywu.
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pIgorytm znajdowania maksymalnego
rzeptywu

bzwazania z poprzedniego paragrafu sugeruja ideg nastepujacego prostego
rytmu znajdowania maksymalnego przeplywun: Startujac od dowolnego
Pzeptywu (np. f(e) = 0 dla kazdej krawedzi e € E) poszukujemy $ciezek roz-
’ zajacych i zwigkszamy wzdiuz nich aktualny przeplyw.

Powstaja tu jednak dwa pytania. Po pierwsze, czy taki algorytm zakonczy
boje dzialanie po skoficzonej liczbie krokéw, oraz po drugie, czy otrzymany
zeplyw bedzie maksymalny. OdpowiedZ na drugie pytanie — przy zalozeniu, ze
borytm po skoficzonej liczbie krokéw zatrzyma si¢ z braku dalszych $ciezek
zszerzajacych — jest twierdzaca, co wynika bezposrednio z twierdzenia 4.3.
ptomiast Ford i Fulkerson w pracy [23] dali, w pewnym sensie, negatywna odpo-
na pierwsze pytanie. Pokazali oni mianowicie przyklad sieci, w ktdrej
Jozna tak ,,zlodliwie” dobiera¢ kolejne rozwazane $ciezki rozszerzajgce, Ze
foces nigdy si¢ nie konczy, co wigcej, wartosé przepltywu jest przez caly czas
_ iejsza od jednej czwartej wartosci przeplywu maksymalnego.

Edmonds i Karp (por. poz. [17]) pokazali, Ze jeéli aktualny przeplyw zwigk-
mmy zawsze wzdhuz najkrotszej $ciezki rozszerzajacej, to maksymalny przeptyw
"agany jest po uzyciu co najwyzej mn/2 iciezek (jak zwykle n = |V|, m = |E|).
palezienie najkrotszej $ciezki latwo zrealizowaé przez algorytm analogiczny do
fzeszukiwania wszerz (por. p. 2.3). Moéwiac doktadniej, startujac ze zrodia s
izeszukujemy wszerz graf G, ztozony z krawedzi {u, v) takich, Ze istnieje w na-
sieci krawedz uzyteczna z u do v wzgledem aktualnego przeplywu f, az do
jomentu osiaggnigcia ujécia f. Znaleziona przez ten proces najkrétsza droga z s
o  odpowiada oczywiscie najkrétszej Sciezce rozszerzajacej z s do ¢ w naszej sieci.
$iorac pod uwage fakt, Zze procesu przeszukiwania wszerz mozemy dokonad
g czasic O (m+n), ztozonosé calego algorytmu znajdowania maksymalnego prze-
Bywu mozemy oszacowaé jako O (mn (m-+n)). Nie bedziemy sie tu blizej zaj-
owaé tym algorytmem, jako ze w dalszej czesci tego paragrafu pokazemy efek-
whiejsza metodeg, o zlozonosci O (1)

Ciekawa technike zastosowal do znajdowania maksymalnego przeplywu
Pinic w pracy [13]. Polega ona na konstruowaniu pewnej pomocniczej sieci
Qcyklicznej (tzn. o grafie nie zawierajacym cykli), ktorej struktura doktadnie od-
?Wierciedla wszystkie najkrotsze $ciezki rozszerzajace z s do ¢ wzgledem aktual-
?ego przeplywu f. Sie¢ taka — oznaczmy ja przez S, — konstruujemy przez
Przeszukiwanie wszerz wspomnianego juz grafu G, o krawedziach okreslonych
Przez istnienie w naszej sieci uzytecznych krawedzi wzgledem przeptywu f. Sie¢ S
/Zflwiera zrédto s, ujscie ¢, oraz krawedzie grafu G, postaci {u, v}, gdzie u znajduje
8i¢ w odleglosci d, a v w odlegtosci d+1 od s, przy czym 0 << d < I, a ] jest dlu-
gosciq sieci Sy, tzn. odlegtoicia od s do t w grafie G,. Przepustowos¢ c,(u, v)
kreslamy jako ¢ (u, v) — f(u, v) lub £ (v, u), w zaleznosci od tego, czy krawedz
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{u, v) reprezentuje krawedZ zgodng czy przeciwna (lub sume tych wartosci, jesli
istnieje jednoczesnie zgodna i przeciwna krawedZ uzyteczna z u do v).
Ponizej przedstawiono procedur¢ PSA konstruujaca sieé S;. Oryginalna
sie¢ S jest dana przez listy incydencji Z4 [v], PRZED [v], v € V, oraz przez tablicg
przepustowosci krawedzi C [u, v], u, v € V, natomiast aktualny przeplyw f okre-
slony jest przez tablicg F [u, v], u, v € V. Zmienne odnoszace si¢ do konstruowa-
nej sieci pomocniczej S, odréznione sa od zmiennych odnoszacych si¢ do ory-
ginalnej sieci S przez pierwsza literg X: mamy zbiér wierzchotkow XV, listy
incydencji XZA [v], XPRZED [v], ve XV, oraz tablice przepustowosci i prze-
plywow XC i XF. Odlegloéé wierzchotka od zrédla w sieci S; pamigtana jest
w tablicy O DL. Struktura procedury PS4 jest nastgpujaca: Po inicjalizacji w wier-
szach 3 + 7 nastgpuje przeszukiwanie wszerz grafu Gy, poczynajac od Zrédia s
(p. gldéwna petla w wierszu 9). Kolejno odwiedzane w procesie przeszukiwania
wierzcholki v sa umieszczane w kolejce (p. wiersze 13 i 21), kazdy wierzcholek u
pobierany z kolejki (wiersz 10) wykorzystywany jest natomiast w dwoch petlach
(p. wiersze 11 i 19). Pierwsza z nich przeszukuje zgodne krawedzie uzyteczne {u, v),
druga za$ przeciwne krawedzie uzyteczne (v, u). Zauwazmy, Ze sie¢ moze za-
wiera¢ jednocze$nie zgodna krawedz uzyteczng {w, v) oraz przeciwng krawedz
uzyteczng <v, uy. Krawedz {u, v> wlaczana do S, ma wtedy przepustowosé
rowna sumie przepustowosci wnoszonych przez te krawedzie (por. wiersze 23 i 27).

A
I procedure PSA; (% konstruowanie pomocniczej sieci acyklicznej Sy ;
zmienne V, XV, PRZED, ZA, XPRZED, XZA, ODL, C, F, XC, XF, s, t sa
globalne *)
begin
for ue V do (% inicjalizacja *)
begin ODL[u] := co; XPRZED[u] := @; XZA[u] = O;
for ve ¥V do XClu,v] := 0;
for ve V do XF[u,v]:= 0 (* inicjalizacja przeplywu zerowego *)
end;
KOLEJKA := @; XV := @; ODL[s] = 0;
(* przeszukiwanie wszerz rozpoczynajac od zrédia s *)
9 KOLEJKA < s;
10 while KOLEJKA #+ & do

P~ N AW

11 begin u <= KOLEJKA; XV := XV U {u};
12 for v eZA[u] do (% przeszukiwanie krawedzi zgodnych )
13 it (ODL[u] < ODL{v] < ODL[t]) and (F[u,v] < C[u,v]) then
14 begin if ODL[v] = co then KOLEJKA <v; (% v nowy %)
15 ODL[v] == ODL[u]+1;
(x dodaj (u,v) do sieci S, *)
16 XZA[u] :== XZA[u] U {v};
17 XPRZED[v] :== XPRZED[v] L {u};

18 XClu,v] := Clu,v]—F[u,v]
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end;
for ve PRZED[u] do (% przeszukiwanie krawedzi przeciwnych *)
if (ODL[u] < ODE[v] < ODL[t]) and (F[v, u] > 0) then
begin if ODL[v] = co then KOLEJKA < v; (* nowy %)
ODL[v] := ODL[u]+1;
if XC[u,v] = 0 then (% dodaj (u,v> do sieci S; %)
begin XZA[u] := XZA[u] U {v};
XPRZED[v] :== XPRZED[v] u {u}
end;
XClu,v] == XC[u,v]+F[v, u]
end
end
end

Riech po zakonczeniu dzialania procedury, O DL [t] =1 Jeslil = oo, to oznacza
iZ w naszym procesie nie osiagneli$my ujscia ¢, tzn. nie istnicje w naszej sieci
Ficzka rozszerzajaca z s do ¢. Na mocy twierdzenia 4.3 aktualny przeplyw w sie-
i S jest maksymalny. Jesli / < oo, to najkrotsza $ciezka rozszerzajaca z s do ¢
pa diugosé /, co wigcej, latwo zauwazyé, ze drogi z s do ¢ w sieci pomocniczej
gdpowiadaja wzajemnie jednoznacznie $ciezkom rozszerzajacym dlugosei [
t oryginalnej sieci ($cisle rzecz biorgc, niektore z tych ,,Sciezek rozszerzajacych”
poga uzywac jednocze$nie zgodnej i przeciwnej krawedzi uzytecznej z u do v).
arto zauwazy¢, Zze po osiagnigciu ujécia, gdy ODL [¢] < o0, nowo napotkane
hierzcholki nie sa juz rozwazane w procedurze PSA (p. warunki w wierszach
3 i 21) — zaden taki wierzcholek, znajdujac si¢ w odleglosci ! od s, nie moze
byé wierzchotkiem drogi dtugosci / z s do t.

Nietrudno oszacowaé ziozonosé procedury PSA. Kazdy wierzcholek v
Best umieszczany w kolejce i zdejmowany z niej co najwyzej raz. Kazda krawedz
gncydentna z v jest analizowana dokladnie raz (w petli 12 lub 20), przy czym
Piczba krokéw dla kazdej takiej krawedzi jest ograniczona przez stalg. Catkowita
Ficzba krokow jest wiec rzedu n+m, co jest zdominowane przez n? krokéw ini-
Xjalizacji tablic XC i XF (wiersze 5, 6). Pomocnicza sie¢ acykliczna mozna
Wwicc skonstruowa¢ w czasie O (n?) (kosztownej inicjalizacji tablic XC i XF
;boina by unikngé, lecz zastosowanie takiej zmodyfikowanej procedury o zlo-
®onosci O (n+m) niec zmienitoby oszacowania O (n®) dla calego algorytmu znaj-
Kowania maksymalnego przepltywu).

Istota pomystu Dinica polega na rozbiciu procesu zwigkszania przeptywu
§Wzd1uz $ciezek rozszerzajacych na fazy, odpowiadajace wykorzystaniu naj-
;,krétszych $ciezek okreslonej diugosci. Faza rozpoczyna sig skonstruowaniem
égI)Omocniczej sieci acyklicznej, nastgpnie w sieci pomocniczej jest znajdowany
§tZW przeptyw pseudomaksymalny. Przez przepiyw pseudomaksymalny w sieci Sy
idhugoscei /, nazywamy dowolny przeplyw f* w S, taki, Ze nie istnieje w S Sciezka
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rozszerzajaca dlugosci ! wzglgdem przeplywu f*; innymi stowy, dla dowolnej
drogi z s do t w S, okreSlonej przez ciag wierzcholkéw

Vo, V1, .5 Uy (Vg =5,0" =1)

istnieje krawedz {v;, v;,4),0 <<i < [ taka, Ze f* (v, v,41) = ¢ (v;, V14 1). Prze-
plyw pseudomaksymalny jest nastgpnie ,,przenoszony” z sieci pomocniczej do
sieci oryginalnej: przeplyw f*(u, v) dodawany jest do f(u, v), a jesli powoduje
to przekroczenie przepustowosci ¢ (v, v) — ta ,,nadwyzka” jest likwidowana oraz
uwzgledniana przez odpowiednie zmniejszenie przeplywu f (v, u) (w taki sposob
efektem naszej modyfikacji jest zawsze zwigkszenie Div,(u) o f*(u, v) i zmniej-
szenie Divy(v) o f*(u, v)). Nietrudno sprawdzié, ze taka modyfikacja przeptywu f,
dokonana dla wszystkich krawedzi {u, v) sieci pomocniczej, okresla pewien nowy
przepltyw f' taki, ze W (f') = W(f)+ W (f*). Fazg uwazamy za zakonczona.
Metoda Dinica polega na wykonywaniu kolejnych faz, rozpoczynajac od prze-
ptywu zerowego, az do momentu, gdy przeplyw w naszej sieci jest maksymalny.

Pokazano to na rysunku 4.2 (jak zwykle, przy kazdej krawedzi pokazano
przeptyw w tej krawedzi oraz, w nawiasie, jej przepustowo$é). Startujac od prze-
plywu zerowego f, w sieci 5, otrzymujemy pomocnicza sie¢ acykliczna S,o
(rys. 4.2b). Znajdujemy w niej przeptyw pseudomaksymalny {metoda efektywnego

a) V2 b)

V3 2¢2) Ve 242

s=y,
] \
Y 0
22N 9D 0€2> A/1C1)
1D

v

t=v7

s 2 Vv

c)
Faza 2
3
4
v o] ¢ v
) 5 J 4
2(2) 20 22 2(2) 2 Faza 3
s=v1.-—9———0——>———0——-—*>—-0————>——e———>-—-0t=v7
V5 V4 V3 Vé . sf
2

Rys. 4.2 (a) Sie¢ S i przeptyw maksymalny w tej sieci.
(b), (c) Pomocnicze sieci acykliczne odpowiadajace kolejnym fazom algorytmu Dinica,
wraz z zaznaczonymi przeplywami pseudomaksymalnymi w kazdej z nich.

o1
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dowania takiego przeplywu bedzie oméwiona w dalszym ciagu), i przenosimy
ldo sieci S, otrzymujac przeplyw f;. Z kolei konstruujemy sieé S, (rys. 4.2¢)
kaleziony w niej przeplyw pseudomaksymalny przenosimy do sieci S, co daje
bplyw f,. W ostatniej fazie konstruujemy sie¢ S, (rys. 4.2d). Po przeniesieniu
fptywu pseudomaksymalnego w S, do S otrzymujemy w S przeplyw f (po-
fny na rys. 4.2a), ktéry jest maksymalny, jakoze W(f) = 4 = c ({s}, V\{s})
¥, twierdzenie 4.3). Rysunek 4.2c¢ dobrze ilustruje fakt, ze przeptyw pseudo-
‘ ymalny nie musi by¢ maksymalny. Istotnie, pokazany na tym rysunku
pplyw pseudomaksymalny moZemy powigkszyé wzdluz nastepujacej Sciezki
erzajacej dlugoéci 5:

‘/ vy, <Uls US>’ Vs, <v5a U4>, Vg, <v39 U4>, V3, <U3, D6>> Vs, <D6’ U7>, b7

jwazmy jeszcze, ze krawedz (vy, v3) sieci S 7, (pOT. TYS. 4.2d) powstala z dwéch
peiwnie skierowanych krawedzi sieci S.

Podstawowym faktem odpowiedzialnym za efektywno$é metody Dinica jest
¢ niczaleznie od przepustowosci krawedzi liczba faz nie przekracza n. Dla
Jodu tego faktu oznaczmy przez S, pomocnicza sie¢ acykliczna zbudowana
btej fazie, przez [, za$ diugo$é tej sieci. (Uwaga: Ostatnie wywolanie proce-
¥ PSA, w ktorym nie jest osiggane ujscie, nie jest liczone jako faza).

AT 4.4

{ liczba faz przekracza k, to , < [y ;.

WOD

czmy przez di(v) odleglosé¢ w S, od s do v. Mamy udowodni¢, ze dy,, () >
(t). Rozwazmy w S, ; dowolna droge v,, vy, ..., Uy, 28 = 1o dot = Vst
Zatozmy, ze dla pewnego p </, ,, wszystkie wierzcholki v, 0 <i<{p
k23 do sieci S,. Pokazemy najpierw, ze wtedy

L A0y )) <dv)+1, 0<i<p (4.9)

Bpusémy, Ze tak nie jest, tzn. Ze dvi+1) > d(v)+1 dla pewnego i. Zgodnie
bnstrukcja sieci S, oznacza to, Zze S, nie zawiera krawedzi (v;, v,,,) (ani tez
iScie krawedzi <v;.4, v,>). W czasie k-tej fazy nie jest wigc modyfikowany
Y ani przeplyw z v; do v, 4, ani tez z v;,, do v;. Przeczy to jednak istnieniu
bpoczatku (k + 1)-szej fazy krawedzi w S uzytecznej z v, do v, ktorej nie
na poczatku k-tej fazy. Sprzecznos¢ ta dowodzi nieréwnosci (4.9). Z nieréw-
Ici tych, wobec di(v,) = 0, wnioskujemy przez indukcje wzgledem i, Ze

[ dw) <i=doaw), 0<i<p (4.10)

@1 wszystkie wierzchotki drogi v, vy, ..., Uy, naleza do sieci S;, to otrzymu-
-, stad w szczegdlnoscei d,(1) < dkﬂ(t) ROwnosé di(t) = d,,(¢) bylaby mo-
Wa jedynic gdy di(v) = diy1(v0), 0 < i < Iy, lecz tatwo zauwazy¢, ze pow-
enie si¢ drogi vo, vy, ..., ¥y, W S 1 S+ przeczytoby pseudomaksymalnosci
eplywu znalezionego w S,. Musi wige byé di . (t) > di(t).

ffﬂ‘f\ﬂ'wmé“v_—w—m‘,~—ram- T i SRS . W . W = — —————. .

j‘ ombinatoryka
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Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym istnieje wierzchotek drogi vg, vy, ...,
v, . nie nalezacy do S,. Niech v,,, bedzie pierwszym takim wierzchotkiem
(oczywiscie | <{p+1 <[, — 1). Stosujac podobne rozumowanie jak poprzed-
nio wnioskujemy, Ze pojawienie si¢ w Sy, krawegdzi {v,, v,, (>, ktorej nie bylo
w S, mozemy przypisa¢ tylko temu, iz di(v,) = di(t) — 1, i do wierzchotka v, ,
dochodzimy juz po osiagnigciu ujscia £ (tak, Ze nie jest on wlgczany do S,).

Wobec (4.10) i faktu, ze wierzcholki vy, vy, ..., v,_,; nalezg do sieci S, otrzy-
mujemy
b= dJt) = dvy) +1 < diy (V) +1 = p+1 < Ly, a

Uwzgledniajac fakt, ze /, =1 oraz [, <n-1 dla dowolnego k, otrzy-
mujemy
WNIOSEK 4.5
Liczba faz w metodzie Dinica nie przekracza n—1.

Pozostalo nam teraz poda¢ efektywny algorytm znajdowania przeplywu
pseudomaksymalnego w pomocniczej sieci acyklicznej. Metoda, ktéra podamy
pochodzi od Malhotry, Kumara i Maheshwari [48] 1 jest zrealizowana przez
procedur¢ MAXPSA ponizej. Aby ja opisaé, wprowadzimy najpierw pojecie
potencjalu wierzcholka sieci, tzn. maksymalnej ilosci przeptywu, ktéry mozna
»przepusci¢” przez ten wierzcholek. Definiujemy go jako minimum z dwoch
wielkosci: maksymalnego mozliwego przeplywu do wierzchotka v (potencjal
wejsciowy) oraz maksymalnego mozliwego przeplywu z wierzchotka v (potencjat
wyjsciowy). Dokladniej, potencjal wierzchotka v dowolnej sieci S = <G, c)
o zrédle s 1 ujsciu £ réwny jest

Pot (v) = min {Potwe (v), Potwy (v)}

gdzie
Z ¢ (u, v) jesh v # s
Potwe (l/,\ = uiH— v
o jeshi v = 5
oraz
l 2 c(v, u) jesh v# ¢t
Potwy (v) =

l o0 jesli v =5

Procedura MAXPSA oblicza najpierw potencjaly wszystkich wierzchotkow w po-
mocniczej sieci acyklicznej (wiersze 3 + 12), umieszczajac wierzcholki o zerowym
potencjale na stosie STOS. Jest oczywiste, Ze wierzcholek o zerowym potencjale
moze by¢ usuniety z sieci, wraz ze wszystkimi incydentnymi z nim krawgdziami,
bez zadnego wplywu na jakikolwiek przeptyw w tej sieci. Usunigcie takiego wierz-
chotka, a $cidlej incydentnych z nim krawedzi, moze spowodowaé wyzerowanie
potencjatdéw pewnych sasiednich wierzchotkow, ktérych usunigcie zeruje po-



JGORYTM ZNAJDOWANIA MAKSYMALNEGO PRZEPLYWU

jaly dalszych wierzcholkéw itd. Proces ten jest realizowany przez petle 17.
& wyjsciu z tej petli (gdy STOS = ), zbiér XN zawicra wierzcholki pomocni-
§ sieci acyklicznej o niezerowym potencjale (obliczanym w sieci zmodyfiko-
nej przez kolejne usuwanie wierzchotkow o zerowym potencjale). Jesli XN # O,
pastepuje wazny moment: znajdowany jest w XN wierzcholek r o minimalnym
encjale, p = POT [r] (wiersze 38 < 41). Nastepnic znajdujemy w naszej sieci
Jklicznej przeptyw z r do ¢ o wartoéci p (wiersze 42 <+ 65) oraz przeplyw z s
r 0 wartosci p (wiersze 66 <+ 91) — w sumie przeplyw z 5 do t o wartosci p.
fiszemy pierwsza czes¢ (przeplyw z r do t) — druga jest w pelni analogiczna.,
5 plyw nasz bedzie uzywacé jedynie zgodnych (w pomocniczej sieci acyklicznej)
_ ¢dzi uzytecznych, a metode jego wyznaczania intuicyjnie najlepiej wyjasnié

hhastepujacy sposob. Wyobrazmy sobie, ze w wierzcholku r umiescilismy
dunek™ o wielkosci Q [r] = p, i chcemy ten fadunek ,,przepchngé¢” do ujécia ¢
b by ilo$¢ tadunku przeniesiona przez zadna krawedz nie przekraczala jej prze-
gitowosci. W tym celu przeszukujemy nasza sie¢ wszerz, startujgc z wierzchol-

r. Jak zwykle przy przeszukiwaniu wszerz osiagniete juz, lecz jeszcze niewy-
ystane wierzcholki pamigtane sa w kolejce. Kazdy pobierany z kolejki wierz-
ek v (wiersz 43) nie bedacy ujsciem jest ,,rozladowywany” (wiersze 49+ 64).
poa to na przeniesieniu tadunku Q [v] do wierzchotkéw u, do ktdrych prowa-
FkrawedzZ z . Ladunek ten jest przenoszony do kilku pierwszych wierzchotkow
Wiscic XZA [v], przy czym ladunek przeniesiony do kazdego takiego wierzchol-
By, z wyjatkiem by¢ moze ostatniego, jest rowny przepustowosci XC [v, u].
Wtcn sposob we wszystkich uzytych krawedziach <v, u), z wyjatkiem by¢ moze
@ptnicj, jest ustalany przeplyw XF[v,u] = XC[v, u], i te ,,nasycone” kra-
Wizie mozemy z sieci usungé (wiersze 57+ 60; przypomnijmy, Ze poszuku-
' 'y przeplywu pseudomaksymalnego, a wigc mozemy si¢ ograniczy¢ do wyko-
Istywania jedynie zgodnych krawedzi uzytecznych. pomocniczej sieci acyklicz-
). Usuwaniu krawedzi towarzyszy odpowiednie zmniejszenie potencjaiéw
(Wersze 44 = 46). Wierzcholki sieci sa odwiedzane zgodnie ze schematem prze-
@kiwania wszerz, a zatem, oznaczajac d = ODL [r], caly fadunek z wierzchot-
@ r jest przenoszony do wierzchotkow znajdujacych si¢ w odleglosci d+1 od s,
Btepnie do wierzchotkow znajdujgcych sie w odleglosci d+2 od s, i tak dalej,
Fcaly ten tadunek osigga ujscie 1. Zauwazmy, ze ladunek dochodzacy do kaz-
o wicrzcholka v nie przekracza p, i wierzcholek ten moZzemy rozladowad
pli v # 1), jako ze p bedgc réwne minimalnemu potencjalowi nie przekracza
pewno potencjatu wyjsciowego wierzcholka v.

Po znalezieniu, w analogiczny sposob, przeptywu o wartosci p z s do r
@‘Wsza iteracja giéwnej petli (wiersz 15) — ztozonej z eliminacji wierzchotkow
‘ff%erowym potencjale i zwigkszeniu przeplywu o wartos¢ minimalnego aktualnie
&encja}u — jest zakonczona. Nastepuja dalsze itcracje, az do momentu, gdy
ma juz wierzchotkédw o niezerowym potencjale (tzn XN = ©). Przcplyw

Wleziony w naszej sieci jest wtedy oczywiscie pseudomaksymalny.
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1 procedure MAXPSA; (% wyznaczanie przeplywu pseudomaksymalnego
w pomocniczej sieci acyklicznej metoda Malhotry, Kumara i Maheshwari;
zmienne XV, XC, XF, XPRZED, XZA4, s, t sa globalne *)

2 begin
3 STOS = J; (x STOS zawieraé bedzie wierzcholki o zerowym potencjale %)
4 for ve XV do (*+ wyznaczanie potencjalu wierzcholka v )
5 begin POTWE[v]:= 0; POTWY[v] := 0;
6 if v = 5 then POTWE[v] :==
7 else for u € XPRZED[v] do POTWE[v] := POTWE[v]+ XC[u,v];
8 if v = ¢ then POTWY[v] :== o0
9 else for ue XZA[v] do POTWY[v]:= POTWY[v] + XC[v, u];
10 POT[v] = min(POTWE[v], POTWY[v]);
11 if POT[v] = O then STOS=v
12 end;

13 for ve XV do Q [v] := 0 (* inicjalizacja ladunkéw wierzcholkéw *)
14 XN:= XV ;(% XN zawieraé bedzie wierzchotki o niezerowym potencjale)
15 while XN # O do (* glowna petla *)

16 begin

(* wyeliminowanie wierzchotkéw o zerowym potencjale *)
17 while STOS # @ do
18 begin v <= STOS; XN := XN\ {v};

(* usuwanie krawedzi dochodzacych do v *)
19 for e XPRZED[v] do (* usuf krawedZ {w,v) *)
20 begin POTW Y[u] := POTWY[u]—(XC[u, v] - XF[u,v]);
21 XZA[u] == XZA[u]\ {v};
XPRZED[v] = XPRZED [v]\{u};
22 if POT[u] # O then (% zmodyfikuj POT[u] *)
23 begin POT[u] := min(POTWE[u], POTW Y[u));
24 if POT[u] = 0 then STOS <= u
25 end
26 end
(* usuwanie krawedzi wychodzgcych z v *)
27 for ue XZA[v] do (% usun krawedZ <{v, u) *)
28 begin POTWE[u] := POTWE[u]—(XC[v, u] - XF[v, u]);
29 XPRZED[u] = XPRZED[u]\{v};
XZA[v] = XZA[v]\{u};

30 if POT[u] # O then (% zmodyfikuj POT[u] %)
31 begin POT[u] := min(POTWE[u], POTW Y[u]);
32 if POT[u] = 0 then STOS <= u
33 end
34 end

35 end;




/GORYTM ZNAJDOWANIA MAKSYMALNEGO PRZEPLYWU 42/133

(% XN jest zbiorem wierzchotkéw o niezerowym potencjale *)
if XN # O then (s przeplyw nic jest jeszcze maksymalny )

begin
(* znalezienie wierzcholka r o minimalnym potencjale =)
P = 0;

for ve VN do if POT[v] < p then
begin r :=v; p := POT[r]
end;
(* znalezienie przeplywu o wartosci p z r do ¢ %)
KOLEJKA := @; KOLEJKA < r; Q [r] = p;
repeat v <= KOLEJKA;
POTWE([v] := POTWE[v]-Q [v];
POTWY[v] := POTWY[v]-Q [v];
POT[v] = POT[v]-Q [v];
if POT[v] = 0 then STOS <=v;
if v = ¢ then
else
begin (* roztadowanie wierzchotka v *)
u := pierwszy wierzcholek na liscie XZA[v];
while O [v] > 0 do
begin if O [u] = O then KOLEJKA <= u;
delta .= min(Q [v], XC[v, u] — XF[v, u]);
XF[v, u] == XF[v, u] +delta;
Q [v] = O [v]—delta;
O [u] = Q [u]+delta;
if XF[v,u] = XC[v, u] then (* usun <{v,u) *)
begin XZA[v] := XZA[v]\ {u};
XPRZED[u] := XPRZED[u]\ {v}
end;
if Q[v] > 0 then
u := nastepny po u wierzcholek listy XZA[v]
end
end (% koniec roztadowania wierzchotka v )
until v = ¢; (% przeplyw z r do ¢ znaleziony =)
(* znalezienie przeplywu o wartosci p z s do r *)
KOLEJKA := @; KOLEJKA < r; Q[r] = p;
repeat v <= KOLEJKA;
if v % r then (+ POT[r] jeszcze nic zmnigjszony )
begin POTWE[v] .= POTWE[v]— 0 [v];
POTWY[v] = POTWY[v]—Q [v];
POT[v] := POT[v]-0Q [v];
if POT[v] = 0 then STOS <=v
end;



PRZEPLYWY W SIECIACH I ZAGADNIENIA POKREWNE

75 if v =5 then Q[v]:=0

76 else

77 begin (* rozladowanie wierzchotka v #)

78 u := pierwszy wierzcholek na liscie PRZED[v];

79 while O [v] > 0 do

80 begin if O [u] = 0 then KOLEJKA < u;

81 delta := min(Q [v], XClu, v]— XF[u,v]);

82 XF[u,v] :== XF[u,v]+delta;

83 0 [v] == Q[v]—delta;

84 0 [u] == Q[u]+delta;

85 if XF[u,v] = XC[u,v] then (% usufr {u,v) %)
86 begin XPRZED[v] := XPRZED[v]\ {u};

87 XZA[u] == XZA[u]\ (v}

88 end;

89 if 0 [v] > O then

90 u = nastgpny po u wierzchotek listy XPRZED|v]
91 end

92 end (% koniec rozladowania wierzcholka v *)

93 until v = s (* przeplyw z s do r znaleziony =*)

94 end (% koniec zwigkszania przeplywu wzdhiz pojedynczej

wielosciezki *)
95 end (x koniec gléwnej petli *)
96 end (% koniec procedury MAXPSA x)

Oszacujemy teraz liczbg krokow wykonywanych przez procedurg MAXPSA.
Wyznaczenie potencjalow (wiersze 3 =+ 12) wymaga O (n+m) krokéw, jako Ze
kazda krawedZz {u, v) jest analizowana co najwyzej dwa razy: przy oblicza-
niu POTWY [u] i POTWE [v]. Calkowita liczba krokéw we wszystkich iteracjach
gléwnej petli, wykonana przez fragment procedury eliminujacy wierzchotki
o zerowym potencjale (wiersze 17 = 35) jest réwniez O (n+m), gdyz kazdy wierz-
chotek kladziony jest na STOS dokladnie raz, a przy zdejmowaniu tego
wierzchotka ze stosu sa usuwane wszystkie incydentne z nim krawedzie
(petle 19 i 27) tak, ze kazda krawgdz jest usuwana co najwyzej raz. Kazda iteracja
gtdéwnej petli powoduje wyzerowanie potencjatu co najmniej jednego wierzchot-
ka, mianowicie wierzchotka . Liczba iteracji tej pgtli nie przekracza zatem n.
Kazda iteracja, oprocz zanalizowanego juz procesu eleminacji wierzchotkow
o zerowych potencjalach, zawiera dwie czgéci bgdace zasadniczo procesami
przeszukiwania wszerz — z r do ¢, oraz z s do r. Ztozonos¢ tych czesci jest rzedu
liczby analizowanych krawedzi. Analizowanie krawedzi moze by¢ ,,niszczace” —
gdy analizowana krawed?Z jest nasycana przeptywem i usuwana z sieci, lub ,,nie-
niszczgce”, gdy krawedZ pozostaje w sieci i moZe by¢ analizowana w dalszych
iteracjach gltownej petli. Oczywiscie w czasie wszystkich iteracji gldwnej petli
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izujemy w spos6b ‘niszczacy O (m) krawedzi, natomiast w czasie kazdej
lacji analizujemy w sposob nieniszczacy co najwyzej n krawedzi, po jednej
Bk a7dy odwiedzony wierzchotek. W sumie daje to liczbg krokéw we wszystkich
B ciach gléwnej petli m+n?, tzn. O (#*). Wnioskujemy stad, ze calkowita
lonosé obliczeniowa procedury MAXPSA jest O (n?).

t ZakladaliSmy w czasie naszej analizy, Zze usunigcia krawedzi z naszej sieci
rsze 19, 27, 58 i 85) mozna dokona¢ w czasie ograniczonym przez stala. Jest
Wnozliwe, jesli wystapienie wierzchotka v na liscie XZA [u] i wierzchotka u
1 fliscic XPRZED [v] sa wzajemnie powigzane wskaznikami, oraz kazdy ele-
ht listy zawiera wskaznik zaréwno do poprzedniego, jak do nastepnego ele-
i tu listy.

'_ Mozemy teraz zebra¢ opisane juz procedury PS4 i MAXPSA w kompletny
i rytm znajdowania maksymalnego przeptywu.

ORYTM 4.6 (Znajdowanie maksymalnego przeptywu w sieci).

@he:  Sic¢ dana przez listy incydencji PRZED [v], ZA [v], v€ V, przepusto-
; wosci C[u, v], u, ve ¥V, zrodlo se V oraz ujicie te V.

@niki: Maksymalny przeptyw F[u,v], u, ve V.

‘ begin
for ue VvV do
for ve V do F[u,v] = 0; (% zerowy przeplyw poczatkowy )
repeat PSA; (x skonstruuj pomocnicza sie¢ acykliczng *)
if ODL[t] # co then (% przeptyw F nie jest maksymalny )
begin MAXPSA; (% znajdZ maksymalny przeptyw w sieci
pomocniczej #)
(% przenies przeplyw z sieci pomocniczej do gléwnej *)
forue XVde (x XV = zbior wierzcholkéw sieci pomocnicze] *)
for ve XV do
begin F[u,v] = F[u,v]+ XF[u,v];
if Flu,v] > C[u,v] then
begin F[v, u] := F[v, u]—(F[u,v]—C[u,v]);
Flu,v] := Clu,v]
end
end
end (x koniec fazy x*)
untit ODL[t] = co (% przeplyw F jest maksymalny *)
end

i Z przeprowadzonej juz analizy procedur PSA i MAXPSA, oraz z faktu, iz
ba faz nie przekracza n (por. wniosek 4.5) otrzymujemy

¥riosex 4.7

Hgorytm 4.6 poprawnie konstruuje maksymalny przeptyw w czasie O (n%). &
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Zauwazmy, Ze przez analizg tego algorytmu wykazalismy istnienie przepty-
wu maksymalnego w dowolnej sieci, a tym samym dostarczyliémy brakujacego
fragmentu do dowodu fundamentalnego twierdzenia o maksymalnym przeplywic
1 minimalnym przekroju (twierdzenie 4.2).

Warto zauwazyé, ze cho¢ algorytm 4.6 nie podpada bezposrednio pod sche-
mat kolejnego zwigkszania przeptywu wzdluz $ciezek rozszerzajacych, to jednak
metoda uzyta w tym algorytmie mozZe by¢ uwazana za uogdélnienie techniki $cie-
Zek rozszerzajacych. Zwigkszenie przeptywu (o warto$¢ rowng minimalnemu
potencjatowi) odbywa sig¢ wzdluz nieco ogélniejszej struktury niz pojedyncza
$ciezka rozszerzajaca z s do . Strukturg te mozna nazwaé ,,wielo$ciezka roz-
szerzajaca” z s do ¢, przechodzaca przez wierzcholek r (o minimaloym poten-
cjale). Wykorzystanie takiej wielosciezki powoduje wyeliminowanie co najmnie;j
jednego wierzchotka — a nie, tak jak w przypadku pojedynczej $ciezki rozsze-
rzajacej, jednej krawedzi — stad mniejsza liczba iteracji i tym samym lepsze
oszacowanie ztoZonosci algorytmu.

Odnotujmy na zakodczenie nastgpujaca oczywista lecz wazna wlasnodé
algorytmu 4.6:

TWIERDZENIE 4.7

Je$li wszystkie przepustowosci krawedzi sa liczbami catkowitymi, to maksy-
malny przeptyw f znaleziony przez algorytm 4.6 jest catkowitoliczbowy, tzn. f (e)
jest liczba catkowita dla kazdej krawedzi e. n

Skojarzenia o maksymalnej liczno$ci w grafach
dwudzielnych

Skojarzeniem w grafie niezorientowanym G = (¥, E) nazywamy dowolny zbiér
krawedzi M < E taki, Ze zadne dwie krawedzie ze zbioru M nie sa incydentne
ze wspolnym wierzchoikiem. Innymi stowy, M jest skojarzeniem, jesli dla kazdych
dwoéch krawedzi ey, e; € M mamy e; = e, lub e; ne, = . Dla kazdej kra-
wedzi {u, v} € M méwimy, ze M kojarzy u z v, natomiast kazdy wierzcholek,
ktéry nie jest incydentny z Zadna krawedzia skojarzenia bedziemy nazywad
wolnym. Szczeg6lnie interesujace sa problemy zwiagzane ze skojarzeniami w grafie
dwudzielnym, tzn. grafie niezorientowanym G = {V, E) takim, Ze zbidr wierz-
chotkéw mozna rozbi¢ na dwa rozlaczne zbiory, V = XU ¥, X n Y = U takie,
ze kazda krawedZ e € E ma postaé e = {x, y}, gdzie x € X, y € Y (por. zad. 4.15).
Graf taki oznaczaé bedziemy zwykle przez (X, Y, E)> (oznaczenie takie zaklada
ustalenie pewnego rozbicia zbioru wierzchotkéw na zbiory X, Y — nie jest ono
na ogdt jednoznacznie wyznaczone przez zbiory V i E).

W punkcie tym zajmiemy si¢ problemem znalezienia w danym grafie dwu-
dzielnym skojarzenia o maksymalnej licznosci. To klasyczne zagadnienie kombi-
natoryczne znane jest réwniez pod nazwa ,,problemu matzenstw”. Nazwa ta
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(@ SKOJARZENIA W GRAFIE

B ochodzi od nast@puj'qcej interpretacji: Niech X' i Y beda odpowiednio zbiorem

hlopcodw i dziewczat, i niech {x, y} € F oznacza, Ze chiopiec x zna dziewczyng y.

IWtedy kazde skojarzenie M odpowiada mozliwemu zbiorowi par matzesnskich,

B ktorym kazda para utworzona zostala z chiopca i dziewczyny, ktdérzy si¢ znaja,

brzy czym kazda z oséb uczestniczy w co najwyzej jednej parze.

¥ Okazuje sig, ze problem znajdowania skojarzenia o maksymalnej licznosci
y grafie dwudzielnym daje si¢ w prosty sposéb sprowadzi¢ do wyznaczania ma-
: fsymalnego przeptywu w pewnej sieci. Niech H = (X, Y, E) bedzie dowolnym

@) X U Y), zbiorze wierzchotkéw

V¥={s5,1}uXuUY

E* = {{s,x):xeX}u{{y,t):yeY}
, u{lx,y>:xeXAyeYA{x,yleE}
przepustowoséci ¢ (¥, v) = 1 dla kazdej krawedzi {u, v) € E*.
Na rysunku 4.3 pokazano konstrukcje sieci S (H) dla pewnego grafu dwu-
dzielnego.

/oy1
§ Yo
'3
Y4

—
Y5

¥ o

S

i H SCHY
¥ Rys. 43 Konstrukcja sieci S (H) dla grafu dwudzielnego H oraz przeplyw zerojedynkowy
odpowiadajacy skojarzeniu M = {{xy, y;}, {x3, ys}, {xs, ¥3}}

2

1
3

X
X
X

E 4

Y=
>

Zauwazmy, Ze wobec twierdzenia 4.7 istnieje w .S (H) maksymalny przeptyw
zerojedynkowy, tzn. przeplyw maksymalny f taki, ze f(e) =0 lub f(e) = 1
dla kazdej krawedzi ee E.

TWIERDZENIE 4.8
. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy skojarzeniami w H

:
- i przeplywami zerojedynkowymi w S (H), przy ktdérej skojarzeniu M =

4

Z
&
.
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= {{x;, y1}, ..0» {¥, yi}} 0 licznodci k (x;€ X, y; ¢ Y dla 1 < i < k) odpowiada
przeptyw f,, o wartosci k okreslony nastepujgco:

Sarls, x)) = fa(xi, ¥)) = fu(yis ) = 1, 1<i<k (4.11)
oraz fy(e) = 0 dla pozostatych krawedzi e sieci S (H); przeplywowi f o wartosei k
odpowiada natomiast skojarzenie M,, |M,{ = k okreslone nastgpujaco:

My;={{x,y}:xeXAyeYnAflx,y) =1} (4.12)
Dowép u
Jesli M = {{x;, ¥1}, ..., {X yu}} jest skojarzeniem o licznodci k, to wierzchol-
ki x;, ..., X, jak rowniez y,, ..., », sa parami roézne. Wynika stad natychmiast,

ze Div, (x;) = Div, (y)) =0, 1 <i <k, tzn. funkcja fy okreslona przez (4.11)
jest przeplywem z s do t w S (H). Latwo réwniez zauwazy¢, ze réznym skojarze-
niom M odpowiadaja rézne przeptywy fy. Z drugiej strony, jesli f jest przeply-
wem zerojedynkowym w S (H), to ilo$¢ przeptywu wplywajacego do (a wige
i wyplywajacego z) kazdego wierzchotka x e X nie przekracza jednosci (jedyna
krawedzia dochodzaca do x jest krawedZ (s, x> o przepustowosci rownej 1).
Wynika stad, ze w zbiorze M, okreélonym przez (4.12) nie ma krawedzi posta-
ci {x,y:}, {x. ¥2}, y1 # y,. Dla podobnych przyczyn nie ma w M, krawedzi
postaci {x;, ¥}, {x,, ¥}, x; # x,. Tak wigc M, jest skojarzeniem w H. Nietrudno
tez zauwazy¢, ze odwzorowanie ' — M, jest odwrotnoscia odwzorowania M — fy,
tzn.fo=fi M, =M. o

Twierdzenie 4.8 pozwala uzy¢ do wyznaczenia skojarzenia o maksymalnej
licznosci dowolnego algorytmu znajdowania maksymalnego przeptywu (catko-
witoliczbowego). Jesli skorzystamy z algorytmu 4.6, to skojarzenie o maksymalnej
licznosci znajdziemy w O (#?) krokach. Okazuje si¢ jednak, Ze szczegdlna postac
sieci S (H) pozwala na bardziej efektywny algorytm. Algorytm ten, pochodzacy
od Hopcrofta i Karpa [33] stosuje ogdlny schemat Dinica, tzn. sklada si¢ z faz
odpowiadajacych zwigkszaniu przeptywu wzdluz najkrétszych sciezek rozsze-
rzajacych okreslonej dtugosci. Jednakze szczegdlna postaé sieci pozwala zardwno
na lepsze ograniczenie na liczbg faz, jak i efektywniejszy algorytm znajdowania
przeplywu pseudomaksymalnego w kazdej fazie.

Zauwazmy na poczatek, ze kazda Sciezka rozszerzajgca w S (H) jest nie-
parzystej dlugosci i sklada sie, po odrzuceniu pierwszej i ostatniej krawedzi,
z ciggu na przemian wystepujacych krawedzi zgodnych 1 przeciwnych (zaczyna-
Jjacego i koniczacego si¢ krawedzig zgodng). Dla danego skojarzenia M, nazwijmy
$ciezka naprzemienna (dtugosci / = 2k+1, z X do Y) wzgledem M dowolny
zbior krawedzi P < FE postaci

P = {{XO’ yl}’ {yb xl}’ {xU }’2}, seey {yks xk}! {x.’n Yie+ 1}} (413)
gdzie k = 0, wszystkie wierzcholki xo, ..., X, ¥i» -..s Yi41 S8 TOZD0E, X4 jest wol-

nym wierzchotkiem w X, y.,, jest wolnym wierzchotkiem w Y, oraz co druga
krawedz nalezy do M, tzn.

P [ A[ = {{yl’ xl}’ {yZa XZ}s ey {yku xk}}
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fciczke naprzemienna ‘mozna oczywiscie jednoznacznie okresli¢ podajac ciag xo,
b, X1, V2r +-o» Vo Xx» Yis1- JESt jasne, Ze przy opisanej w twierdzeniu 4.8 odpo-
i icdniosci miedzy skojarzeniami w H a przeptywami zerojedynkowymi w sie-
' S (H) éciezka naprzemienna (4.13) w naturalny sposob odpowiada pewnej
icice rozszerzajacej wzgledem przeplywu f,, w S(H), mianowicie Scieice

8, {8, Xp5 Xo, (X0, Y15 Y1, X1, Y10 X1, {X15 Y2Ds V2, -

? cos Voo Xk Yi0s Xioo {Xpoo V105 Yiew15 Vet 15 05

; zy czym zwickszenie przeplywu f,, wzdhuz tej sciezki daje przeplyw odpowia-
P2 jacy skojarzeniu okreslonemu przez réznice symetryczna M@ P. Zilustrowano
&> na rysunku 4.4.

Rys. 4.4 Powigkszanie skojarzenia
M wzdltuz $ciezki naprze-
P NP miennej P

Z powyzszych rozwazani bezposrednio wynika nastepujace twierdzenie:

d WIERDZENIE 4.9 (Berge)

kojarzenie M w grafie dwudzielnym H ma maksymalng liczno$¢ wtedy i tylko
: tedy, gdy nie istnieje w H $ciezka naprzemienna wzglgdem M |
Przyjrzyjmy si¢ teraz jak wyglada przeptyw pseudomaksymalny w pomo-
kniczej sieci acyklicznej skonstruowanej dla sieci S (H) i pewnego przeplywu
Faltkowitoliczbowego — a wige zerojedynkowego — w tej sieci. Potencjat kaz-
flego wierzchotka réznego od s i ¢ wynosi 0 lub 1, gdyz potencjal wejsciowy
kazdego wierzcholka xe X i potencjal wyjsciowy kazdego wierzchotka ye Y
sieci pomocniczej jest réwny jednosci. Nietrudno zauwazy¢, ze ,,wielosciezka
Tozszerzajaca” znaleziona przez kazdg iteracje gtownej petli procedury MAXPSA
H(por. poprzedni punkt) ma postaé pojedynczej Sciezki rozszerzajacej. Co wigcej,
fwszystkie wierzchotki posrednie (tzn. rézne od s i t) takiej $ciezki maja potencjat
[réwny jednosei, a wige po zwigkszeniu przeptywu wzdluz tej $ciezki ich potencjat
B spada do zera i s3 one usuwane z sieci. Jasne jest teraz, ze przeplyw w pomocni-
-czej sieci acyklicznej dtugosci I+ 2 odbywa si¢ wzdtuz maksymalnego zbioru drég
dtugoscei /+2 z s do £ 0 parami rozlgcznych zbiorach wierzchotkéw posrednich.
g Odpowiada mu w naturalny sposob méksymalny zbior $ciezek naprzemiennych
b dlugosci / o parami roziacznych zbiorach wierzchotkéw (przez ,,maksymalny”
§ rozumicmy taki, ktéry nie daje sie powigkszy¢ o dodatkowa $ciezke naprzemienng
dtugosci / o zbiorze wierzcholkéw nie zawierajacych zadnego wierzchotka dotych-
e czasowych $ciezek).




PRZEPLYWY W SIECIACH I ZAGADNIENIA POKREWNE

Algorytm Hopcrofta—Karpa jest opisany szczegdtowo ponizej jako al-
gorytm 4.10. W algorytmie tym pomocnicza sie¢ acykliczna — a wlasciwie po-
mocniczy graf acykliczny, jako Ze przepustowosci wszystkich krawedzi sa rowne
jednosci — jest konstruowany przez procedure PGA. Aby objasni¢ jej dziatanie
dla danego grafu dwudzielnego H = (X, Y, E) i skojarzenia M w H, wygodnie
jest wprowadzi¢ graf zorientowany H,, przez zorientowanie wszystkich krawe-
dzi ee M z Y do X, oraz wszystkich krawedzi e€ EN\ M z X do Y (drogi w Hy,
z wolnego wierzchotka w X do wolnego wierzcholka w Y odpowiadaja dokladnie
$ciezkom naprzemiennym wzgledem M). Procedura PGA konstruuje najpierw
krawedzie ze zrédia s do wszystkich wolnych wierzchotkéw x € X (wiersze 6 - 10).
Nastepnie jest przeszukiwany wszerz graf H,,, poczynajac od wolnych wierzchol-
koéw w X, Po znalezieniu kazdego wolnego wierzchotka y € ¥ dodajemy do po-
mocniczego grafu acyklicznego krawedz (y, t)> (wiersze 14 + 17), przy czym od
momentu dodania pierwszej takiej krawedzi nie rozpatrujemy juz w procesie
przeszukiwania wierzcholkéw znajdujacych sie w wiekszej lub réwnej odlegtosci
od s niz ¢ (p. warunek w wierszu 20). Powigkszanie aktualnego skojarzenia wzdluz
maksymalnego zbioru najkrétszych $ciezek rozszerzajacych o parami roztgcznych
zbiorach wierzchotk6w jest realizowane przez procedure FAZA. Przeszukuje ona
pomocniczy graf acykliczny w glab, poczynajac od s. Gléwna petla w wierszu 40
przypomina nierekurencyjna procedurg przeszukiwania w glab WGI (por. p. 2.2).
Za kazdym razem, gdy w naszym procesie osiagamy ujécie ¢ (p. wiersz 50), za-
wartoscia stosu STOS jest ciag wierzchotkéw reprezentujacy pewna Sciezke na-
przemienng (zauwazmy, ze ujscie ¢ nie jest ktadzione na STOS, a tym samym przez
caly czas NOWY [t] = true i moze ono by¢ odwiedzane wielokrotnie). Petla 52
dokonuje modyfikacji tablicy SKOJ odpowiadajacej zwickszeniu skojarzenia
wzdhuz takiej sciezki. Zauwazmy, Ze jesli w trakcie wykonywania naszej proce-
dury pewnemu wierzchotkowi v e V przypisywana jest wartoé¢ NOWY [v] =
:== false, to procedura ta albo znajduje potem $ciezk¢ naprzemienna przecho-
dzaca przez ten wierzcholek, albo tez stwierdza, ze nie istnieje zadna $ciezka
przechodzaca przez ten wierzcholek 1 nie przecinajaca zadnej z uprzednio zna-
lezionych $ciezek. Stad latwy wniosek, Ze procedura FAZA znajduje maksymalny
zbidr nieprzecinajgcych si¢ najkrotszych $ciezek naprzemiennych. Poprawnosé
calego algorytmu wynika wige z analizy metody Dinica przeprowadzonej w po-
przednim punkcie,

ALGORYTM 4.10 (Znajdowanie skojarzenia o maksymalnej licznosci metoda
Hopcrofta—Karpa)

Dane:  Graf dwudzielny H = (X, Y, E) reprezentowany przez listy incyden-
cji ZA[x], xe X.

Wyniki: Skojarzenie o maksymalnej licznosci reprezentowane przez tablice
SKOJ (SKOJ [v] jest wierzchotkiem skojarzonym z v lub zerem jesli v
jest wolny).



L 34 begin
¢ 35 for ue XV do (% inicjalizacja *)

BKOJARZENIA W GRAFIE

:‘. procedure PGA; °

(* konstruowanie pomocniczego grafu acyklicznego;
zmienne V, XV, X, Y, SKOJ, ZA, XZA, s, t sa globalne x)
begin
for ue Vu {s, ¢} do (* inicjalizacja *)
begin ODL[u] = 00, XZA[M] = J
end;
(* umie$¢ wolne wierzchotki x e X w kolejce i na liscie XZA[s] %)

U

G il

16  KOLEJKA := @; XV = {s}; ODL[s] := 0;
7 for xe X do
8 if SKOJ[x] = 0 then (% x wolny %)
| begin KOLEJKA < x; XZA[s] == XZA[s] U {x}; ODL[x] == 1
§0 end; ‘
A (* przeszukiwanie wszerz poczynajac od wolnych wierzchotkéow w X' *)
b1 while KOLEJKA # O do
2 begin u < KOLEJKA; XV = XV U {u};
3 if ue Y then
14 if SKOJ[u] = O then (* u wolny, dodaj krawedz (u, t) *)
5 begin XZA[u] := XZA[u] U {t}; XV = XV U {t};
6 ODL[t] = ODL[u]+1
7 end
18 else (% SKOJ[u] # 0. *)
po begin x := SKOJ[u];
20 if ODL[t] = o then (* dodaj krawedZ {u, x) =)
P1 begin KOLEJKA < x; XZA[u] == XZA[u] v {x};
b2 ODL[x] = ODL[u]+1
123 end
24 end
i25 else (% ue X %)
26 for y e ZA[u] do
g7 if ODL[u] < ODL[y] then (% ODL[y] = ODL[u]+11lub co *)
28 begin if ODL[ y] = oo then KOLEJKA <= y; (* y nowy %)
§29 XZA[u] == XZA[u] v {y}; ODL[y] := ODL[u]+1
£ 30 end
331 end

f32 end; (x PGA %)
‘33 procedure FAZA;

(= zwigkszenie aktualnego skojarzenia wzdtuz maksymalnego zbioru drég z s
do ¢ o parami rozlgcznych zbiorach wierzchotkéw posrednich w pomo-
cniczym grafie acyklicznym; zmienne XV, POCZ XZA, SKOJ, s, t sa
globalne *)
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36 begin NOWY[u] := true;

37 P[u] := POCZ[u] (* POCZ[u] = wskaznik do poczatku listy
XZA[u]; P[u] = wskaznik do aktualnie analizowanego ele-
mentu listy XZA[u] *)

38 end;

(* przeszukiwanie w glab pomocniczego grafu acyklicznego poczynajac
od zrodia s %)

39 STOS := @; STOS <= s; NOWY[s] := false;

40 while STOS # © do (% gléwna pegtla *)

41 begin u := 10p(STOS); (* u = szczytowy element stosu #*)
42 (* znajdZ pierwszy nowy wierzcholek na liscie XZA[u] *)
43 if P{u] = nil then b := false else b := not NOW Y[ P[u] t.wierzch];
44 while b do
45 begin P[u] := P[u] 1.nast;
46 if P[u] = nil then b := false
47 else b := not NOWY[P[u] t.wierzch]
48 end;
49 if ;P[u] # nil then (% nowy wierzcholek znaleziony %)
50 if P[u] T.wierzch = t then (% znaleziona $ciezka naprzemienna )
51 (= zwigkszenie aktualnego skojarzenia wzdluz $ciezki naprzemien-
nej reprezentowanej na stosie %) ‘
52 while 10p(STOS) # s do
53 begin y < STOS; x <= STOS;
54 SKOJ[x] = y; SKOJ[y] = x
55 end
56 (* na stosie pozostaje jedynie Zréodlo s *)
57 else (x Plu] T.wierzch # t *)
58 begin v := Plu] t.wierzch; STOS < v; NOW Y[v] := false
59 end
else (# P{u] = nil, tzn. nie ma juz nowych wierzcholkéw na liscie
XZA[u] *)
60 u <= STOS (* zdejmij szczytowy element stosu )
61 end

62 end; (x FAZA =)
63 begin (x program gldwny =)
64 for ve V do SKOJ[v] := 0; ( inicjalizacja: skojarzenie puste *)
65 PGA; (% skonstruuj pomocniczy graf acykliczny )
66 repeat FAZA; PGA
67 until not XV[r]
68 end
Podstawowym faktem odpowiedzialnym za duza efektywnodc algorytmu
Hopcrofta-Karpa jest to, ze liczba faz jest rzedu \/?1. Do dowodu ograniczenia
na liczbe faz potrzebny nam bedzie nastepujgcy lemat:
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MAT 4.11

@Niech M i N begda dwoma skojarzeniami w grafie dwudzielnym H = (X, Y, E)
Iniech |M| = r < s = |N|. Réznica symetryczna M@ N zawiera wtedy co naj-
niej s — r $ciezek naprzemiennych wzgledem M, o parami roztacznych zbiorach
ierzchotkow.

OWOD

ozwazmy graf H* = (X, Y, M® N}, oraz oznaczmy przez C,, ..., C, skladowe
Wojne tego grafu. Kazdy wierzcholek grafu H* jest incydentny z co najwyzej
Bdng krawedzia z M\ N i z co najwyzej jedna krawedzia z N\ M (gdyz M i N
B skojarzeniami). Wynika stad latwo, ze kazda sktadowa C; ma jedna z naste-
jacych trzech postaci:

(1) izolowany wierzchotek;

(2) cykl parzystej dtugosci o krawgdziach na przemian w M\ N i N\ M;
(3) droga o krawedziach na przemian w M\ N i N\ M (nie musi to by¢ sciez-
fa naprzemienna: oba jej kofice moga naleze¢ do X, lub oba do Y).
Oznaczmy przez E; zbidr krawedzi sktadowej C; i rozwazmy wielkos¢ d; =
- |E, A N| — |E; n M|. Mamy 3§, e {—=1,0,1}, przy czym 6; = 1 wtedy i tylko
tedy, gdy C; jest Sciezka naprzemienna wzgledem M. Co wigce) §; = 1 dla co
hajmniej s — r wskaznikow, jako ze

2 0= Y UEANI=IEnM) = Y E aNI= Y IE M| =

i=1 i=1 i=1

= [N\ M|~|M"N| = [N|=|M] = s—r

Dowdd lematu jest tym samym zakonczony. |
Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu zapowiedzianego juz ograniczenia na
fliczbe faz algorytmu Hopcrofta—Karpa.

fTWIERDZENIE 4.12
[Liczba faz algorytmu Hopcrofta—Karpa nie przekracza 2 [\/s]+1, gdzie s jest
imaksymalng licznoscia skojarzenia w danym grafie.

{ DowsD

Oznaczmy przez Py, Py, ..., P, kolejne sciezki naprzemienne konstruowane
Eprzez algorytm, oraz zdefiniujimy My = 3, M; = M, (®P,_, dla 1 <i<s.
Zgodnie z algorytmem, P; jest $ciezka naprzemienna wzgledem M, i wiemy juz
t 7e |Po| << |Py| < ... < |Py.y| (por. lemat 4.4). Liczba faz to nic innego jak ilos¢
¥ roznych liczb w ciggu Pyl ..., |P,~,|. Oznaczmy r = Is — V/EJ i niech r* bedzie
najmniejszym indeksem takim, ze {P .| = |P,|. Zgodnie z konstrukcjg pomocni-
¢ czego grafu acyklicznego, P, jest najkrotsza $ciezka naprzemienng wzgledem M,
b (w istocie P; jest najkrotsza $ciezka naprzemienng wzgledem M, dla kazdego i,
§ lecz fakt ten wymagalby dowodu, por. zad. 4.11). Wobec lematu 4.11 istnieje co

4.3] 14D
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najmniej | M, — |M,.} = s—r* rozlacznych sciezek naprzemiennych wzgledem
M,,, zatem najkrétsza $ciezka naprzemienna wzglgdem M,, zawiera co najwyzej
r*/(s—r*) krawedzi skojarzenia M,,.

Stad

2r* 1< 2r i1 \/q] 2s

{P,,(=IP,.[< = +1 =——
= s—r \/s (/s

—1<

<2Js-1< 2[\/sJ+1

Dlugo$é¢ kazdej Sciezki jest nieparzysta, a wigc ciag |Py), ..., |P,| zawiera co naj-
wyzej L/s}+1 réznych liczb. Ciag |P,.4l, ..., |Ps—;| moze zawieraé co najwy-
28] (s—D—(+D+1 =5—r—1=1/s1—-1 <1 /sl dalszych liczb, co w sumie
daje zadane ograniczenie 2 1\/s)+ 1. n

Latwo juz teraz oszacowaé zitoZonos$é calego algorytmu 4.10. Zardwno
przeszukiwanie wszerz w procedurze PG4, jak i przeszukiwanie w glab w proce-
durze FAZA wymaga O (m+n) krokéw, co przy liczbie faz rzedu (/n daje cal-
kowitg zlozono$é O ((m+n) \/n) lub, uzywajac jedynie liczby wierzcholkéw jako
wymiaru problemu, O (n°/2).

Warto wspomnieé, ze znany jest algorytm o zlozonoéci O (n°/?) znajdowania
skojarzenia o maksymalnej licznosci w dowolnym, niekoniecznie dwudzielnym
grafie (por. poz. [19]). Algorytm ten jest jednak bez poréwnania bardziej skom-
plikowany. Inny od przytoczonego tu, algorytm dla przypadku grafu dwudziel-
nego podat Galil w pracy [26].

Systemy roznych reprezentantow

Niech (44, ..., A,> bedzie dowolnym ciagiem zbioréw (niekoniecznie roziacznych
i niekoniecznie réinych). Systemem réznych reprezentantéw dla {4,, ..., 4,> na-
zywamy dowolny cigg {a,, ..., a,p taki,zea; € 4;,1 <<i <{noraza; # a,dlai #j.
Moéwimy, ze w takim systemie réznych reprezentantow element a; reprezentuje
zbiér A;. Problem istnienia i konstrukcji systemu réznych reprezentantéw znany
jest w wielu nieformalnych sformutowaniach. Jednym z nich jest tzw. ,,problem
komisji”: Mamy » komisji, przy czym A, jest zbiorem oséb nalezacych do i-tej
komisji. Nalezy wybra¢ w kazdej komisji przewodniczacego tak, by zadna osoba
nie przewodniczyla wiecej niz jednej komisji.

Nietrudno zauwazyé, ze problem komisji sprowadza si¢ do szczegdlnego
przypadku problemu matzenstw. Istotnie, utwérzmy zbiory

X = A4, CU Ay = Xy, e, Xt (4.14)
Y= ()’n )’n; (4.15)
{elementy xi, ..., X,us V1, ..., Vu 8@ parami rdézne), oraz

={{x,yhl<i<mal<<j<naxedy} (4.16)

af L
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czywiécie kazdy system réznych reprezentantow {ay, ..., a,» odpowiada jedno-
@ nacznie skojarzeniu o licznodci n w grafie dwudzielnym H = (X, ¥, £), mia-
owicie skojarzeniu {{a;, ¥1}, -5 {@u Ya}}-

Biorac pod uwage fakt, ze graf H ma m+n wierzchotkow i D) |4;] krawedzi,

I ji=1

ptrzymujemy
Bvniosex 4.13

Dla danego ciagu zbioréw (A4, ..., 4,> moZem, znaleZé system réznych repre-
entantow lub tez stwierdzi¢, Ze Zzaden taki system nie istnieje, w czasie

n

o (Jn X 14D
| j=1

Dowop
Liczba faz w algorytmie Hopcrofta-Karpa zastosowanym do grafu H nie prze-
kracza 2 l\/r_zJ+1 (por. twierdzenie 4.12). Stad liczba krokéw algorytmu jest

b - r . . -

D (/n (n+ D 14,])). Mozemy zaktadaé, ze wszystkic zbiory 4; sa niepuste,
\ i

przeciwnym razie system réznych reprezentantéw oczywiscie nie istnieje.

F n n
Przy takim zalozeniun+ Y |4;] <2 D |4,), co daje zadane oszacowanie zlo-
ji=1 Jj=1
zonosci algorytmu. [
Udowodnimy teraz klasyczne twierdzenie Ph. Halla [30] dajace warunek
[konieczny i dostateczny istnienia systemu réznych reprezentantéw dla dancgo

ciggu zbiordow.

' TWIERDZENIE 4.14

System roznych reprezentantéw dla ciagu {A4,, ..., 4,) istnicje wtedy i tylko
fwiedy, gdy
U4, = 1Jl,  dla kazdego J = {1, ..., n} 417
JjeJ
i Dowop

- Jesli istnieje system roznych reprezentantéw {ay, ..., a,>, to mamy dla kazdego J
U 451 = 1U {a}l = Ui

JeJ JjeJ

b Zalozmy teraz, Ze nie istnicje system réznych reprezentantéw dla (4, ..., 4,),
} 1 rozwazmy skojarzenie M o maksymalnej licznodei w grafie H = (X, Y, E),
¥ odpowiadajacym ciagowi {4, ..., 4,> (por. ze wzorami (4.14), (4.15), (4.16)).
f Oczywiscie [M| < n, a wigc istnigje w Y wierzcholek wolny, powiedzmy b,.
I Oznaczmy przez X, zbidr tych wierzchotkéw x € X, do ktérych istnieje ,,czgscio-
" wa §ciezka naprzemienna” z b, postaci

gdzie k> 1, au =x, {a, bijeM dla 1 <i<k—1, oraz {b,_y,a,} e EN M
b dla 1 <<i <<k. X, nie zawiera oczywiscie wierzchotkéw wolnych, jako Ze taki

g bO, ag, b1,~-9 bk—laak

10 Koemoinatoryka




PRZEPLYWY W SIECIACH | ZAGADNIENIA POKREWNE

wierzcholek odpowiadalby $ciezce naprzemiennej, wbrew zalozeniu, ze M ma
maksymalng licznos¢. Niech Y, bedzie zbiorem wierzchotkéw skojarzonych
przez M z wierzchotkami z Xo. Oznaczmy J = {j: | <{j <{n A y;€ Y5 U {bo}}.
Nietrudno zauwazyé, ze

U4, =X,

jed
a wiec

U 4] = [Xo| = Y| = -1 < |J]

Jjed
tzn. warunek (4.17) nie jest speiniony. =

Oczywiscie twicrdzenie Halla nie ma wigkszego znaczenia z algorytmicznego
punktu widzenia, gdyZz sprawdzenie warunku (4.17) wymaga rozwazenia wszy-
stkich 2* mozliwych zbioréow J = {1, ..., n}.

Udowodnimy jeszcze jedno twierdzenie zwigzane ze skojarzeniami w grafie
dwudzielnym. Nazwijmy pokryciem wierzcholkowym w grafie G = (V, E> do-
wolny zbior P & V taki, Zze kazda krawedZ ee E jest incydentna z pewnym
wierzcholkiem ze zbioru P. Zauwazmy, Ze P jest pokryciem wierzchotkowym
wtedy i tylko wtedy, gdy ¥\ P jest niezaleznym zbiorem wierzchotkéw, tzn. zbio-
rem wierzcholkow, z ktdrych zadne dwa nie sg polaczone krawedzia. W dalszym
ciggu beda nas interesowa¢ pokrycia wierzchotkowe o minimalnej licznosei
w grafach dwudzielnych.

Niech M bedzie skojarzeniem o maksymalnej licznosei w grafie dwudziel-
nym H = (X, Y, E), i niech 4 bedzie zbiorem wierzchotkéw ae X U Y osig-
galnych z wolnych wierzcholkéw w X przez ,,czgsciowe Sciezki naprzemienne”,
analogicznie do okreslonych w dowodzie twierdzenia Halla.

LEMAT 4.15

Jesli graf H nie zawiera izolowanych wierzchotkow, to P = (X'\ 4) u (Y n 4)
jest pokryciem wierzchotkowym o minimalnej licznosci, natomiast N = (X n 4A) u
U (YN A) jest niezaleznym zbiorem wierzchotkdw o maksymalnej licznosci.

Dowop

Fokazemy najpierw, ze P jest pokrycicm wierzchotkowym. Pruypusémy, ze
pewna krawedz {x, y} € E, x € X, y € Y nie jest incydentna z zadnym z wierzchol-
kow w P. Oznacza to, iz xe 4 1 vy ¢ 4. Nie moze by¢ {x, v} e M, gdyz w takim
przypadku wierzcholek x moze by¢ osiagniety jedynie przez Sciezke przechodzaca
przez y, co pociagatoby y € A. Lecz sytuacia, w ktorej {x, y} € E\ M jest rowniez
niemozliwa, gdyz sciezke prowadzaca do x mozna by powigkszy¢ o krawedz {x, y},
co znow pociagaloby y € A. Otrzymana sprzecznoé¢ dowodzi, iz P jest pokryciem
wierzchotkowym. Zauwazmy, ze Zaden wierzcholek w P nie jest wolny. Dla wierz-
chotkow z X\ A wynika to bezposrednio z definicji zbioru 4, natomiast dla
wierzcholkow z Y n A4 stad, iz wolny wierzchotlek w ¥ n 4 odpowiadalby
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iezce naprzemiennej wzgledem M, wbrew naszemu zaloZeniu o maksymaio-
i |[M|. W podobny sposéb dewodzimy, ze co najwyzej jeden wierzcholek do-
olnej krawedzi {x, ¥} € M nalezy do zbioru P: Jesli ye ¥ n A, to xe 4, 1 tym
mym x ¢ P. Stad wniosek, ze [P| <l |M|. Lecz kazde pokrycie wicrzchotkowe
yusi z definicji zawicradé co najmniej jeden wierzcholek kazdej krawedzi, a dla
rawedzi skojarzenia wierzcholki te sa oczywiscie parami rézne. Musi wige byé
ywsze |[P| = |M]|, co dowodzi, ze nasze pokrycie wierzcholkowe ma minimalng
pzno$e, i ze |P| = |M|. Druga czg$¢ lematu wynika z pierwszej na mocy naszych
poprzednich uwag i tego, iz N = (¥ U Y)\ P. ]
Odnotujmy wniosck z powyzszego dowodu (zauwazmy, Ze wierzcholki
bolowane nie maja Zzadncgo wplywu ani na skojarzenia, ani na pokrycia wierz-
otkowe).

NIOSEK 4.16

dowolnym grafic dwudzielnvim minimalna licznos¢ pokrycia wierzchelkowego
t rowna maksymalne] licznosci skojarzenia.
Warto pedaé tu inne rownowazne sformulowanie powyzszego faktu w ter-
inach macierzy zerojedyvnkowych. Przez linig takiej macierzy bedziemy rozumiet
j wiersz lub kolumne. Fonizsze twicrdzenic zwane jest czesto ,twierdzeniem
gierskim”

TERDZENIE 4.17 (K6nig 1 Egervary).

la dowolne] macierzy zerojedynkowej maksymalna licznosé zbioru (wystapien)
dynek, z ktorych zadne dwie nic fezg na jednej finii jest rowna minimalnegj licz-
e linii, ktérymi mozna pokryé wszystkie jedynki.

OWOD

Pla danej macierzy zerojedynkowej 4 = [a;;] o r wierszach i m kolumnach
tworzmy graf dwudziclny H = (X, Y, E), gdzic X = {x, .., x,}, Y =
{yh L] ym} oraz

E={x,y )il <i<nnart<jrimaa,;=

two zauwazy¢, ze zbiory jedynek w A, z kidrych zadne dwic nie luzg na tg)
mej linii odpowiadaja dektadnie skojerzeniom w H, natomiast kazdy zbior li-
ii w A pokrywajacych wszystkie jedynki reprezentuje pokrycie wierzeholkowe
H. Nasze twierdzenie jcst wige jro prostu innym sformulowaniem wniosku
rl6. 2
' Na rysunku 4.5 przedstawiono graf dwudzieiny wraz v¢ skojorzeni

syrm. nej licznosel 1 pokryciem wierzchotkowym o minimalne
5dpowmda aca macierz zercjedynkoven Hustrujacs tvicrdzenie wegl

Zauwazmy, Zze zbidr A4 wstepujacy w lonocis 415 mozna 2naleid w oczo-

Y+ ”I) stosujac przeszukiwanie w ginb {(lub ws
Stamyv z algorytmu Hoperofta-Karpa i zauwazymy, z2 kaZdy
;

§0‘

wicrzeholek i.’/l(;lo-
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wany moze by¢ usuni¢ty z dowolnego pokrycia wierzchotkowego i moze byé
dodany do kazdego niezaleznego zbioru wierzcholkéw, to otrzymamy naste-
pujacy whniosek:

WNIOSEK. 4.18

Zaréwno pokrycie wierzchotkowe o minimalnej licznosci, jak i niezalezny zbi6r
wierzchotkéw o maksymalnej liczaosci w dowolnym grafie dwudzielnym H =
= <X, ¥, E) moga by¢ znalezione w czasie O ((m+n) \/n), gdzie n = |X U Y],

m = |E|. -]
Y4
*1
2
*2
y
3 1% Y3 Y4 s
XB -1
% 1 o] 1 0] o] ‘
y
4 1 o] 1 0 0 . .
. *2 | Rvs. 4.5 Ilustracja twier-
4 X 0 o] 1 0 0| . .
3 ‘ dzenia  wegier=-
Y x, 10 1 1 1 1] skiego

Warto wspomnie¢, ze dla powyzszych problemow nie jest znany zaden al-
gorytm wielomianowy w przypadku dowolnych graféw, niekoniecznie dwu-
dzielnych.

Na zakonczenie tego punktu zajmiemy si¢ jeszcze problemem istnienia
wspolnego systemu réznych reprezentantéw dla dwdch ciagéw zbiordw,(4,,...,4,)
i {By, ..., B,y. Rozumienie takiego systemu jako po prostu systemu réznych
reprezentantow zaréwno dla pierwszego, jak i drugiego ciagu nie prowadzi do
niczego ciekawego: sytuacja sprowadza si¢ po prostu do rozpatrywania cia-
gu {A; " By, ..., Ay 0 B,>. Dlatego tez zdefiniujemy wspdlny system rdéinych
reprezentantéw dla naszych ciagdw jako dowolny ciag {a,, ..., a,» o tej wlasnosci,
ze istnieje permutacja o zbioru {1, ..., n} taka, Ze {4, ..., a,y jest systemem réz-
nych reprezentantéw dla (4,, ..., 4,> i dla {B_,,, ..., B,,>. Problem istnienia
i konstrukcji takiego systemu tatwo sprowadzi¢ (por. poz. [23]) do znajdowania.

PokaZemy teraz zastosowanie powyZszego twierdzenia do teorii sieci ko-
mutacyjnych stosowanych w telefonii. ZatéZmy, Ze dane sa dwa zbiory ,,abo-
nentéow” X i Y, oraz niech [X| = | Y| = N. Naszym zadaniem jest zaprojektowaé
urzadzenie, skladajgce si¢ z pojedynczych zestykow, ktére byloby w stanie zrea-
lizowaé uklad polaczen okreslony przez dowolne, wzajemnie jednoznaczne od-
wzorowanie ¢: X — Y. Urzadzenie takie nazywac¢ bedziemy sieciq przestrajalng
wymiaru N x N. Zaktadamy, zc kazdy zestyk moze si¢ znajdowac w jednym z dwoch
standw : zwarty i rozwarty. Najprostszym rozwigzaniem, lecz wymagajacym az N2
zestykow, jest zastosowanie oddzielnego zestyku miedzy kazdg para abonen-
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w {x,y> e X x Y. Realizacja odwzorowania ¢ polega na zwarciu zestykéw dla
r {x, p (x)>, x € X oraz rozwarciu wszystkich pozostalych. Urzadzenie takie
zywamy komutatorem wymiaru N X N.

Zauwazmy, ze kazda sie¢ przestrajalna bedac w stanie zrealizowaé wszy-
ie N! (wzajemnie jednoznacznych) odwzorowan z X na ¥, musi mie¢ co naj-
iej N! mozliwych standéw. Skoro stan jest okreslony przez kombinacje stanow
szczegdlnych (dwustanowych) zestykow, to liczba zestykow musi by¢ réwna co

Zalozmy, ze N = nk, gdzie n i k sa liczbami catkowitymi, wigkszymi od
nosci. Trdjsekcyjng sie¢ Closa (por. poz. [4], [7], [50]) typu {n, k) tworzymy
trzech sekcji: pierwszej skladajacej sie z # komutatoréw wymiaru k£ x k, drugiej
adajacej sie z k komutatoréw wymiaru n x n i trzeciej sktadajacej si¢ — tak
pierwsza — z n komutatoréw wymiaru k x k. Sekcje te polaczone sg ze soba
 nastepujacy sposob: i-te wyjscie j-tego komutatora sckcji pierwszej polaczone
t (na stale) z j-tym wejsciem i-tego komutatora sekcji drugiej, i-te wejscie j-tego
pmutatora sekcji trzeciej polaczone jest natomiast z j-tym wyjsciem i-tego ko-
utatora sekcji drugiej, dla 1 <{i<{n, 1 <j<k. Trojsekcyjna sie¢ Closa
jpu {3, 2) pokazano na rysunku 4.6.

Sekcja 1 Sekcja 2 Sekcja 3
‘ . "

40 OYA
* X

‘50‘ Q)’S
¢ © O ¢

vs. 4.6 Trojsekcyjna sie¢ Closa typu <3, 2>

WIERDZENIE 4.20.  (Slepian [62], Diguid [10]).
Trojsekeyjna sie¢ Closa jest siecia przestrajalng.

Dowop

Niech ¢ bedzie dowolnym wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem X na Y.
Oznaczmy przez A; zbior wejsé i-tego komutatora sekcji pierwszej, przez C;
Zbior wyjsé i-tego komutatora sekcjt trzeciej, oraz

B, ={xeX:p(x)eC}

Jest oczywiste, ze zbiory A, ..., A, jak réwniez By, ..., B, okreslaja dwa podzialy
‘zbioru X na bloki leznoéci k kazdy. Na mocy twicrdzenia 4.19 zbior X mozemy
i
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przedstawi¢ w postaci rgzlqcznej sumy X = X, U ... u X,, gdzie kazdy ze zbio-
T6W X jest zbiorem elementdw pewnego wspdlnego systemu réZnych reprezen-
tantéw dla (A4, ..., 4,0 i (B, ..., B,)>. Zauwazmy, ze dla j = 1, ..., k moZemy
polaczy¢ ,,abonentéw” ze zbioru X; z odpowiednimi ,,abonentami” w ¥ poprzez
J-ty komutator sekcji srodkowej. Istotnie, niech X; = {ay, ..., a,}, gdzie a, € A4,
oraz @, € B, tzn. @ (a)e C,,, dla 1 <i<{n i pewnej permutacji o zbio-
ru {1, ..., n;. Komutatory sekcji pierwszej zawierajace ay, ..., @, jak réwniez
komutatory sekgji trzeciej zawierajace ¢ (@), ..., ¢ (a,) sa parami rézne, a wigc
dla i =1, ..., n Sciezk¢ realizujaca polaczenie a; z ¢ (a;) moZzemy utworzyé 1a-
czac g; z j-tym wyjsciem i-tego komutatora sekcji pierwszej, nastepnie i-te wejscie
z g (i)-tym wyjsciem j-tego komutatora sekcji drugiej, i wreszcie j-te wejscie o (i)-te-
go komutatora sekcji trzeciej z ¢ (a,). =

Na rysunku 4.6 grubsza linia pokazano polgczenie realizujace nastgpujace
przyporzadkowanie ¢:

P (x1) = ¥4 o (x2) =y, ¢ (x3) = ys
¢ (x4) = g @ (xs) = y3 ¢ (x6) = ¥y

X; = {xh X35 xs}, X, = {x2» Xq, xs})-

Zatozmy teraz, Ze N jest postaci 27 (jesli tak nie jest, zwigkszamy N do naj-
blizszej potegi dwojki, tzn. do 208Ny Utworzmy trojsekeyjng sie¢ Closa ty-
pu {N/2,2>. Jesli kazdy z dwu komutatorow sekcji Srodkowej zastapimy z kolei
przez tréjsekeyjng sie¢ Closa typu (N /4,2, to otrzymana sieé (o pigciu sekcjach)
pozostaje oczywiScie przestrajalna. Postgpowanie to mozemy kontynuowaé az
do momentu, gdy wszystkie komutatory sg wymiaru 2 x 2. Nietrudno zauwazy¢,
Ze otrzymana sieé przestrajaina sklada sig z 2p+1 sekeii, z ktérych kazda zawie-
ra N/2 komutatorow wymiaru 2 x 2. Catkowita liczba zestykdéw réwna jest wigc

@p+1)-(N/2)-4 = 2N (2p+1) = 2NQ2 log N+1) = O(N log N)

Innym zastosowaniein twierdzenia 4.19 jest problem ukladania rozktadéw zajgé.
W najprostszym, najbardziej wyidealizowanym sformutowaniu problem ten dany
jest przez pewien zbidr zajeé X o licznosct nk, oraz przez dwa podzialy X =
=W, u..uW, X=58 u..uUS, gdzie W, jest zbiorem zaje¢ prowadzo-
nych przez i-tego wyktadowcee, S; za$ zbiorem zaje¢, kidére majg by¢ prowadzone
w i-tej sali, przy czym zakladamy |W,| = |5 = k, | < i < n. Konstrukcja do-
konana w dowodzie twierdzenia 4.19 dostarcza k wspdlnych systeméw roZnych
reprezentantow dla ciagow (W, ..., W,> 1 {Sy, ..., S,», przy czym systemy te
w sumie wyczerpujg caly zbidr zajeé X. Jedli kazde z zaje¢ trwa powiedzmy
| godzine, to przeprowadzajgc zajecia ckreSlone przez j-ty system w ciggu j-tej
godziny, j = 1, ..., k, otrzymujemy rozklad zaje¢, w ktorym wszystkie zajecia
zostaju przeprowadzone w ciagu k godzin, przy czym w ciggu tego czasu
kazda sala i kazdy wyktadowca jest zawsze wykorzystany. W praktyce uktadanie
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rozkladu zajed jest bardziej skomplikowane, gdyz wystepuja dodatkowe ograni-
czenia (czestokro¢ sprzeczne!) majace swe Zrodlo na przykiad w tym, Ze pewne
osoby chea uczeszezaé na wiele zaje¢, ktdre tym samym nie moga sic odbywaé

- réwnoczesnie.

'Rozklad na lancuchy

t Rodzing 4 podzbioréw zbioru skonczonego X nazywamy laricuchem, jesli dla

dowolnych A, Be ¥ mamy A < B lub B = A. Innymi slowy, % jest lanicuchem,
jesli rodzing t¢ mozemy przedstawi¢ jako € = {C,, ..., C}, gdzie k = |%|
i C,=C,e...<C. W punkcie tym zajmiemy si¢ problemem rozkiadu
redziny 2 (X) wszystkich podzbioréw zbioru X na minimalng liczbe tafncuchéw.

Niech # = |X|. Lafcuch ¥ bedziemy nazywaé lasicuchem symetrycznym

L w P (X)), jesli jest on postaci

Cin21-5 € Crpag—js1S v S Cryyayag

| gdzie 0 <7 <1021 i |C)) = i dla \nj2)—j < i < 1n/2] +).

Pokazemy teraz konstrukcje, ktéra z podziatu rodziny £ (X) na ladcuchy sy-
metryczne konstruuje podzial rodziny 2 (X u {a}) (a¢ X) na tafdcuchy syme-
tryczne. W tym celu kazdy fancuch symetryczny 4, < A, < ... = 4, w Z (X)
nalezacy do naszego podziatu zastgpujemy najpierw nastgpujacyimi dwoma lan-
cuchami w 2 (X v {a}):

A cd, < ... < A (4.18)

Ayvuial c dy,u{a) ... ¢ Ay {a} 4.19)

Otrzymujemy oczywiscie w ten sposéb pewien podzial rodziny 2 (X v {a}) na
laticuchy. Lancuchy (4.18) i (4.19) nie sa symetryczne w 2 (X U {a}), lecz nie-
trudno zauwazyé, ze mozna je takimi uczyni¢ przenoszac ostatni zbidr z drugie-
go lancucha do pierwszego:

Ay c A, ... < A, A v {a} (4.20)
Ayvialc A,vfa) ... 4y v ia} .20

Jesli & =1, to drugi z powyzszych tancuchdw znika, tzn. wszystkie podzbiory
wystepujace w (4.18) i (4.19) umieszczamy w jednym tancuchu symetrycznym.

Startujac od 2 (@) = {@}, ktéra to rodzina jest sama lancuchem syme-
trycznyvm, i powtarzajac opisang powyzej konstrukeje 22 razy otrzymujemy po-
dzial rodziny £ (X) na lancuchy symetryczne.

Antviaicuchem w 2 (X) nazywamy dowolng rodzing o7 & # (X) taka. e
dla dowolaych A, Be s/, A #+ B mamy A & B 1 B ¢ A. Przyvkladem antylan-
cucha jest Z.,(X), rodzina wszystkich k-elementowych podzbioréw zbiorn X
(0 <k < |X]). Niech 2(X) =%, u ... u %, bedzie dowolnym podziatem ro-
dziny 2 (X) na rozlaczne lancuchy i niech «/ bedzie dowolnym antylaficuchem

4.5
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w F (,X\’ ). Jest jasne, Ze co najwyzej jeden zbidr 4 € &/ wpada do kazdego z tan-
cuchéw ¥;, a co za tym idzie p > |&/|. Mamy wiec nastepujacy wniosek:
Wniosek 4.21
Liczno$¢ kazdego antylaficucha w 2(X) nie przekracza liczby blokéw w dowolnym
podziale rodziny & (X) na lancuchy.
Jedli udaloby sie nam wskaza¢ taki antylancuch o w &£ (X) i taki podziat
na lafcuchy Z (X) = ¢, v ... U €, Ze || = p, to oczywiicie o/ bylby anty-
laiicuchem o maksymalnej liczno$ci w £ (X), nasz podzial bylby natomiast
podzialem rodziny £ (X) na minimalng liczb¢ tancuchow. W istocie latwo sig
przekonaé, Ze taki antylaficuch i podzial istnieja. Wystarczy przyjaé of =
= P 2(X) (n = | X|), a jako podziat rozwazy¢ dowolny podziat rodziny 2 (X)
na lancuchy symetryczne, na przyklad podzial otrzymany przez zastosowanie
opisanej przez nas konstrukcji rekurencyjnej. Wynika to po prostu stad, ze kazdy
lancuch symetryczny zawiera dokladnie jeden zbidr lu/21-elementowy. Skoro
lancuchy sa rozlgczne i pokrywaja & (X), to musi ich by¢ dokladnie tyle ile pod-
zbioréw Ln/2i-elementowych. Przypomnijmy, Zze liczba podzbioréw k-elemento-

wych zbioru n-clementowego jest dana przez wspolczynnik dwumienny (Z)
(por. p. 1.6), i uporzadkujmy otrzymane fakty:

TWIERDZENIE 4.22 (Sperner [63]).

Liczno$é dowolnego antylancucha w £ (X), [X| = »n nie przekracza ([n721)’
tzn. 2,,,,(X) jest antylancuchem o maksymalnej licznosci. m
TWIERDZENIE 4.23

n 1 ,
[n/zj) an
cuchdw, gdzie n = |X|, i jest podzialem rodziny £ (X) na minimalna mozliwg
liczbe laficuchdw. B

Opiszemy teraz nieco dokladniej realizacje przedstawionej juz rekurencyjnej
metody konstrukeji rozkladu rodziny £ (X) na fafdcuchy. Przyjmujemy X =
= {1, ..., n} i kazdy taficuch symetryczny ¥ w £ (X) reprezentujemy przez re-
kord zawierajacy tablice P [1..n], oraz zmienne calkowite pocz, kon takie, Ze

¢ = {{P[1],P[2]), ..., P[i]}: pocz < i < kon}

Poza tym rekord taki zawicra wskaznik rast do rekordu reprezentujacego na-
stepny lancuch podziatu.

Kazdy podzial rodziny 2 (X) na laficuchy symetryczne sklada si¢ z (

ALGOrRYT™ 4.24 (Znajdowanie podzialu rodziny wszystkich podzbioréw zbio-

ru {1, ...,n} na lafdcuchy symetryczne)

Dane: »n

Wryniki: Lista rekordow, z ktérych kazdy reprezentuje blok podzialu rodzi-
ny 2 ({1, ...,n}) na lafcuchy symetryczne (podz jest wskaznikiem od
poczatku tej listy).
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function PODZIALL);

(* wartoscig tej funkcji jest wskaznik do poczatku listy rekorddw, z ktérych
kazdy reprezentuje fancuch symetryczny w 2 (X), X = {1, ..., k}; wszy-
stkie rekordy na liScie okreslaja podziat rodziny £ (X) na lancuchy sy-
metryczne )

- begin

E  if k = O then (% konstrukcja podzialu rodziny 2 (&) = {@} na laficuchy

symetryczne — jedynym laficuchem jest {QG} )
begin new(w); (% w = wskaznik do rekordu reprezentujacego lan-
cuch =)
with w T do
begin pocz := 0; kon = 0; nast := nil
end
end

else (% k > 0x%)

begin w := PODZIAL(k-1);

pp = w;
while pp # nil do
with pp 1 do

begin (* laicuch symetryczny 4, < ... = 4, reprezentowany
przez rekord pp T jest zamieniany na dwa lanicuchy:
Ajc..cd, c A vk}, 4, vk} c...cAd,_, vk}, przy
czym drugi jest pomijany jesli r = 1,
tzn. gdy pp 1.pocz = pp 1.kon *)

{ pnast == nast ;

I if pocz < kon then (% laficuch dlugosci r > 1 %)
‘ begin(* dodaj nowy laficuch 4, U {k} = ... = 4,_; U {k} %)
, new(pn); pnl.nast :== nast ; nast == pn;
' pnl.pocz := pocz+1; pul.kon := kon;
pn TP [1] = k;
for i:= 2 to kon do pnt. P[i]=P[i—1]
1 end;

(% dodaj 4, u {k} do taficucha reprezentowarego przez pp? *)

; kon := kon+1; Plkon]} = k;
pp = pnast
&: end

end;
PODZIAL = w
end; ( PODZIAL =)
begin (* program gléwny =)
podz = PODZIAL(n)
end
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Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, Ze liczba krokéw wykonywanych przez
algorytm jest rzedu sumy dhugoséci wszystkich otrzymanych tasficuchéw podziahu,
tzn. O (27). Na rysunku 4.7 pokazano listg laficuchéw symetrycznych otrzymang
przez algorytm dla n = 5.

1 2 3 4 51

{5 1 2 31

T4 1 2 51
S L 4 11

L3 i 4 S 1 . . - R -
5 3 13 Rys. 4.7 Lista laficuchow symetrycznych skonstruo-
4 3 5 1 wana przez algorytm 4.24 dla n = 3

L g c ; 3 ; 513 (’[” poprzedza P [pocz], a ]’ nastepuje za P [kon]
4 2 ; 1 pocz = 0 dla pierwszego tancucha

Zauwazmy, ze w kazdym z rekordow listy utworzonej przez algorytm 4.24
elementy P [i] dla i > kon sa nieokreslone. Jesli okreslimy je w dowolny sposob
tak, by ciag P[1], ..., P [n] byt permutacja, to otrzymamy list¢ permutacji ¢,,

Qs oees Py = ([ "171) o pewnej ciekawej wlasnosci. Otoz dla kazdego podzbio-
il

ru 4 = {1, ..., n} istnieje permutacja @; taka, Ze zbiér pierwszych |4| wyrazéow
te] permutacji jest réowny A (permutacje traktujemy tu jako ciag dlugosci n).
Zauwazmy, ze nie moze istnie¢ uklad mniejszej liczby permutacji o powyzszej

whasnoéci, jako Ze kazdy sposroéd m = ) podzbioréw lnf2l-elementowych

[
([ﬂ/21
musi wystepowaé jako odcinek poczatkowy w innej permutacji.

Pokazemy teraz zastosowanie powyzszego ukladu permutacji do pewnej
organizacji kartotek pochodzgcej od Luma (por. poz. [47]). W tym celu rozwazmy
sytuacje, w ktorej rekordy w pewnej kartotece sq opisane za pomocg # atrybutdw.
Zalézmy, Ze i-ty atrybut moze, dla kazdego konkretnego rekordu, przyjmowac
jedna z n; wartoéci — dla uproszczenia oznaczmy te wartosci przez 1, ..., n;.
Niech R bedzie zbiorem rekordéw w naszej kartotece. Kazdy rekord r jest wtedy
opisany przez ciag {w,(r), ..., w,(r)>, gdzie w,(r) jest wartoscia i-tego atrybutu
dla r (I < wi(r) < n;). Naszg kartoteke mozemy posortowad ,,leksykograficznic™
na wiele sposobow, jesli wezmiemy pod uwage fakt, iz pojecie porzadku leksyke-
graficznego zaklada pewne uporzadkowanie wspodlrzednych, od wspdlrzednej,
ktére] wartosci ,,zmieniaja sie najwolniej”, do wspdirzednej, ktérej wartosci
,-Zmieniaja si¢ najszybciej”. Dokladniej dla dowolnej permutacji ¢ zbioru {1, ..., n}
okreslamy porzadek <, w nastgpujacy sposdh:

<al: e (l,,> <(p <b19 LR bn> ¢><aiv ey an> = <bla ey bn> hlb

istnicje k, 1 «{k <n takie, Ze a,u = bypn dla 1 i<k 1 a,u < by,
n o . .
) kopii kartotek, z ktérych
{12
;ta — oznaczmy ja przez K; — posortowana jest zgodnie z porzadkiem <, DA

W metodzie Luma stosowanych jest m = (



ROZKEAD NA LANCUCHY 45122
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iagach {w,(r), ..., w,(#))>. Zakladamy, Ze kazde pytanie skierowane do karto-
eki ma posta¢ Q = {x, ..., X, gdzie kazde x; jest albo pewna wartoscia i-tego
trybutu, | < x; <{n,;, albo tez x; = %, co oznacza, Ze pytanie nie naklada
padnych warunkéw na wartosé i-tego atrybutu. Odpowiedz na pytanie (x,, ... x,>
znaczamy przez |[<{xy, ..., x,»{| 1 definiujemy nastgpujaco:

Nx1s e Xl = fre Row(r) = x; lubwi(r) = &, dlal << i < n}

stotqg metody Luma jest fakt, iz dla dowolnego pytania @ istnieje takie /, Ze
bdpowiedz sktada si¢ z odcinka kolejnych (wzglegdem porzadku <) rekordéw
kartotece K,. Aby t¢ wlasnoé¢ udowodni¢ rozwazmy dowolne pytanic Q =
= (X1, ..., Xu). Zgodnie z podstawowa wlasnoscia zbioru permutacji ¢, ..., @,
fstnieje wéréd nich taka permutacja ¢,, ktéra sprowadza w Q wszystkie wspot-
zgdne x; rozne od * mna poczatek, tzn. x, ; # * dla 1<<j <k i X, = *
dla k < j <{ n. Lecz jasne jest, ze w K; odpowiedz {|Q|] jest odcinkicm kolejnych
ekordéw rozpoczynajacym sig od rekordu r takiego, ze

<W<pi(1)(r)9 v W«p,(n)(r)> = <x(pi(1)a tes x(p‘(k)’ 19 rers 1>
i konczacym sig rekordem r’ takim, ze

RaY , Y
<W¢i(1)(' Joovers “A{)l(")(’ » = <x¢i(1)~ oo Xty Mg (k15 oo ”q,,.(n)>

du r lub r).

Jesli nasze kartoteki K; sg pamictane na nosniku informacji o strukturze
liniowej, to fakt, Zze wszystkie rekordy, ktoére chcemy znalezé, tworza spdjny
odcinek, znacznie ulatwia proces wyszukiwania. Oczywiscie gléwna niedogod-
noscia, szezegdlnie dla duzych m, jest duza liczba kopii naszej kartoteki, ktére
nalezy pamigtaé.

Na zakonczenie tego rozdzialu warto zauwazyé, ze wiele rozwazanych tu
przez nas twierdzen mialto charakter minimaksowy: orzekato, iz minimum pew-
nej wielkodei jest réwne maksimum pewnej innej wielkosci. Przyktadem moze
by¢ twierdzenie o maksymainym przeptywie i minimalnym przekroju, twierdze-
nie wegierskie oraz para twierdzeni 4.22 i 4.23. Okazuje sig, ze ten ostatni przykiad
- jest szczegblnym przypadkiem pewnego znacznie ogdlmiejszego twierdzenia po-
chodzacego od Dilwortha (por. poz. [12]) i dotyczacego skoficzonych zbioréw
czesciowo uporzadkowanych. Tak jak w przypadku zbioru czgsciowo uperzad-
- kowanego (2 (X), &), dla dowolnego zbioru czgsciowo uporzadkowane-
o (P, <> definiujemy favicuch jako dowolny podzbior L < P taki, 7ze x <{ v
Iub y < x dla dowolnych x, y € L, natomiast antylancuch jako dowolny podzbior
. A = P taki, ze dla dowolnych x, ye 4

*(sytuacja nie zmienia si¢ istotnie gdy nie ma w naszej kartotece takiego rekor-

3 x<Ly=>x=y

i A oto zapowiedziane twierdzenie Dilwortha:

P
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TWIERDZENIE 4.25

Dla dowolnego skoficzonego zbioru czgéciowo uporzadkowanego (P, <> mi-
nimalna liczba laficuchéw, ktére w sumie pokrywaja P, jest réwna maksymalnej
licznosci antytaficucha.

Dowdp

Zastosujemy indukcje wzgledem licznosci zbioru P. Jesli |P| <1, to twierdzenie
jest oczywiscie prawdziwe. Niech wigc |P] > 1, niech L begdzie dowolnym lan-
cuchem maksymalnym (tzn. nie bedacym podzbiorem zadnego wickszego lan-
cucha) i niech m bedzie maksymalng licznosdcig antylaiicucha w (P, <)>. Poka-
zemy, Ze nasz zbiér P mozna pokryé m lancuchami. Jesli maksymalna licznogé
antylaficucha w {(P\ L, <) jest réwna m—1 (nie moze ona by¢ oczywiscie mniej-
sza od m—1), to na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje rozklad na tancu-
chy PN\L =L; U ... UL, _,, a stad otrzymujemy Zadany rozktad P = L, U ...
U L,._1 v L. Zalézmy wige, ze w (P\L, <) istnieje antylaricuch m-elemento-
wy A = {ay, ..., ay}. Utworzmy zbiory elementéw znajdujgcych sig ,,nad” A:

G={xeP:x>a dlapewnego a € A}
oraz ,pod” A4:
D={xeP:x<a dla pewnego a e A4}

Zatozmy, Zze L jest postaci I/, < ... < [,. Wtedy /; ¢ G, jako Ze w przeciwnym
przypadku lancuch L mozna by powigkszyé o pewien element a < /;, ae 4,
wbrew zalozeniu o maksymalnoséci L. W podobny sposéb dowodzimy, ze [, ¢ D.
A zatem |G| < |P|, | D] < |P] i na mocy zalozenia indukcyinego zastosowanego
dla (G, <> i {D, <) istnieja rozklady na tancuchy

G=G,u..uUG, craz D=iD1u...uD,,,

Po ewentualnym przenumerowaniu zbioréw tancuchow Gy, ..., G, i Dy, ..., D,
mozemy zakladad, ze ¢, € G, n Dy, 1 <i <m. Lecz G u D = P, jako zZe istnie-
nie elementu b € P\ (G v D) przeczyloby maksymalnosci antylancucha 4. Tak
wiec otrzymujemy Zzadany rozkiad na laficuchy

P:LIU...ULM

przyjmujac L, = G, D, i=1,...,m. B

Zadania

4.1 Udowcednil, ze kazdy przeptyw f z s do t mozna przedstawi¢ w postaci
sumy f = f1+... +fi, k < m (tzo. f(e) = fi(e)+ ... +fi(e) dla kazdej kra-
wedzi c e E), gdzie f; jest przeptywem wzdhuz pojedynczej drogi z s do ¢,
i=1,..., k. Wywnioskuj stad, Zze mozliwe jest uzyskanie przeptywu maksy-
malnego przez kolejne zwigkszanie przeplywu wzdhuiz odpowiednio dobra-
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nych $ciezek rozszerzajacych o wszystkich krawedziach zgodnych, startujac
od przepltywu zerowego. Pokaz sie¢, w ktérej £ = Q (m) dla kazdego takiego
rozktadu f = f,+ ... +/fe

Udowodnij, ze jesli kazde zwigkszenie przeptywu odbywa si¢ wzdhuz naj-
krotszej Sciezki rozszerzajacej wzglgdem aktualnego przeplywu, to dtugosei
kolejnych $ciezek tworza ciag niemalejgcy. (Warto zauwazy¢, ze z whasnosei
tej latwo wynika lemat 4.4, lecz wynikanie w przeciwna stron¢ nie jest
tak oczywiste).

Udowodnij, ze jesli kazde zwickszenie przeplywu odbywa si¢ wzdluz naj-
krotszej Sciezki rozszerzajacej, to startujac od dowolnego przepltywu uzy-
skujemy przeplyw maksymalny po uzyciu co najwyzej mn/2 Sciezek rozsze-
rzajacych (por. poz. [17]).

Pokaz, 7e dla sieci o przepustowosci kazdej krawedzi réwnej zeru lub
jednosci, algorytm Dinica moze byé zrealizowany w czasie O (n*3m)
(por. poz. [18]). '

Pokaz, ze jesli w sieci o przepustowosciach calkowitych potencjal kazdego
wierzchotka réznego od s1 ¢ jest rowny zeru lub jednosci, to algorytm Dinica
moZe byé zrealizowany w czasie O (n!/2m) (por. poz. [18]).

Rozwazmy sie¢ z wyréznionymi wieloma Zrédlami s,, ..., 8, 1 ujsciami £, .., t,,
oraz niech dane beda wydajnosci zrodet ay, ...,a, >0 i zapotrzebowania
by, ..., b, =0 takie, ze a;+ ... +a, = b, + ... +b,. Podaj metode znajdo-
wania w takiej sieci przeptywu f takiego, Ze Divg(s;) = a, dla 1 <i <p,
Divy(t)) = —b,dla 1 <j < g oraz Div,{v) = 0 dla wszystkich pozostatych
wierzchotkdw sieci — jesli taki przeplyw istnieje. (Wskazdwka: Dodaj do
sieci dodatkowe krawedzie (s, s,> o przepustowosciach a;, dla i =1, ..., p,
oraz krawgdzie ¢, t> o przepustowosciach b;, dla j =1, ..., q).
Dodajmy do problemu przeptywu w sieci dodatkowe ograniczenie polega-
jace na tym, ze dla kazdego wierzchotka v réznego od s i t ilo$€ przeptywu
wplywajacego do v 1 wyplywajacego z v nie moze przekracza¢ przepusto-
wosci g (v) tego wierzchotka. Jak taki zmodyfikowany problem sprowadzi¢
do oryginalnego zagadnienia, bez przepustowoséci wierzchotkow? (Wska-
zéwka: Dla kazdego wierzchotka v dodaj nowy wierzcholek »*, krawedz
{v, v*> o przepustowoici g (v) i zamien kazda krawedZ postaci (v, u)
na {v¥, u).

Niech G bedzie grafem zorientowanym nie zawierajacym krawedzi (s, ).
Udowodnij, ze maksymalna liczba drég w G z s do ¢ o parami roztagcznych
zbiorach wierzcholkéw posrednich (tzn. roznych od s i t) jest réwna mi-
nimalnej liczbie wierzchotkéw posrednich, po usunigciu ktérych nie istnie-
je w naszym grafie zadna droga z s do ¢ (por. poz. [52]). (Wskazoéwka:
Potraktuj G jako sie¢ o przepustowosci kazdego wierzchotka réownej jed-
nosct — por, poprzednie zadanie — i skorzystaj z twierdzenia o maksymal-
nym przeplywie i minimalnym przekroju).

46/157
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4.9 Podaj algorytm znajdowania krawedzi o tej wlasnodci, ze zwigkszenie jej
przepustowosci powoduje zwigkszenie wartosci maksymalnego przeplywu.
Czy taka krawedz zawsze istnieje? (Wskazowka: Znajdz maksymalny prze-
plyw £, a nastepnie zbidr A wierzchotkéw osiagalnych przez czgiciowe $ciez-
ki rozszerzajace z s, oraz zbiér B wierzchotkdw, z ktéorych w podobny
sposOb osiagna¢ mozna . Szukany zbior to (4 x B) n E).
4.10 Rozwazmy sieé, w ktérej kazdej krawedzi e € E przypisany jest, oprdcz
| przepustowosci, koszi h (e) przestania jednostki przeptywu przez e. Zdefi-
| niujmy koszt $ciezki rozszerzajacej jako sume kosztéw krawedzi zgodnych
minus sume kosztéw krawedzi przeciwnych tej sciezki. Udowodnij, Ze prze-
plyw f o wartosci w = W (f) ma minimalny koszt wérod wszystkich przepty-
wow o wartosci w wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje cykl (Sciezka zam-
knieta) rozszerzajacy wzgledem f o wjemnym koszcie. Pokazaé, ze zwigk-
szenie o & przeplywu o minimalnym koszcie o wartosci w wzdtuz Sciezki
| rozszerzajacej o minimalnym koszcie prowadzi do przeplywu o minimalnym
koszcie o wartosci w+ 9.

4.11 Udowodnij, ze jesli P jest najkrétsza $ciezka naprzemienna wzgledem sko-
jarzenia M w grafie dwudzielnym, P za$ najkrétszg Sciezka napizemienng
wzgledem M@P, to |P'| = |P|+|P n P’'| (por. poz. [33]).

4.12 Udowodnij, Ze jesli M i N sa skojarzeniami w grafie dwudzielnym H, to
istnieje takie skojarzenie R, ze wierzcholek grafu H jest wolny wzgledem R

| wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest wolny wzgledem zaréwno M, jak i N (patrz
poz. [51], por. tez lemat 4.11).

4.13 Graf dwudzielny H = (X, Y, E) nazywamy wypukiym na X, jesli zbidor X
mozna uporzadkowaé w ciag xi, ..., X, tak, by dla kazdego ye Y zbidr
A(y) = {xe X:x—y} tworzyl odcinek poStaci {Xpey Xpay+1s +or PR}
Podobnie definiujemy wypukto$é na Y. Udowodnij, ze jesli graf H jest
wypukly na X to skojarzenie o maksymalnej liczno$ci mozZna otrzymac prze-
gladajac ciag xy, ..., x, 1 kojarzac wierzchotek x; z tym sposréd wolnych
jeszeze wierzcholkéw y e Y, x—y, dla ktérego wartosé K (p) jest minimalna
(lub pozostawiajac wierzchotek x; wolny gdy zaden taki wierzcholek y nie
istnicje) (por. poz. [287).

4.14 Pokaz, ze skojarzenle o maksymalnej licznosci w grafie dwudzielnym H =
= (XA, ¥, E> wypuklym na X (por. poprzednic zadanic) mozna skon-
struowaé w czasie Q ((X]+{Y[log| Y] i w czasie O (| X|+]Y]), jesli H jest
wypukly zaréwro na X jak i na Y. (Uwaga: Zakladamy, ze graf dany jest
poprzez tablice wartosci P () i K(y), y € Y; warto tu wspomnie¢, ze ogra-
niczenie O ((X|+|Y|log | ¥Y{) mozna znacznie polepszyé, jak to pokazano
w pracy [46], kerzystajsc z pewnej ogolnej techniki pochodzacej od Tar-
jana i podanej w pracy [67]).

4.15 Podaj przyktad grafu (niedwudzieinego), dla ktorego nie zachedzi wlasnosé
wyrazona we wniosku 4.16.
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Udowodnij nastgpujace twierdzenie, dualne wzgledem twierdzenia wegier-
skiego: Dla dowolnej macierzy zerojedynkowej maksymalna liczba jedynek
w linii jest rowna minimalnej liczbie rozproszonych zbicréw jedynek pokry-
wajacych wszystkie jedynki w macierzy (zbior jedynek nazywamy roz-
proszonym, jesli Zadne dwie z nich nie leza na jednej linii). Podaj sformuto-
wanie tego twierdzenia w terminach skojarzen w grafie dwudzielnym.
Macierzq bistochastyczng nazywamy macierz wymiart # X n o elementach
rzeczywistych nieujemnych, w ktorej suma clementow w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie jest réwna jednosci. Przez macierz permutacyjng rozu-
miemy dowolng bistochastyczng macierz zerojedynkowa. Udowodnij, Ze
kazda macierz bistochastyczng B mozna przedstawi¢ w postaci kombi-
nacji B = g P+ ... + Py, gdzie Py, ..., Py sa macierzami permutacyjnymi,
Bis st > 01 g+ oo+ = 1 (por. poz. [6]).

Permanent macierzy A = [a;;] wymiaru n x n definiujemy w nastepujacy
sposob:

1 perA = Z al,o’(l) a2,a(2): RRRE) an,a(n)

gdzie sumowanie rozcigga si¢ na wszystkie permutacje ¢ zbioru {1, ..., n}.
Udowodnij, ze permanent macierzy zerojedynkowej 4 wymiaru r X n jest
réwny zeru wtedy 1 tylko wtedy, gdy A zawiera podmacierz zerowa wymia-
ru pxr, gdzie p+r = n+1 (por. poz. [24]).

Uzupelnij szczegdly naszkicowanego w punkcie 4.4 algorytmu o zloZono-
$ci O (v n > (14,14 B,])) znajdowania wspdlnego systemu réznych repre-

i=1
zentantéw dla ciggow {Ay, ..., Ay 1 {By, ..., B,) (por. zad. 4.5).
Podaj konstrukcje ciagu o elementach ze zbioru {1, ..., n} o diugosci [, &

~ % 2" o tej whasnosci, ze kazdy podzbior 4 < {1, ..., n} wystepuje w tym
ciagu jako podciag |4| kolejnych wyrazow [43]. (Wskazéwka: Skon-
struuj ([kl;zj) permutacji zbioru {1, ...k}, k = ln/2], takich, ze kazdy
podzbiér K < {1, ..., k} wystepuje jako odcinek koncowy pewnej z tych
lPI;?-J) , P = In/21 permutacji zbioru {k+1, ..., n} takich,
ze kazdy podzbior L < {k+1, ..., n} wystepuje jako odcinek poczatkowy
pewnej z tych permutacji. Nastepnie polacz te permutacje w odpowiedni

permutacji, oraz (

sposéb. Uwaga: Na mocy wzoru Stirlinga (Ud"l) ~ J2/(nk) 2.
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Matroidy

Algorytmy zachlanne rozwiagzywania problemow
optymalizacyjnych

Rozwazmy nastgpujaca macierz o wspoélezynnikach rzeczywistych nienjemnych:

7 5 1
A=13 4 3
2 31

Zajmiemy sig rozwiazaniem nastgpujacego problemu optymalizacyjnego:

PROBLEM 1.
Znalez¢ podzbioér elementéw macierzy taki, ze

(a) w kazdej kolumnie znajduje si¢ co najwyzej jeden wybrany element, oraz

(b) suma wybranych elementow jest najwigksza z mozliwych.

Spréobujmy rozwiazaé ten problem w nastepujacy sposob: wybieramy ele-
menty kolejno, przy czym za kazdym razem wybieramy najwigkszy sposrod
elementow, ktore mozemy dodaé nie naruszajac warunku (a). Postgpowanie to
kontynuujemy az do momentu, gdy dodanie dowolnego elementu narusza wa-
runek (a). Algorytm tego typu bedziemy nazywaé zachlannym.

W przypadku problemu 1 i macierzy 4 algorytm zachtanny znajduje podzbidr

@ ® 1
3.4 @
2 3 1

ktéry rzeczywidcie daje najwieksza mozliwa sume.

Nietrudno zauwazyé, ze algorytm zachlanny znajduje prawidlowo rozwigzanie

problemu | dla dowolnej macierzy rzeczywistej o elementach nieujemnych.
RozwaZzmy nieco inny problem.

PrROBLEM 2,
Znalezé podzbidr elementéw macierzy taki, ze

(a) w kazdej kolumnie 1 w kazdym wierszu znajduje si¢ co najwyzej jeden
wybrany element, oraz

(b) suma wybranych elementéw jest najwicksza z mozliwych.

AR |
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ALGORYTMY ZACHLANNE

Algorytm zachlanny zastosowany do problemu 2 i macierzy A4 daje tym
fazem podzbidr

‘@ 5 17
3 @ 3
(2 3 .
b sumie 12, co nie jest poprawnym rozwiazaniem, gdyz podzbiér
(D 5 17
3 4 3
(2 @ 1

na sume 13. Tak wigc w drugim kroku nie warto bylo by¢ zachlannym — wy-

jierajac nieco mniejszy element (3 zamiast 4) ostatecznie lepiej na tym wychodzimy.
Powstaje pytanie: kiedy oplaca si¢ by¢ zachtannym? Sformulujmy je nieco

islej.

Rozwazaé bedziemy problemy optymalizacyjne nastgpujacego typu:

ROBLEM 3.

Dany jest zbior skofczony E, rodzina jego podzbiorow £ < 2 (E), oraz funk-

fia w: £ — R*, gdzie R* oznacza zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych. Znalez¢

podzbior Sef o najwigkszej sumie D' w (e).

ecS
Zaréwno problem 1, jak i problem 2 s szczegdlnymi przypadkami pro-

blemu 3. W obu przypadkach E jest zbiorem pozycji macierzy, w za$§ przypo-

fzadkowuje pozycji <i,j» macierzy [a,;] liczb¢ a,;. Dla problemu 1

L Sef < kazda kolumna zawiera co najwyzej jedna pozycje ze zbioru S

- atomiast w przypadku problemu 2

' S ef <> kazda kolumna i kazdy wiersz zawiera co najwyzej jedna pozycje
ze zbioru S

‘ Nasze pytanie mozemy teraz sformulowaé nastgpujaco: przy jakich zalo-

Peniach na rodzing # algorytm zachlanny rozwiazuje poprawnie problem 3

§dla dowolnej funkeji w?

‘ Okazuje si¢, 2¢ mozna podaé prosta odpowiedz na to pytanie. Wystarczy

imianowicie, by para (E,¥)> tworzyla tzw. matroid. Tym waZinym obiektom

tkombinatorycznym poswiecony jest nastgpny punkt tego rozdziatu (Czytelnika

zainteresowanego w glegbszym poznaniu teorii matroidéw odsytamy do po-

zycii [42], [72)).

I Matroidy i1 ich podstawowe wlasnosci

’Matroidy zostaly wprowadzone przez H. Whitneya w pracy [73] w zupelnie in-
f nym kontekscie niz algorytmy zachianne, a mianowicie w badaniach nad ab-
{ strakcyjna teoria zaleznosci nieliniowej. Istnieje wiele rownowaznych definicji
§ matroidu. Dla nas najbardziej wygodna bedzie nastgpujaca:

i 11 Kombinatoryka

S 14w
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MALRKOUIDY

Matroidem nazywamy dowolna pare M = {E,#), gdzie E jest zbiorem
skoficzonym a f € & (E), spelniajaca warunki

Ml=0ef, oraz jesli Aef i B< A4, to Bes.

M2=Dla dowolnych A, Bef takich, ze |B| = |4|+1 istnieje element

ee B\ A taki, ze A U {e} 4.
(Warunek @ e# eliminuje zdegenerowany przypadek 4 = ©).

Zbiory z rodziny J nazywamy zbiorami niezaleznymi, pozostale za$ pod-
zbiory z 2 (E)\J zbiorami zaleznymi matroidu M. Wiaze si¢ to ze wspomnianym
juz zwiazkiem matroidow z teorig zaleznosci liniowej — aksjomaty matroidu
zostaty wybrane tak, by odzwierciedlaty najbardziej charakterystyczne wlasnosci
niezaleznych podzbiorédw przestrzeni liniowej, $cislej mowigc niezaleznych pod-
zbiorow zawartych w pewnym skoniczonym podzbiorze tej przestrzeni (przypom-
nijmy, ze podzbior {e, ..., e,} przestrzeni liniowej nazywamy niezaleznym, jesli
nie istnieja skalary 44, ..., A, nie wszystkie rowne zeru takie, ze A, e, +...+ 1, e, =
= 0). Istotnie, dowolny podzbidr niezaleznego podzbioru przestrzeni liniowej
jest oczywiscie niezalezny. Jesli |B| = [A]+1 dla liniowo niezaleznych podzbio-
row A4, B przestrzeni liniowej, to A4 rozpina przestrzen wymiaru |A], ktéra moze
zawiera¢ co najwyzej |4| elementéw zbioru B. Istnieje wiec element e € B\ 4
nie nalezgcy do tej podprzestrzeni. Zbiér A U {e} rozpina podprzestrzen wymia-
ru A4]|+1, a wigc jest liniowo niezalezny.

Powiemy, ze dwa matroidy <E, S i (E’, #’'> sa izomorficzne, jesli istnieje
wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie f zbioru E na zbiér E’ takie, Ze A €5
wtedy i tylko wtedy, gdy f(4) e #'. Czgsto nie bedziemy rozrézniaé pomigdzy
matroidami izomorficznymi.

Dla dowolnego podzbioru C = E zajmiemy si¢ teraz maksymalnymi pod-
zbiorami niezaleznymi zbioru C, tzn. podzbiorami niezaleznymi 4 = C o tej
wlasno$ci, ze nie istnieje podzbior niezalezny B taki, ze 4 = B < C.

TWIERDZENIE 5.1
Niech E bedzie zbiorem skonczonym, a.# rodzing jego podzbiorow spelniajaca
warunek M1. Przy tych zalozen'ach M = (E,.#) jest matroidem wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnia warunek
M3 Dla dowolnego podzbioru C < E kazde dwa maksymalne pcdzbiory
niezalezne zbioru C maja te sama liczno$¢.

Dowop
Zaldimy, ze M = (E,.#) jest matroidem i dla pewnego C < E istnieja dwa
maksymalne podzbiory niezalezne 4, B < C takie, Zze {B| > |A|. Wybierzmy
dowolny podzbiér B’ = B (niezalezny wobec M1!) taki, ze |B’| = |4|+ 1. Na mo-
cy M2 istnieje element e B\ A4 < C taki, ze A U {e} € #, wbrew maksymalnodci
zbioru A.

Na odwrét, zalézmy, ze spelnione sa warunki M1 i M3. Wybierzmy dowolne
podzbiory A4, Be# takie, ze |B| = |A|+1, oraz oznaczmy C = A4 u B. Przy-
pusémy, ze nie istnieje element e € B\ A taki, ze A U {e} € 4. Oznaczaloby to,

s/ 16
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ek M2.

R1
R2
R3
R4
RS
Dowoép
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WMETROIDY I ICH PODSTAWOWE WEASNOSCI

We A4 jest maksymalnym podzbiorem niezaleznym zbioru C. Rozszerzajac B do
@naksymalnego podzbioru niezaleznego B* < C mielibySmy wtedy |4] < |B%,
brew warunkowi M3. Tak wigc warunki M1 i M3 pociagaja za soba waru-

Z twierdzenia 5.1 wynika, ze warunki M1 i M3 stanowig réwnowazny ukiad
ksiomatéw dla matroidow.

Liczno$¢ maksymalnego podzbioru zbioru C & E nazywamy rangq tego
fbioru i oznaczamy przez r (C):

[ r(C) = max {|A|: Ae F A A< C}

Dezywiscie podzbidr C < E jest niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy r (C) = |C].
azdy maksymalny zbi6r niezaleiny matroidu M = {E, #) nazywamy — przez
nalogi¢ do przestrzeni liniowych — bazg tego matroidu, a range r(£) — be-
Haca odpowiednikiem wymiaru przestrzeni liniowej — nazywamy rangq matroidu,
@dnotujmy wazny wniosek z twierdzenia 5.1.

BWNIOSEK 5.2

Kazde dwie bazy matroidu maja te sama liczno$é. |
. Zauwazmy jeszcze, ze kazdy zbidr niezalezny C e # mozemy rozszerzy¢ do
bazy B = C; wystarczy kolejno dodawaé do C nowe elementy, ktérych dotg-
Zenie nie narusza niezaleznosci, az do momentu, gdy takich elementow nie ma.
Dtrzymany zbidr jest maksymalnym zbiorem niezaleznym, a wigc bazg. Podobnie
Bowolny zbiér niezalezny 4 < C mozemy rozszerzy¢ do maksymalnego nieza-
Wcinego podzbioru zbioru C.

‘ Odnotujmy niektére wlasnodci rangi.

WIERDZENIE 5.3
¥Dla dowolnych 4, B < Eoraz e,fe E

0 < r(4) < 14|
jesli A < B, to r(4) <r(B)

r(AuB)+r(AnB) <r(A)+r(B)

rd) <r(Adui{e) <r(d+1

jesi r(Av{e) =rAu{fP=rd, tor(dufef}) =r(4)

Wiasnosci R1, R2 sa oczywiste. Udowodnimy R3. Niech {e, ..., e,} bedzie ma-
ksymalnym zbiorem niezaleznym w 4 n B. Rozszerzmy go do maksymalnego
zbioru niezaleznego {e,, ..., €, f1, ... fy} & A, a nastgpnie do maksymalnego
zbioru niezaleznego {ey, .., €ps f1» s S1r 1> -2 Gr} = A U B.Mamyp = r(4 1 B)
(p+g =r(A), p+r <r(B), p+g+r =r(A v B), a zatem

r{AUB)+r(An B) =(p+g+r)+p =(p++(p+7r) < r(4)+r(B)
Warunek R4 jest oczywisty, RS natomiast wynika fatwo z R3:

r(d<r(AuviefHD=r{(Auieu@u{fP

<rAu{e)+rAu{fh-rduviehn@u{f)) =
=r{d)+r(A)-r(4) = r{4)
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MATROIDY

Kontynuujac analogi¢ z przestrzeniami liniowymi powiemy, ze element e jest
zalezny od zbioru A, jesli r (4 U {e}) = r(4), oraz oznaczymy przez sp (A)
zbiér wszystkich elementéw zaleznych od A4:

sp(A) = {ecE:r(Au{e}) = r(4)}
Zbiér A < E nazywamy podprzestrzeniq matroidu, jesli 4 = sp (4), tzn. jedli
r(4d v {e}) = r(4)+1 dla dowolnego ee EN\ 4.
TWIERDZENIE 5.4
Dla dowolnych 4, B < F oraz e, fe E

SI A <sp(d)

S2 jesli A < B, to sp(4) < sp(B)

S3 sp(sp(4) = sp(4)

S4 jedli f¢sp(A) i fesp(Au {e}), to eesp (AU (f}) [ ]
Dowoép
Warunek St jest oczywisty: jesli e€ 4, to r (4 U {e}) = r(4), czyli ee sp (4).
Dla dowodu S2 skorzystamy z R3. Zaldéimy, z2¢ 4 = B oraz e € sp (4).
Wtedy

r(B) <r(BU {e}) = r (4 {e}) U B)

<r(Auvi{e)+rB)—-r(Au(Bn{e}) =
= r(A)+r(B)—r(4) = r(B)

i w konsekwencji e € sp (B).

Z S1 182 wynika, ze sp (4) = sp (sp (4)). Pokazemy teraz przeciwng inkluzje.
Potrzebna bedzie nam do tego rownosé

r(sp (A)) = r (A) (5.1)
Aby ja udowodnié:zaléimy, ze sp (ANA = {ey, ..., &}. Z definicji sp (4) ma-
my r(Au{e}) =r(4), i =1,.., k Zalozmy, ze dla pewnego i < k mamy
r(dvu{ey,...,e}) = r(d). Z R3 otrzymujemy wtedy

r(Auw {ela ey €4 ei+1}) =r ((A v {en cees ei}) Vv {3i+1}))

< (AU {er, e Fr (Ao {e, )—r(4) =
=7 (A)+r(A)—r(4) =r(4)

Stad, przez indukcje wzgledem i otrzymujemy zadang réwnosc (5.1). Dowod
inkluzji sp (sp (4)) < sp(A) jest teraz prosty. Zakladajac eesp (sp(4)), tzn.
r(p(A) U {e}) = r(p (), mamy r(4) <r(dUfe) <r(p)uie) =
= r(sp (4)) = r(A4), czyli e € sp (A).

Wreszcie wiasno$¢ S4 wynika z definicji zaleznosci elementu od zbioru:
zalozywszy f¢ sp(A) i fesp (A v {e}) mamy

r(A)+l=r(Av{fP<r(duiefp) =rdvuie) <r(d+l
astad r(Av {f) =r(dofef}), tm. eesp(dv {f}). n

s/1
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b Zauwazmy, ez w}'asnoéci S3 wynika, Ze sp (4) jest podprzestrzenia matroidu
lazywamy ja podprzestrzeniq rozpigtq przez zbiér A.

}  Ostatnim waznym pojeciem, ktére oméwimy w tym punkcie jest pojecie
klu. Cyklem matroidu bedziemy nazywaé kazdy minimalny zbidr zalezny, tzn.
ki zbior zalezny C, ze C\ {e} jest niezalezny dla dowolnego e e C. Pojecie cyklu
izie miato szczegdlnie przejrzysta interpretacje w przypadku matroidoéw gra-
ch, ktére omawiamy w punkcie 5.5.

IERDZENIE 5.5
Ja dowolnych cykli C, D sa spelnione warunki
Clle§liC= D,toC=D
C2 Jesli C # D oraz ee Cu D, to istnieje cykl F < (Cu D)\ {e}
JOWOD
arunek CI wyraza po prostu wlasno$é minimalnosci zawarta w definicji cyklu
Wlowodnimy teraz C2. Zbiory C\ {e} i D\ {e} sa niezalezne, a wigc r (C\\{¢}) =
B 1Cl—1, r(D\{e}) = |D|—1. Na mocy warunku R3
F(CUD)+r(CnD)<r(C)+r(D) = |Cl|+]|D]—-2
=|Cuw D|+|C nD|-2 (5.2)

bior C n D jest niezalezny, gdyz jest podzbiorem wlasciwym obu cykli. Stad
Cn D) = |C~ D} i nierdwno$é (5.2) mozemy przepisaé jako

r(CuD)<|Cu D|-2 (5.3)
hlozmy teraz, Ze cykl F, o ktérym mowa w warunku C2 nie istnicje. Wtedy
Wior (Cu D)\ {e} jest niezalezny, r ((C v DN\ {e}) = [C L D|—1 i w kon-
[Bkwencjir (Cu D) > |C v D|—1, wbrew nieréwnosci (5.3). =
Odnotujmy wazny wniosek z wlasnosci C2:

NIOSEK 5.6
psli A jest zbiorem niezaleznym, to dla dowolnego e € E zbior 4 U {e} zawiera
o najwyzej jeden cykl.

esliby istnialy dwa rézne cykle C, D < 4 U {e}, to mielibySmy oczywiscie e €
C n D i wobec wlasnoéci C2 istniatby cykl F = (Cu D)\ {e}< A, wbrew za-
fozeniu o niezaleznosei zbioru A. ]
Nasze dotychczasowe intuicje dotyczace matroidéw wiazg si¢ z liniowo
Biczaleznymi zbiorami wektorow przestrzeni liniowej. Podamy teraz dwa inne
przyktady matroidow.

Dla dowolnego zbioru skonczonego £ para (£, # (E)) spelnia oczywiscie
barunki M1, M2. Nazywamy ja matroidem wolnym na zbiorze E. W takim ma-
froidzie kazdy zbior A4 < E jest niczalezny i w konsekwencji r (4) = |4].

Inny przyklad otrzymujemy rozpatrujac dowolny podziat = = {D,, ..., D,}
bioru E i definiujac

IS={AdcEfAnD] =1 dlai=1 .k
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Zauwazmy, Ze je§li A, Be f oraz |B| = [A]+1, to musi istnieé wskaznik I taki,
z2e DinA=0 lecz D;n B # . Element e D; n B moZzemy ,,przenies¢”’
do A otrzymujac zbiér 4 U {e} €.#. Dowodzi to warunku M2, Tak okredlony
matroid M = {E, #) nazywamy matroidem podzialowym.

Znacznie ciekawsze przyktady matroidéw poznamy w punktach 5.4, 5.51 5.6.

Twierdzenie Rado-Edmondsa :

Powracamy do algorytmdow zachlannych, o ktérych byla mowa w pierwszym
punkcie, Sformutujemy najpierw ogélny schemat tego typu algorytméw. Rozwazac
bedziemy zbiér skonczony E, funkcje w: E — R*, oraz rodzing S = 2 (E).
Warto$¢ w(e) nazywamy wagq elementu e.

Wage podzbioru 4 = E definiujemy nastgpujaco:

w(A) = 2 w (e)

e€q
ALGORYTM 5.7 (Algorytm zachlanny)
begin
posortuj zbior E wedlug malejacych wag tak, by
E = {e}, ..., e}, gdzie w(e) =wi(e,) = ... = wl(e);
S =g,
for i:=1 to n do
if Su{e}es them S:=Su {e}
end

AN B W N =

TwierDZENIE 5.8. (Rado, Edmonds, por. poz. [15] i [56]).

Je$li M = (E,#)> jest matroidem, to zbidr S znaleziony przez algorytm za-
chlanny jest zbiorem niezaleznym o najwigkszej wadze. Na odwrot, jesli M =
= {E, #) nie jest matroidem, to istnieje funkcja w: E — R* taka, Ze S nie jest
zbiorem niezaleZnym o najwigkszej wadze.

Dowdp

Zaldimy, ze M = (E, #) jest matroidem, i niech S = {s,, ..., 5;} bedzie zbiorem
wybranym przez algorytm zachlanny, przy czym w (s,) = w(s;) = ... 2= w (s).
Rozwazmy dowolny zbidr niezaleiny T = {ty, ..., t,,}, gdzie w (¢,) = w (£2) > ...
= w (). Zauwazmy najpierw, ze musi by¢ m < k, gdyz zbiér S wybrany przez
algorytm zachtanny jest baza matroidu: kazdy element e; €S ,,odrzucony”
w pewnym kroku algorytmu jest zalezny od zbioru elementéw poprzednio wy-
branych, a wigc tym bardziej od calego zbioru S. Pokazemy teraz, ze w (T) <<
< w (S), dokladniej, ze dla dowolnego i << m mamy w (t;) < w(s;). Przypusémy
bowiem, Ze w(#;) > w(s,) i rozwaimy zbiory niczalezne

_f
A={s;,..,si_1}

B={t,. -t}
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Boodnie z warunkiem M2, istnieje element ¢;, j < i taki, ze zbior {s, ..., 5;_y, £;}
jt niezalezny. Mamy w (¢;) = w (¢;) > w(s;), a zatem istnieje wskaznik p <
i, 2e wis)) = ... =2 w(s,_1) =w(t) > w(s,), wbrew temu, Ze s, jest ele-
entem o najwickszej wadze, ktérego dodanie do {s,, ..., s,_ 1} nic narusza nie-
leznosci. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, Zze w(r) <<(s), 1 <i<{m.
Zalézmy teraz, ze M = (E, #) nie jest matroidem. Jesli nie jest spelniony
hrunck M1, tzn. jesli istnieja zbiory A, B < E takie, ze A € Be J, A ¢ .7,
okreslmy

1 jesli ee A
W) = {0 jesli e ENA
htwo widzieé, ze zbidr A nie jest wtedy zawarty w zbiorze .S wybranym przez
worytm zachlanny. W konsekwencji w (S) < w (B) = w(4). Jesli natomiast
hrunek M1 jest spetniony, lecz nie zachodzi warunek M2, to istnieja zbiory nie-
ezne A, B takie, ze |A| = k, |B| = k+1 1 dla kazdego e € B\ A4 zbidr 4 U {¢}
t zalezny. Oznaczmy p = |4 n B| (oczywiscie p < k) iniech 0 < ¢ < 1/(k—p).

[

, [ 1+e¢ jesi ee A
(e) = 11 jesli ee B\ A
lO w pozostalych przypadkach

auwazmy, ze przy tak okreslonych wagach algorytm zachlanny najpierw wy-
ierze wszystkic elementy zbioru A4, a nastepnie odrzuci wszystkie elementy
fe B\ 4. W konsekwencji zostanie wybrany zbiér S o wadze mniejszej od wagi
bioru B:

w(S) =w(d) =k(+e) =(k—p)(A+e)+p(1+s)
<(k—p)l(jl;—l_;—1Z +p(l+e) =(k+1=p)+p(1+&) = w(B) - |

arto zwroci¢ uwage na pewien dos¢ zaskakujgcy fakt, Skoro wage podzbioru
B rcslilismy jako sume wag jego elementdw, to wydawaé by sie moglo, ze opty-
Bhalny zbior S bedzie w istotny sposGb zalezal od wartoéci numerycznych wag
Boszczegolnych elementdéw. Jednakze zalezno$é ta jest bardzo staba: zbiér S
hlezy jedynie od uporzadkowania wag poszczegdlnych elementow. W algorytmie
achlannym po posortowaniu elementéw wagi przestaja nas zupelnie interesowac.
§ Drugim faktem wartym odnotowania jest to, ze w dowodzie twierdzenia 5.8

okazaliSmy, Ze zbior § jest optymalny w bardzo silnym sensie. Nie tylko suma
lementow jest maksymalna, lecz réwniez w dowolnym zbiorze niezaleznym T
Yaga i-tego co do wielkosci elementu jest nie wigksza od wagi i-tego co do wiel-
fosci elementu w S. Fakt ten nazywaé bedziemy optymalnosciq w sensie Gale’a
bor. poz. [25]). Tak wigc w matroidzie nie mozna wybraé zbioru niezaleznego
lozonego z ,,mniegjszej liczby elementow, ale zz to wigkszych (o wigkszveh

LR

agach)”.
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Zauwazmy jeszcze, Ze przy odwréceniu uporzadkowania elementéw algo-
rytm zachtanny wybierze zbiér S, ktéry nie tylko ma najmniejsza wage, lecz
réwniez i-ty co do wielkosci element (liczac od najmniejszego) jest niewiekszy od
i-tego co do wielkosci clementu dowolnej bazy . Mozemy teraz spojrzeé z ogélnego
punktu widzenia na zastosowanie algorytmu zachtannego do problemu 1 z po-
czatku tego rozdzialu: mieliSmy tam do czynienia z matroidem podzialowym
okres§lonym przez podzial pozycji macierzy na kolumny.

W dalszym ciagu poznamy zastosowania algorytmu zachlannego dla innych,
mniej banalnych matroidéw. Pokazemy tez jak w konkretnych przypadkach spraw-
dzaé efcktywnie warunek S u {e;} €4 wystgpujacy w wierszu 6 algorytmu
zachlannego. We wszystkich przypadkach otrzymamy oszacowanie zloZonosci
algorytmu przez wiclomian wzgledem wymiaru problemu — co nie jest bynaj-
mniej dla probleméw optymalizacyjnych sytuacja typowa. Cecha algorytmow
zachltannych, w duzej mierze decydujaca o ich duzej efektywnosci, jest fakt, ze
element raz wlaczony do rozwigzania, pozostaje w nim do konca. Nie wystepuje
tu ,,sprawdzanie wszystkich mozliwosci” charakterystyczne dla algorytméw
z powracaniem (por. p. 2.8), ktore zwykle prowadzi do wyktadniczego wzrostu
liczby krokéw ze wzrostem wymiaru problemu.

Matroidy macierzowe

Matroidy macierzowe réznig sig od matroidow okreslonych przez niezalezne
podzbiory przestrzeni liniowej jedynie postacia. Niech {vy, ..., v,} beda clemen-
tami pewnej przestrzeni liniowej wymiaru m, i niech {by, ..., b,} bedzie baza tej
przestrzeni. Wektory v, ..., v, maja jednoznaczne rozwinigcie wzglgdem ba-
zy by, ooy bt

vy = Ay by +az byt ... +ap; by

Uy = A2 0,485 b2+ ... +a,; by

Uy, = Ain b1+[12" bp_'i" +amn bm

Rozwazmy macierz

Ayy Agy ... Ayp
[/EM

Gy dga ... 0y
a=| 0T (5.4)

__aml Amz o+ Amn

Jej kolumny — oznaczmy je przez e,, ..., e, — odpowiadajg wektorom vy, ...,.t,,
przy czym podzbiér wektoréw jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajacy mu podzbiér kolumn jest liniowo niezalezny. Na odwrét, ko-
lumny dowolnej macierzy 4 postaci (5.4) moZzemy traktowaé jako wektory
pewnej m-wymiarowej przestrzeni liniowej. Kazda taka macierz wyznacza ma-

s/1C
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bid M (4) = (E,.#>, gdzie E jest zbiorem jej kolumn, natomiast B €. wtedy
ylko wtedy, gdy zbiér kolumn B jest liniowo niezalezny. Tak okreslony matroid
amy matroidem macierzy A. Matroid nazywamy macierzowym, jesli jest
omorficzny z) matroidem pewnej macierzy.

L GORYTM 5.9 (Algorytm zachlanny dla matroidu macicrzowego)

bne:  Macierz A o m wierszach i n kolumnach, w ktérej kolumny ustawione
sa wedlug nierosngcych wag (wagi sg nieujemne).

fyniki: Niezalezny zbior kolumn o maksymalnej sumie wag (S zawiera numery
tych kolumn).

begin
S =,
for j:=1 to n do
begin i := 0;
while (4[7,j] = 0) and (i < m1) do i:= i+1;
if A[i,j] # O then (* j-ta kolumna niezerowa =)
begin S := S U {j};
for k:=j+1 to n do
for /[:=1 to m do
A[Lk] == A[Lk|—-A[Lj] =A[i, k|/A[i]]
end (% A[i k] =0dlaj+1 <k <n %)
end
end

Iroces przeksztalcania macierzy A4 realizowany przez ten algorytm to nic innego
pk znana z analizy numerycznej climinacja Gaussa. W kazdej iteracji petli 3
lgorytm sprawdza (wiersz 5) czy j-ta kolumna sklada sig z samych zer. Jesli
ak (A[i,j] = 0 w wierszu 6), to oczywiscie j-ta kolumna nie nalezy do Zadnego
finiowo niezaleznego zbioru kolumn. Jedli nie (4 [i,j] # O w wierszu 6), to wig-
$2amy j-ta kolumne do szukanego zbioru liniowo niezaleznych kolumn i odej-
#aujcmy, dla wszystkich k > j, j-ta kolumng pomnozong przez A [i, k]/4 [i,j]
@d k-tej kolumny. Nie zmienia to zaleznoéci liniowej kolumn, a jednocze$nie
bowoduje wyzerowanie wszystkich elementéw w i-tym wierszu na prawo od A4 [i,4]
Matwo widzieé, ze nastepne iteracje petli 3 nie zmieniejg tego stanu rzeczy). Po za-
oﬁczeniu dziatania algorytmu, zbiér S zawiera numery niezerowych kolumn.
Kolumny te sa liniowo niezzlezne, gdyz po odpowiedniej permutacii wierszy
Pawicraja one podmacierz wymiaru |S|x |S| o samych zerach powyzej gtéwnej
przekatnej i niezerowych elementach na tej przekatnej.
Ziczonos¢ algorytmu mozZna latwo oszacowad, je$li zauwazymy, ze domi-
nujaca czgscia (O (nm1) krokdw) bloku 4 jest petla 8. Blok ten jest wykonywany n
azy, co daje w sumie O (n?m) krokow.

Pokazemy teraz przyklad zastosowania algorytmu 5.9 zwiazany z planowa-
iem eksperymentdw. Najogdlniej rzecz biorac rozwazaé bedziemy eksperymenty,
ktérych pewien obiekt poddawany jest jednoczes$nie dziataniu wiclu nieza-
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leznych czynnikéw, przy czym sumaryczng zmiane obicktu mozemy mierzy¢
ilosciowo. Naszym zadaniem jest wyznaczenie wplywu poszczegénych czynnikéw
na zmiang obiektu. Przyjmujemy model liniowy, w ktérym zmiana obiektu wy-
Taia si¢ wzorem
b=cyxi+c3x3+ oo +Cm X
gdzie x; jest nat¢Zeniem i-tego czynnika, a ¢, ..., ¢, wspOlczynnikami, ktére
nalezy wyznaczy¢. Najprosciej byloby wykona¢ m eksperymentdw, poddajac
w i-tym eksperymencie obiekt dzialaniu wytacznie i-tego czynnika o jednostko-
wym natezeniu — wtedy x; = 1, x, = 0 dla k # 7/, co umozliwia bezposrednie
wyznaczenie c¢;. Jednakze takie rozwiazanie jest czesto niemozliwe ze wzgleddw
technicznych. Przypusémy na przyklad, Ze obserwujemy wplyw zawartosci roz-
nych mineraléw w glebie na wzrost plonéw pewnej uprawy, przy czym do dy-
spozycji mamy n(n 2> m) nawozéw bedacych mieszankami tych mineralow
w Scifle okreslonych proporcjach. Réwnania odpowiadajace mozliwym ekspery-
mentom mozZemy przedstawié nastgpujgco:
Cray1+crar+ ... e a, = by
CLAya+Cadant oo FCpap = D, N
. . . . (5.5}

€y a1n+c2 a2n+ +cm Ay = bn

gdzie a;; oznacza ilosé i-tego mineralu w j-tym eksperymencie (przyjmujemy pewne
standardowe ilosci nawozéw i powierzchnie upraw). Rozwazmy macierz 4 = [a;;].
Jej kolumny odpowiadaja eksperymentom (nawozom), a wiersze mineratom.
Kazdy liniowo niezalezny zbiér m kolumn okresla zbior eksperymentdw, ktore
nalezy wykonaé, by obliczy¢ wspdlczynniki ¢y, ..., ¢,, z naktadu réwnan (5.5).
Jedli kolumny posortujemy wedtug niemalejacego kosztu odpowiadajacych im
eksperymentow, to algorytm zachlanny wyznaczy najtanszy uklad eksperymentow.

Matroidy grafowe

Niech G = (V, E) bedzie grafem niezorientowanym.
Okreslmy M (G) = {E, #), gdzie

J = {4 < E: graf (V, A> nie zawiera cykli}
TWwIERDZENIE 5.10
Dla dowolnego grafu G M (G) jest matroidem.

Dowop

Warunek M1 jest oczywiscie spelniony. Wobec twierdzenia 5.1 wystarczy pokazac,
ze zachodzi rowniez warunek M3. Tak jest w istocie, gdyz kazdy maksymalny
podzbiér 4 € F zawarty w zbiorze B < E to nic innego jak las rozpinajgcy
grafu <V, B) (por. p. 2.4). Liczno$¢ kazdego takiego zbioru A4 wynosi wigc

[#1 — (liczba skladowych spojnych grafu {V, B)) B

3/

L



[

IMETROIDY GRAFOWY

atroid M (G) nazywamy matroidem grafu G. Dowolny matroid nazywamy
rafowym, jesli jest on (izomorficzny z) matroidem pewnego grafu. Zauwazmy,
e cykle matroidu M (G) to nic innego jak zbiory krawedzi cykli elementar-
ych — wyjasnia to geneze nazwy ,,cykl” w przypadku dowolnych matroidow.
pkazuje si¢, ze kazdy matroid grafowy M (G) mozemy traktowac jako matroid
hacierzowy odpowiadajacy macierzy incydencji grafu G traktowanej jako ma-
erz o elementach z ciala dwuelementowego Z, = {0, 1}. Dodawanie w takim
Eecle wykonujemy modulo 2, a mnozenie tak jak zwykle mnozenic liczb cal-

Eowitych :

101 a

. o]
O oo

I
|
|

‘ Przypomnijmy, Ze kolumny macierzy incydencji odpowiadaja krawedziom,
B wicrsze wierzchotkom grafu, przy czym kolumna odpowiadajaca krawedzi {u, v}
Bawiera jedynki w wierszach odpowiadajacych wierzcholkom u, v i zera w po-
lostatych wierszach.

IERDZENIE 5.11

iech G = (V, E> bedzic dowolnym grafem, A za$ jego macierza incydencji.
Podzbior kolumn macierzy A jest liniowo zalezny nad cialem Z, wtedy 1 tylko
edy gdy odpowiadajacy mu podzbidr krawedzi zawiera cykl.

atézmy, ze zbidér C = E jest cvklem i rozwazmy odpowiadajgcy mu zbior ko-

umn macierzy A. Zbiér ten zawiera w kazdym niezerowym wierszu dwie jedynki,
est wige liniowo zalezny nad cialem £, — jego suma obliczona modulo 2 daje
Kkolumne zerows.

Na odwrdt, zalézmy, z¢ pewien niepusty zbior kelumn macierzy 4 jest
iniowo zalezny nad Z,. Oznacza to, Ze zawiera on niepusty podzbiér kolumn
P sumic bedacej kolumna zerowa (zauwazmy, Ze w przypadku ciala Z, kombi-
hacja liniowa o niezerowych wspolczynnikach to po prostu suma). Niech B € E
bedzie odpowiadajacym mu zbiorem krawedzi. {V, B) jest wtedy grafem o pa-
zystym stopniu kazdego wierzchotka. Graf ten rzawiera cykl, gdyz kazdy nie-
busty graf bez cykli zawiera co najmniej jeden wierzcholek stopnia I,
Na mocy tego twierdzenia, do znajdowania bazy matroidu M (G) o mini-
malnej wadze — innymi stowy minimalnego drzewa (ogdlniej: lasu, tzn. grafu,
torego wszystkie spéjne skladowe sa drzewami) rozpinajgcege w G — mozemy
uzy¢ algorytmu 3.9. Ziczonos¢ takiege rozwigzania wynosi O (1n°n), gdzien = | V|
i m = |E|.

Istnieja jednak znacznie efektywniejsze algorytmy. Opiszemy jeden z nich,
pochodzgcy od Kruskala [40]. Warto wspomnieé, ze algorytm ten odegrat duza




role w rozwoju teorii opisanej w tym rozdziale — algorytm 5.7 zostal sformuto-
wany jako uogodlnienie algorytmu Kruskala z matroidu grafowego na dowolne
matroidy.

ALGORYTM 5.12 (por. poz. [40])

Dane: Graf G = (V, E> w postaci listy krawedzi ey, ..., ¢,, posortowane] we-
dtug niemalejacych wag.

Wyniki: Minimalny las rozpinajacy (S zawiera zbior jego krawedzi).

begin

S:=;

PODZ := {{v}: ve V};

for i:=1 to m do

if ¢, = {u, v}, gdzie ue A, ve B, A, Be PODZ, A # B then
begin S:= Su fe};
PODZ := (PODZ A, B}) U {4 U B}

end

NeRiecii - NV I R S

end

W algorytmie tym, bedacym po prostu wersja algorytmu zachtannego dla
matroidu M (G), las rozpinajacy grafu G budujemy krok po kroku, kolejno do-
dajgc do § krawedzie nie powodujace zamknigcia cyklu. PODZ zawiera podzial
zbioru ¥ na zbiory wierzchotkéw skiadowych spdjnych grafu okreslonego przez
aktualng zawartosé zbioru S. Krawed? e; analizowana w wierszu 5 dodajemy do S
tylko wtedy gdy ma oba kofce w réznych blokach podziatu PODZ — w prze-
ciwnym razie jej dedanie utworzytoby cykl. Po dodaniu e; do S nalezy bloki 4, Be
€ PODZ zawierajace konice krawedzi e, zastapié ich sumg 4 U B.

Ztozono$é algorytmu Kruskala zalezy istotnie od reprezentacji podzia-
tu PODZ i sposobu, w jaki dokonujemy scalania jego blokéw. Istniejg bardzo
efektywne metody rozwigzania tego problemu (por. poz. [67]). Dla naszych
celéw wystarczy nastepujgca: Kazdy blok podzialu reprezentowany jest przez
drzewo zorientowane, w ktorym z kazdego wierzchoika istnicje droga do ko-
rzenia. Korzen identyfikuje dany blok. Drzewo takie zawiera rowniez informacje

7 e 3

: 2 s 3 ,/r I

2 ™ ® ® 7oA 4

a - : :

V AN 3 = 1 8 5 6
1 g 4 6 é
4

pooe= {1,782}, {2} {45}, {3,6}] posz=1{{1,4,5,7,3},{2},{3,¢}}

Rys. 5.1 Scalanie vlokow {1, 7, 81, {4, 5} podzialu PODZ
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‘- swojej wysokosci. Identyfikacja bloku zawierajgccgo dany wierzcholek naste-
uje przez przejicie drogi od tego wierzchotka do korzenia. Scalenie blokow 4, B
hstepuje poprzez dodanie krawedzi od korzenia drzewa reprezentujacego jeden
ok do korzenia drzewa reprezentujgcego drugi (rys. 5.1). Jesli przy scalaniu

Rys. 5.2 Minimalne drzewo rozpinajace
skonstruowane przez aigorytm Kruskala

#0dana krawedz prowadzi zawsze od drzewa o mniejszej (lub rdéwnej) wysokosci,
b w trakcie algorytmu wysokos¢ kazdego drzewa jest nie wieksza od logarytmu
Bczby jego wierzchotkow, a tym samym od log n (por. zad. 5.13).

} Przyktadowe minimalne drzewo rozpinajace skonstruowane przez algorytm
ruskala przedstawiono na rys. 5.2. (w nawiasach podano wagi krawedzi).

[atroidy transwersalne

iech o = (A4,,..., A4,) bedzie rodzing podzbiordw (nickoniecznie rdéznych)
bewnego zbioru skoriczonego E. Powiemy, Ze zbiér S & E jest selektorem cze-
fciowym rodziny 7, jeSli istnieje odwzorowanie réinowartodciowe ¢: S —
{1, ..., n} takie, Ze e € A, dla kazdego e € S. Réwnowaznie mozemy powie-
Hzic¢, Ze zbiér S = {ey, ..., ¢} jest sclektorem czedciowym rodziny <7, jedli dla
fbewnej permutacji £ zbioru {1, ..., k} i dla pewnego ciagn wskaznikow 1 <7, <7 ...
< i, << nocigg {erays ---» €rgyy jest systemem rdzoych reprezentantow dla cia-
{Ai, ..., 4, > (por. p. 4.4). Zauwazmy, 7e dia selektora czgsciowego S ro-
dziny (A, ..., A,) istnieje na ogdt wiele réznych funkeji réznowartosciowych ¢:
S — {1, ..., n} spelniajacych warunek ee A4,,, e€ S.
Zasadniczym rezuitatem tego punktu jest nastgpujace twierdzenie pocho-
izace od Edmondsa i Fulkersona (por. poz. [16]):

I WIERDZENIE 5.13

iech «f = (44, ..., 4,) bedzie rodzira podzbiordw zbioru skoriczonego E

niech .# bedzie rodzing selektoréw czgsciowych rodziny A. Wtedy A (/) =
(E, ) jest matroidem.
Dowdp
IWarunek M1 jest oczywiscie spelniony. Aby pokaza¢ M2 zaldéimy, ze 4, Be 4,
HA| = k, |B| = k+1. Mozemy zaklada, ze A = {a;, ..., &}, B = {by, ..., bys1}.

5s/173




MATROIDY

gdziea; = b, dlal <i<r=]4dnB|.JeSlir =k(tzn. A = B),to AU {b, }€.¥
i warunek M2 jest spelniony. Niech wigc r < k i zatézmy, ze <{a,, ..., a.)> jest
systemem roznych reprezentantow dla <4, , ..., 4, >, a <by, ..., by, 1) jest syste-
mem roéznych reprezentantéw dla (4 g A ij> (wskazniki iy, ..., i, s parami
rézne, podobnie jak jj, ..., jiy1). Rozpatrzmy nastgpujaca konstrukcje, ktéra albo
znajduje element be B\ 4 taki, ze 4 U {b} €.# albo tez zastepuje ciag {4, , ..., A
pewnym nowym ciggiem, dla ktdérego <ay, ..., a;> jest rOwniez systemerﬁ roznych
reprezentantow:

Konstrukcja
Wybierzmy wskaznik p << k+1 taki, Zze j, ¢ {i, ..., i,}. Je$li mozna ten wskaznik
wybraé tak, by r+1 << p < k+1, to ciag {ay, ..., a,, b,> jest systemem rdznych
reprezentantéw dia {4, , ..., 4;, A; >, a co za tym idzie 4 U {b,} € #£. W prze-
ciwnym przypadku, tzn. gdy 1 < p < r, mamy a, = b, i cigg {ay, ..., @ jest sy-
stemem réznych reprezentantow dla {4, ..., 4, , 4; ..., 4.>.
Przyjrzyjmy si¢ blizej temu ostatniemu ciggewi. Jedli ciagi {y, ..., 0D
i{J1, .., Jo» pokrywaly sig na g < r pozycjach, to ciagi iy, ..., I, _ 1, Jps lpsr 15 vs irps
{J1s ---» Jrp pokrywaja si¢ na g+ 1 pozycjach, jako Ze j, # i,. Powtarzajac nasza
konstrukcje albo znajdujemy zadany selektor czgsciowy 4 U {b}, b e B\ 4, albo
tez doprowadzamy do sytuacji, w ktorej {i,, ..., i.> = {Jjy, ..., j.>. W tym ostat-
nim przypadku jednak j, ¢ {i,, ..., i} dla pewnego p, r+1 < p < k+1 (nie moze
bowiem by¢ {j, 1y coosfiw1t & {rr s - [ }). Wykonanie naszej konstrukcji jesz-
cze raz powoduje znalezicnie elementu b, € B\ A4 takiego, ze 4 U {b,} € S. ]

Matroid M (of) nazywamy matroidem transwersalnym rodziny of.

Opiszemy teraz algorytm zachlanny dla matroidéw transwersalnych. Al-
gorytm ten jest modyfikacja metody znajdowania systeméw reprezentantéw (do-
kladniej: skojarzenia o maksymalnej licznosci w grafie dwudzielnym) opartej
na technice $ciezek naprzemiennych opisanej w rozdziale 4. Przypomnijmy, Ze
rodzine (4, ..., 4,) podzbioréw zbioru F = {e,, ..., ¢,} reprezentujemy przez
graf dwudzielny H o wierzchotkach wy,...,u, vy, ...,v, i krawedziach posta-
ci {u;, v}, gdzie e; € A;. Kazdemu systemowi réznych reprezentantéw e, , ..., e,

T . t .
ciagu <A11""’A:’k> (wskazniki jy, ..., Jy parami rézne) odpowiada niezalezny
i1 Y . ¢ b

zbior krawedzi M = {{u, ,t;}, ... (4,0, }} W grafie H.

ALGORYTM 5.14 (Algoryim zachlanny dia matroidu transwersalnego)

Dane: Rodzina o = (A4,, ..., 4,) podzbioréw zbioru E = {e,...,e,} repre-
zentowana za pomoca grafu dwudzielnego G. Elementy ey, ..., e,
poindeksowane sa wediug nierosngcych wag (wagi sa nieujemne).

Wyniki: Sclektor czgSciowy S o najwickszej wadze dla rodziny A (oraz skoja-
rzenie M grafu H okreslajace funkcje ¢: S — {1, ..., n}, o ktorej mowa
w definicji selektora czgsciowego).
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begin
S:=0;, M:=Q;
for i:=1 to m do
if istnieje w G Sciezka naprzemienna P wzgledem M
o poczatku w ¢; then
begin S := Su {e;}; M :=POM
end
end
fozonosé tego algorytmu zalezy oczywiscie od metody poszukiwania Sciezki
pprzemiennej P (wiersz 4 i 5). Jesli zastosujemy metede przeszukiwania w glab
bk jak w punkcie 2.2, to liczba krokéw potrzebna do znalezienia $ciezki jest rzedu

zby krawedzi grafu G, tzn. O (Y [4,]). Catkowita ztozonos¢ algorytmu 5.14
i=1

st wigc wtedy O (m D [4,)).

i=1

Pokazemy teraz dwa zagadnienia praktyczne, ktére mogg by¢ rozwiazane
rzy pomocy tego algorytmu.

Przypuéémy, Ze pewien przedsigbiorca zatrudnia n oséb, przy czym i-ta

®soba ma kwalifikacje do wykonywania dowolnej sposréd prac z pewnego

bioru 4;. Oznaczmy O A; = E = {ey, ..., e} 1 zaldzmy, ¢ zysk przedsigbiorcy

i=1
wykonywania pracy e; wynosi w (e;), oraz ze kazda zatrudniona osoba moze

Bvykonaé co najwyzej jedna prace. Nalezy znalez€ takie przyporzadkowanie prac
fmogacym je wykona¢ osobom, aby zysk byt maksymalny. Ttumaczac to na jezyk
Imatroidow, problem polega tu na znalezieniu bazy o maksymalnej wadze matroidu
Branswersalnego M (&), gdzie o = (A4, ..., 4,). Scislej rzecz biorac, nalezy
nalez’é nie tyltko selektor czgsciowy S o maksymalnej wadze, lecz rowniez funkcje
’< 6znowartosciowa ¢: S — {1, ..., n}, dla ktérej ee 4, . e€ S. Tego whasnie do-
li onuje algorytm 5.14.
i Warto tu przypomnieé, ze tak jak we wszystkich algorytmach zachiannych
przedstawionych w tym rozdziale, baza o najmniejszej (najwigkszej) wadze zalezy
wylacznie od uporzadkowania elementow ey, ..., ¢, wedlug niemalejacych wag.
HOznaczmy przez e; < e; fakt, iz w (e;) < w (e;) (,,praca e; jest nie mniej opla-
Fcaina niz e;). Wiemy, e zbidr prac S = {ay, ..., a;} (gdzie a; > ... == a,) jest
f optymalny w sensie Gale’a, tak wigc dla kazdego innego zbioru prac T = {b,, ...,
b,} (gdzie b, = ... == b)), ktory moze by¢ wykonany pizez zatrudnione osoby ma-
my | <k oraz b, <<a;, dla 1 <i<C/L

Drugi przyklad, ktéry pokazemy, dotyczy znalezienia optymalnej kolejnosci
wykonywania zadan. Zalézmy, Ze jest dane m zadan ey, ..., e,, Przy czym wy-
konanie kazdego z nich wymaga tej samej ilosci czasu, powiedzmy jednej godziny.,
Zadania wykonujemy kolejno, nie przerywajac zadnego rozpeczetego zadania,
przy czym w kazdej chwili czasu moze by¢ wykonywane najwyzZej jedno. Dla
¥ kavdego i, 1 <{i < m dany jest réwnicz fermin d; wykonania zadania e; (liczba
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godzin od chwili zerowej) oraz kara w (e;), ktéra nalezy zaplaci¢ za niewykonanie
go w terminie (zakladamy, ze kara ta nie zalezy od tego, o ile godzin zostat prze-
kroczony termin). Nalezy znalezé kolejno$¢ wykonania zadaf, ktéra minima-
lizuje sumg¢ kar. Rownowaznie problem ten mozZemy sformutowaé jako zna-
lezienie wykonywainego w terminie zbioru zadan o maksymalnej sumie kar
{maksymalizujemy tu sume ,,uniknigtych”’kar). Nalezy przy tym znalezé rdwniez
kolejnos¢ wykonania zadan z tego optymalnego zbioru. Zwigzek tego problemu
z matroidami transwersalnymi jest nastepujacy. Okre§lmy E = {e,, ..., e,},
n=max,c;<, doraz A; = {e;e E:d; > i} dla 1 <i < n. Przy takich oznacze-
niach dowolny selektor czgsciowy S rodziny &/ = (4,, ..., 4,) okresla wykony-
walny w terminie zbior zadan, przy czym funkcja roznowartosciowa ¢:
S—{l,....n} taka, Zze e€ A, e€ S okresla dla kazdego zadania ee S godzi-
ne ¢ (e), w ktorej to zadanie ma byé wykonywane. Optymalne rozwigzanie §
jest wigc baza o najwigkszej wadze matroidu transwersalnego M (&/) — mozemy
jc znalez¢ uzywajac algorytmu 5.14.

Zadania

5.1 Udowodnij, ze rodzina & < & (E) jest baza pewnego (jednoznacznie wy-

znaczonego przez %) matroidu wtedy i tylko wtedy, gdy speinia warunek
Bl Dla dowolnych B,, B, € # oraz e € B\ B, istnieje fe B,\ B, takie,

2 (B\{e) U {f} € B.
5.2 Dla nastgpujgcych poje¢ zwiazanych z matroidem:

(a) rodzina .# zbioréw niezaleznych matroidu,

(b) rodzina # baz matroidu,

(c¢) rodzina ¥ cykli matroidu,

(d) rodzina & podprzestrzeni matroidu,

(e) funkcja rangi r,

(f) operacja rozpinania podprzestrzeni sp,

wyraz kazde z nich w terminach kazdego z pozostatych.

5.3 Udowodnij, Ze rodzina ¥ < £ (£) jest rodzina cykli pewnego matroidu
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelnia warunki C1 i C2.

5.4 Udowodnij, ze operacja sp: @ (E) — 2 (E) jest operacja rozpinania pod-
przestrzeni w pewnym matroidzie wtedy i tylko wiedy gdy spelnia warun-
ki Si, S2, S3, S4.

5.5 Udowodnij, ze funkcja r jest funkcja rangi w pewnym matroidzie wtedy
i tylko wtedy, gdy spelnia warunki R1, R2, R3 (lub tez R1, R4, R5).

5.6 Udowodnij, ze jesli element nalezy do kazdej bazy matroidu, to nie nalezy
do Zadnego cyklu tego matroidu.

5.7 Sprawdz, ze dla dowolnego zbioru skonczonego E 1 dowolnego k < |E|
para M = (E, >, gdzie
I ={dc E: Al <k}
jest matroidem. Wyznaczy¢ pojecia (a)+(f) z zad. 5.2 dla tego matroidu.
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§5.8 Udowodnij, ze w dowolnym matroidzie, e € sp (4) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje cyk! C taki, ze C\ 4 = {e}.

5.9 Udowodnij, ze jesli C,, C, sa dowolnymi dwoma réznymi cyklami matroidu
oraz fe C{\ C,, to dla kazdego ee C; n C, istnicje cykl C; taki, ze fe
€ C; < (C; v CyN\Jfe}.

.10 Udowodnij, ze jesli # jest rodzina baz matroidu M = (E, J), to #* =
= {E\ B: Be %} jest rodzing baz pewnego matroidu M* (M* nazywamy
matroidem dualnym do M). Udowodnij, ze funkcja rangi matroidu dual-
nego wyraza si¢ wzorem
r*(d) = |Al+r (ENA)~r(E)

5.11 Udowodnij, ze dla dowolnego matroidu M = {F, .#) i dowolnego zbio-

ru § & E para (S, #'), gdzie #' = {4e £: 4 = S} jest matroidem. Czy

matroidem jest tez zawsze S, #''), gdzie S = {SnAd: A€ £}

5.12 Zastosuj algorytm 5.11 do macierzy

1 4 2

2 8 4
-7 13 —-14 1 1 6

6 6 01 12 2|

I 1

l 1
A=

|

B

‘ (kolumny posortowane sa wedlug niemalejacych wag).

15.13 Udowodnij, ze przy opisanej w punkcie 4.5 realizacji algorytmu Kruskala
wysoko$¢ drzewa reprezentujacego dowolny blok B podzialu PODZ nie
przekracza log |B.

5.14 Udowodnij, ze kazdy matroid podzialowy jest szczegdlnym przypadkiem

matroidu transwersalnego.

5.15 Udowodnij, Ze jesli istnieje system réznych reprezentantdw dla (4, ..., A,)
oraz {xj, ..., Xy jest systemem rdéznych reprezentantéw dla {4,, ..., 4>
(k < n), to istnieje element x,,, oraz permutacja f zbioru {1, ..., k+1},
taka Ze <{Xf(1ys s Xpae1yy JeSt systemem réZnych reprezentantéw dla

{Ayy ooy Air 1)

l 12 Kombinatoryka
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ombinatorics for Programmers

ummary

his bock is an exposition of selected topics in combinatorics, graph theory,
hnd combinatorial computing. A special emphasis is put on the algorithmic
hpproach to combinatorial problems: the problems discussed are complemented
ith detailed algorithms to solve them, and the computational complexity of
these algorithms is analysed. The algorithms are slightly condensed informal
bversions of programs written in Pascal.
The first chapter contains an introduction to the most classical combina-
torial objects and techniques (permutations, partitions of a set, partitions of an
integer, binomial coeflicients, generating functions, the inclusion-exclusion prin-
ciple, etc.), together with many algorithms — not necessarily classical — for
systematically generating the combinatorial objects discussed. Chapter 2 descri-
bes basic techniques used in the design of graph algorithms, including depth
first search, breadth first search, and backtracking. Chapter 3 is on finding shor-
test paths in graphs with weighted edges. The next chapter describes methods
of finding a maximum flow in a network. The augmenting path techuiques are
discussed, and the algorithm of Malhotra, Kumar and Maheshwari is presented
in detail. Flow techniques are then applied to related problems of maximum mat-
chings in bipartite graphs (the classical Hopcroft-Karp algorithm is included),
and of systems of distinct representatives. The decomposition of a partially orde-
red set into chaiuns is also treated. The last chapter explains the basic notions
connected with matroids and describes the application of matroid gieedy algo-
rithms to combinatorial optimization.

Ticre is a set of exercises at the end of each chapter.

The book is intended for computer programmers, computer scientists and
students.

—
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KombuHaTOoprKa mjig rnporpaMMHCTOB

Pesome

B npennaraemoif knure npeictasjieHe! u3Opanbbie TeMbl M3 06jacTd KomOGu-
HAaTOPHKH, Teopuu rpadoB ¥ KOMOHHATOPHBIX anropurmos. Ocoboe BRMMAanHMC
YAENEHO ajlrOpUTMHUYECKOH TPaKTOBKE KOMOWHATOPHBIX HpoGIeM: pLIOM
¢ obcyxnaemMbpIMH IpoOiieMaMi IPHBOISITCS TONPOOHBIE ANTOPHTMBI MX PEIEHHS
J IpoaHaNU3NPOBaHA BPEMEHHAs CIOXKHOCTH HTHX alTOPUTMOB. DTH airopu-
TMBI — HEMHOIO KOHJCHCHDOBaHHBIE HeGOPMANbHBIC BApHAHTBLL HPOrpamM,
HANUCAHHBIX HA s3bIke Ilackayb.

Ileppas rmaBa CONEPXUT BBOAHBIC CBEICHUS O CAMBIX KJACCHYECKHX KOMGH-
HATOPHBIX COBEKTaX M TeXHHKaX (TEpecTaHoBKa, pa3OueHue MHOXecTBa, pa3bu-
cHMe yucia, OMHOMUAABHBIH KO3GQHUIUEeHT, TPOH3BONINas (DYHKIMS, TPHHIUI
BKJIFOYCHHST M MCKJIIOYCHHUS UT, . (BMECTE CO MHOIMMH 2JITOPHTMaMM — Heo0g3a-
TENBHO KIACCUYECKUMHU ~— CHCTEMATHYECKOI0 TCHEPUPOBAHUS TPHBCACHHBIX
KOMOHHATOPHBIX 00BeKTOB. BTOpas riraBa ONMHCBIBAET OCHOBHBIE TEXHHKH, IIpH-
MEHSEMBIe B TPOSKTUPOBAHMH aJroputMoB ob6paborku r1pados, BKIFOUAS
TIOHCK B TIIyOMHY, MOWCK B MMpHHY ¥ nepebop ¢ Bo3BpatoM. B Tperbeil rnase
PACCMOTpERBI BONPOCH! KXpaTuaiiumx myTei B rpadax ¢ pebpamud C BecaMu.
B crenyroineit rnaBe ONHCAHBI METOIBI HAXOXICHMS MaKCUMajgbHOIO NOTOKA
B ceTu. OOCyXneHA TeXHUKA yBEJMYUBAIOMINX TyTel U MoapoOHO IpeaCcTaBlICHEL
ayroputmbl Manxotpe, Kymapa u Maxewsapun. TexHnka HMOTOKOB IIpuMe-
HACTCA B JalibHeilllleM K IIOXOXHM npobiiemMaM, TAKMM, KaK MaKCHMallbHOC
napocoyeTanie B IBYI0JbHOM rpade (kmaccwdecknil anroput™m Xonkpodra-
-Kapna), cuctema pasnuyeBIX npeacrasutencii. O6cyknaercs TakKe Pa3jIoxe-
HPE€ YACTHYHO YNOPSJAOYEHHOr0 MHOXECTBa Ha 1ienu. B mocnenneil rnaee obsc-
HSIFOTCSL OCHOBHBIC IMOHATHUS, CBA3aHHBIE C MAaTPOUAAMM W ONMCHIBACTCS TIPUME-
HEHUE KATHOTO ANFOPHTMA B KOMOHHATOPHOH ONTHMU3IAUUU.

Bce rnaBpl KHMTH conepxat coorcTByronuid HaGop 3anaw. KHura npenua-
3HayeHa TiaBHBIM 00pa30M Ui NPOrpaMMHCTOB, 3aMHTEPECOBAHHEBIX HEUHCIICH-
HbIM OPOrpaMMUPOBAHACM U KEJAIOIWUX DTONONHUTE IPAKTUUCCKHE 3HAHUA
TCOPETHYCCKHMHM CCHOBaMHM, a4 TAKXKC 4JIsf HAayYHBIX pa6OTHHKOB B CTYICHTOB,
3aHUMAIOHIMXCS BLIMHCIHTENBHON TEXHUKOI.
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