Wydawnictwo Bila &
ISBN 83-922733-0-3

;u ” i

Biblioteczka Opracowasn Matemazyeznych

210 calek nieoznaczonvch
z pelnvmi rozwiazaniami
krok po kroku.... <2

ZESZYT
Biblioteczka Opracowan Matematveznyveh

Wiydawnictwo Bila &




Biblioteczka Opracowan Matematycznych

ISBN 83-922733-0-3

W 415025

Copyright © by Wydawnictwo Bila ®

Wszystkie prawa zastrzezone. =
Printed in Poland W ypozyczalnia skryptow

W 1Ok

Wydawnictwo Bila J

35-124 Rzeszow

Ul. Krajobrazowa 1/7

e-mail: wydawnictwo_bila@poczta.fm
tel: 608 503 856

Biblioteczka Opracowan Matematycznych

. Calka nieoznaczona

1. Calkowanie bezposrednie oraz przez rozklad

Calkowanie bezposrednie polega na zastosowaniu gotowych
wzordw, ktore mozna znalezé w kazdych tablicach matematycznych z

elementami matematyki wyzszej. Ponizej podany jest zestaw
podstawowych wzoroéw do bezposredniego catkowania.

Calkowanie przez rozklad to najbardziej elementarna metoda
catkowania. Polega ona na przeksztalcaniu wyrazenia podcatkowego
tak, aby mozna bylo zastosowa¢ gotowy wzor, czyli przejs¢ do
catkowania bezposredniego. Oczywiscie nie wszystkie wyrazenia
podcatkowe mozna przeksztalci¢ tak, aby zastosowa¢ gotowy wzor.
Najczesciej stosowane przeksztalcenia polegaja na zastosowaniu
dobrze znanych wzoréw, np.: wzoréw skréconego mnozenia,
rozdzielenia wyrazen algebraicznych na sume prostszych wyrazen,
wzoréw trygonometrycznych ujmujacych zaleznosci pomiedzy
poszczeg6lnymi funkcjami trygonometrycznymi itp. A zatem przed
przystapieniem do catkowania dobrze jest zatrzymac¢ si¢ na chwilg i
sprébowaé dostrzec mozliwos¢ zastosowania jakiego$ wzoru.

Tablica Podstawowych Calek:

n+l

D) fprge X" (dlan#-1)

n+1

(1.2) Ia‘a{x= a: 1c (1.3) Iﬁzln|x|+C
Ina X

(1.4) Je‘dx=3’+C (1.5) Icosxdx:sinx-i-C
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(1.6) jsinxdx=—c03x+C (1.7.) J'_‘i‘__:,gx+(_~

cos ° x
(1.8) 1.9
jdf =—cigx+C ) Idr =arcigx +C
sin” x 1+ x2
(1.10) (1.11) ~d
- =arcsinx+C J-l+; =arcctgx +C
l—x~
(1.12)
_[L:—arccossz
=

Podczas catkowania korzystamy z waznych wiasnosci calek. Ponizej
podane sg wiasnosci calek nieoznaczonych:

(1.13) k!fdrzjkﬁix (1.14) Idx=x+C
(1.15) [(f +g)dx = [fix+ [gdx - addytywnosc catki,
(1.16) dIfdx=fdx.

Caltkowanie to inaczej wyznaczanie tzw. funkcji pierwotnej. Catkowanie

jest dzialaniem odwrotnym do rézniczkowania (wyznaczania pochodne;j).

Jednak catkowanie nie jest dzialaniem jednoznacznym co oznacza, ze
funkcja f{x) moze mie¢ nieskonczenie wiele catek (rodzina funkcji).
Przy obliczaniu calki nieoznaczonej dopisujemy .,C” co oznacza wilasnie
niejednoznacznos¢ calki.

PRZYKLADY CALKOWANIA

V' Jaet v6x+ Dyax = [2x'de+ [oxde + [ode =2 [x'di +
x X
[ 2 6
2% +6x +10In|x|+C=x—+3x:+
6 . 3

+6j.rdr +10 j%:
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+10In|x|+C.

j%: j’”‘“ dx+j—¢x 20]——&:+5[——=

&
X

—_—

=20 jx‘m+5jx-“dx”_”2°" +5_x; +C=4x5—l‘—'l_;+C

2x-5 5 ] P
o P fa Paeaflesfra-
=2_[ “dr—5j3 +C=2_I;+-£_T+C=%+§%‘—+C

4 2 4 12 dx
J-(xzx..;l)zdx: Ix +i!jc pil Y S j‘fx_szr+2_|':—3dr+ I—,

= dex +2I%r—+ Ix“%ﬁr =-x2—2+21n |x|+%+(‘=x—+

4 6

: x3  2x3
E I(«/_+2J_}ix j'f*dx+2j’ "dr—T+ 5 +C =

; 3 5

35 e S S
6/ 10 2 10 ¢ dx & 10 ¢ 3
- J-[3'5\[;+3\/x_:}¢_3— :;T+2Ix§_-3_|'x’dx+
+2jx_’L¢:5r= 32 +2’;!+C:SxT+6x‘—+C=S‘\fx_’+6VI_+C
3 3
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I.’!e'(l—%}ﬁ =2je‘dr—I 2et £ & =7Ie d.r~"ft e =

.‘I.'

2
+C=2e"+—=+C
=1 x

m 2 T 5
—J- 4cos 2x dr&ij-cos‘x—sm‘x cos’x—1+cos’x
e J‘

4
= 7 . 3 — i =— T e 2 dx =
3cos” xsin”~ x cos” xsin” x 3 cos” xsin” x
w4.‘-2c:c-sijnr—l 4_[ 2cos?x 4,[ dx 8,{ dx
— — 2 = = — - — — = = o —_
3 cos?xsin?x 3 cos®xsin’x 37cos’xsin*x 3 ?sin
4 Icoszx+sin2x scrgr 4! cos’x 4 sin? x
_—— . = —— Yy — — ———dr. = ———I———f]‘t‘:
3 cos®xsin’x 3 3 7cos?xsin’x 37cos?xsin’x

4o & 4 ¢ dr 8 4 4
= =i Rl o s B e Gl = =
C i3 [ el g bt 3 o vy e
4 4
=——ctge—igx+C
3"3"*35‘
1-sin? dx
B [orgiede= [ %4 = ~ [d=-ctgx—x+C
I ‘[sm x I sin® x Isinz.\' I &
sin x+cos sin’ x
=10 —dx =10 | ——— g«
10 -[sm xcos’ x J-sm xcos®x J-sm xcos’ x
cos’x
+10———d_'r Cc=10 +10 =10tgx—10ctgx+C
sin® xcos® x Icos x J’.&'.inzx g* &

W powyzszych catkach wykorzystano wiasnosci caltki, wzory
(1.1)<(1.10) oraz wzory:

Wz6r skréconego mnozenia: (a+5)" = a’® +2ab + b*
Definicje potegi o wykladniku catkowitym i wymiernym:

- 1 m
(Lin ===, (1.18) xn ="
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Wzory trygonometryczne:

cos x
’}': 2 —<1 : Cfgx: .
(1.19) COSZY =COS X—SII X, (1.20) sin x
(1.21) sin x+cos*x=1
Uwaga:

Najczesciej pojawiajacym sie¢ bledem przy stosowaniu wzoru
(1.1) jest pomniejszanie wykladnika potegi o wykladniku
ujemnym oraz stosowanie wzoru (1.1) dla n =-1.

2.Calkowanie przez podstawianie

Calkowanie przez podstawianie polega na wprowadzeniu nowej
zmiennej. Po wprowadzeniu nowej zmiennej wykonuje si¢ takze

przeksztalcenie rézniczki dx. W praktyce oznacza to, ze oznacza-
-jac: G(x) = T(u) otrzymujemy G '(x)dx = T "(u)du, skqd po dal-
-szych przeksztalceniach otrzymujemy dx. Sposob ten jasno pokazg
przykiady.

W bardziej skomplikowanych przypadkach catkowania metode te
stosujemy posrednio przy okazji stosowania innej metody.

PRZYKLELADY CALKOWANIA

“'”J ! i =

=—I—Jsintdt=—lcosf+C:—lcos4x+C
8 8 8

J'Bcosgdt = 3.[005?(3& =

Q J'— sindxdy=— |sindxdx=

| =

= 3_[5cosm'r = lSjcos:dr =
=di

U\|§- LA

3 i X
=—153sinr+C = —lSsm;-f(“

e |
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igg x-5=¢ . ¥
I(S.r—S)ﬂdx= dx=dt |= [t £=lj‘r‘dr=r— =(8X—5—}—+C
8 8 48 48
.
8
_1;“ 3x" +5=1 dt
j“f‘t‘ = |6xdx = dt ~4j~§— 3 —-~—1 Ir!+C=—ln|3r +35|+C
3x°+5 di t
= dx = —
15 = &
2 2456 = dr
[P & _hise = at| = 2[15 [d" Ln[{|+C=£lni2+533’+C
2+5e" t 15

Btdx__
15

ICIEde Icosx l’in;ﬁ_ drl I ~—ln|r ln}sinx|+C

Sin x Cos

4x—1=¢?

4dx = 2idt T—js
Iv"flx—l =|, i |= :dr_ Idr-— c iﬁ_l—-:-C
e 2

Vdx-1=t
18/

10-2x=¢*

—2dx=4¢d] —
[{10-2xdx= | = Jl-2rdr) =2 frar=

dx=-20dt

r=V10-2x
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4
-x —dc ) ) -
Ie‘d.’x=—4—=dt =4 |dt=-4e' +C=—4e? +C
dx =

—X =t
5 e ¥dx=|-3xdx=d 5]’[ J:'Tsje'dfz;ie‘+c=-§e"’+c
J k| " |
zdx_”_df
_ 3
21/
Vx =t
Jx
A R SN S0 I ey
J——J?dx‘m-dt—zje ﬁ-—2jedt—22 +C=2e""+C
dx
— = 2dr
__ Vx
2x° +10=¢*
IOx‘dr=4r’dr 2
4 5 £ L . 4 = g ﬂ
[V2x° +10x"de = ™ 3dt - jr dff 3014 (2x +10
r=‘.x +10

9.
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23/ 3+x° =1
2 4 5
£ 3xdx = 51dl ~idt
2dx 3 10 0 5
=| =2|2—=— |fdt=—1*"+C==3 +
Lzﬂr’ rdr=§:*dr t 3J T Ber) +c
t=Y3+x

2/ o
I=3x===t
— 6xdx = 2idr —tdt
j-l2.rdx_ i W 2
Vi-3y®  fdv =t | I“—, =4 [dt =-41+C = -41-3x* +C

=+/1-3x?

L J».cosz.\- m:zj f:ost = J-er-os2x sin2x =1
ﬁ sin x cosx 2sinxcosx sin2x  [2cos2xdy= afr
dt
:Ir— In}r‘+C ln|sm2x|+C
26/
2 1+3cosx=1 —dt
I % =|-3sin dx = di —J'—3—=-iln|i]+(“=-£In|l+3cosx|+(“
1+3cos x d s 3 3
mx:ir———f
27/ 1
27 l+Inx=¢
— dx de 1 dt
= =|— = |—=Inlf| + C =Inll +In:
Ix(]+lnx) é:d; x l+Inx t n||+ d i m1+C
x
28/
inx =1 5 r sin’ x
sin“xcos xdx = = |tr'dt=—+C=
J 'Zosxdr:dr‘ e
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6

cosx =t _Itsdrz_r_+c=_lcos"r+c
d 6 6

ﬁ Icos xsinxdy=

—sinxdx=
E inxdx e =t dt ™ 1

Ismi = sinxaﬁr:dt=j—‘*=—j.f'sdf=—+c= 7=+C

c0S° X t 4 4cos’ x
h sin xdx =—di

. sin x =1 i

2" cos xdx = =2le'dt =2e'+C =2e™" +C

J. cos xdx = dt ‘[

@ X +1=t

J'1 0e* *'x*dx = [Sx*dx =di{=10 J‘e' % =2 [e'dt=2¢' +C =2
- xddx:.ﬂg
33/ 5
gx =1
szgx‘ﬁ~2_[ =| =2Irdt=r2+C=:g’x+C‘
cos“ x cos’ x —=dl
COoOsS X
j' dx _Idx _J-dr =J'€xdr:l:’r={ = dt
e*+e* e'+-11— e’ +1 e +1 le*de=dtl 17 +1
e e

=arcigt +C = arctg(e*)+C
j““OH“M 3
2x 2

=M=

+C
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oo

= _J“J-=2 =2arcsint+C
-t

36/ J-2c05.rdx inx=t
JI-sin®x [cosxdx=

37 543lmx=1¢°
& = 2dt
I-J5+3ln.t IIJ5+31“ . x
— v = — - =
2x 2 x dx 2
— = —(dt
% 3
5+3Inx t=54+3In .
2o toriny . L

ri
9 9

1 [l o Fom e e Y frdafee s o

1 | (-
=—e¥ 4 2x——e ¥4
2 2

&

= 2arcsin(sinx)+C

';l;"j' ZIdJ:_I 2.5

| 1
=—tgt +C =—tgx* +C
481 4Sx

+5- 5 =2de—

+5

-3t +3:—l)dr

=2 4
m . 2
j—"-g“"—4=4x’atr=d:= g = &
cos’ x Ls cos’t 4 Jcos’t
x'dx = —
4
g =ig? 2udt tdt t
= = —'}
dx = 2tdt ‘[S-H' I5+! -[
—IOI—FZr—IOIn|5+:|+C 2Vx - 10Infs+x|+C
ﬂ T+I-f
I :x—r—l j(:—t)’dz I:
(x+l x} =

dx = dt
3 2

1 3 3,1 1 3

= j'r"df -3 If“df

l'.Ill'

+3 If_gd! - J:“"dr =

3 1

e T B
6° 77 8° 9

-12-
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x?+4x+10=1| 4
2

“Hi

3x+2 1 pdt 1
) = = =—|—=—=1 C
f3x‘+4x+10 6“4)0‘1; I: 2Ir 2""'+
1 . (314'2%:?
=Eln|3.r +4x+ld+C
53 3
1 @ |, _de |1 Jedr _ N6 ¢ dt _
jﬁ+x “sjl ITFJI_\/E _6I1+r* 6 j'1+.v2
+(W dx = J6di
1
=\/_arcrgt +C=ﬁarcrg -J_+C
s g
dx dx ! dc  _lde _ . |_ 1 4adt
I.t +16-.‘16|:(x]2 l]=FI( ]:+l— 4-0'! —16“‘1}*'
=1 +
4 4 dc = 4dt
lpd 1
" J'm =Iarcrg£+C zarcrgI+C
X
——=
dx 1 dx NG
EIJS xzf ‘:zfj xlzdt:d!
5[1-[;,—5—]] ’_(J's_ 5
x
—_j— ——I an:sin t+C =arcsin ——+C
NN J5
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46/ x4+ 10 = ¢*
Ix: V' +10dx = 3xPdx = 2udt =-§—_‘.:2d£ = 3'-f3+C 2N S0 h(x"+10)‘ +C
9 9
] 2dt
x‘dx =

” X =g
ﬂ J’_ﬂz_, di _II dt _l . 1 5
/ r1+|—2—arcrg1 +Cz?arcrgx‘+("

Isinj xdx= Isinzxsinxdm j(l —cos’ x)sinxdrz fsinxafr— Icosz xsinxdx=

cosc =1 3
=—cosx<{ } a'J =—COSt+ th:—cosrnt% +C=-cogt+co_§'x +C
3

—sinvdi=

=2t =§arcsin!+C—§ inx’
Jl—r’ 3J~Jl—f: 3 -3arcsmx +C

Ca{kqwanit? przez podstawienie to jedna z najwazniejszych metod catkowania.
Stosujemy ja wowcezas gdy zastosowanie nowej zmiennej dla fragmentu

wyrazenia podcatkowego upraszcza catkg. Nie ma niestety ogdlnych przepisow

kiedy ija!( tego dokonac. Umiejetnosé doboru odpowiedniego podstawienia
nabywa si¢ droga wprawy. Z calg pewnoscia metodg ta mozemy zastosowac

gd}z licznik ulamka podcatkowego jest pochodng mianownika. Korzystamy
wOWCzas ze WZoru: ' )

S (x)dx
1.22 =In
(1.22) e =l
3. Calkowanie przez czesci
-14 -
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Calkowanie przez czesci stosuje si¢ wowczas, gdy pod catka wystQpUJe
iloczyn funkcji algebraicznej lub przestepne;. Catkowanie przez czgsci
odbywa si¢ wedlug wzoru:

(1.23) [udv =uv- [vau

przy czym jako funkcje &, przyjmuje si¢ funkc_]t:, ktérej rozniczkowanie
upraszcza wyrazenie podcatkowe, a za dv t¢ czgs¢ wyrazenia
podcatkowego, ktorego catka jest znana lub moze by¢ tatwo wyznaczona.

PRZYKLEADY CALKOWANIA

u=x du = dx
dv =sinxdx v=-cosXx

m Ixsin xdx =

=—XCOS X+ Icos xdx =

=—xcos x+sinx+C

u=x’ du = 2 xdx

7 = x? sin x—zjxsin xdx =
dv = cos xdx v =sin x

jxncos xdx =

=x?sinx+2xcosx—-2sinx+C

(Dla obliczenia catki (51) wykorzystano catke (50)).

52_fxedx: H*f i = dx—xe Ie‘dx:xe‘—e’«!-('
dv = e"dx v=eg"

=x’ du =3x'dx
- x’e‘dx: u X :x’e'-3 xiexdr_
53 | P J
=x%*-3 i du = 3w | 3e’—3(.w:2.¢: —ZIxe'dx)=
dv = e*dx v=e"

=x’e* —3x%e* +6xe” ﬂ6_.'e‘dr =x'e* -3x’e* +6xe" —6e* +C

-15-
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du=e*dx

= . u:ex g
54/ Ie‘smxdx:ldv J:w cosx+ |e* cosxdx=

=sinxdx v=-cos

u=e* du=é
dv=cosdx v=sinx

=—¢" cosx+

=—¢"cosx+e” sinx— je‘sinxdx

A zatem biorgc pod uwage poczatek i koniec obliczen mamy:
Ie‘ sin xdx = —e* cos x+e” sin x — |e”* sin xdx
2|esinxdx=e"sinx—e”* cosx

e*sinx—e*cosx
2

_l.ejt sin xdx =

du=-2e " dx
Ie‘z‘ sin 3xdx =

do=sin3xdy ve_—2083X

) :
w= —e¥cos3x 2

3

&7 cos 3xdx

u=e3* du = —-2e **ax

dyogs Rl s 5'“33"‘

—e **eos 3x 2

3 3

3

-2x = - —2x =+
2[9 53m3x+§ e‘z’sianer= e ;053.\: 2e :m3x_g o2 gin 3l

13 S _—ecos 3x 2e **sin 3x
Sta_d "g—IE sin 3xdx = 3 9

-3¢ ™ cos 3x _2e"**sin 3x
13 13

je"‘ sin 3xdy =

u=sinf
dv=sintdt

x £=: ix dl
sin® Zdv=| 3 3 %|=3[sin'tde=3 [sintsinzds=

= |

du=costd N
v=—Ccost

dx=3dt
=-3sinfcost +3 _[cos’rdr = —3sintcos! + 3_[(1 —sin? it = ~3sint cost +3fa§: -3 fsin “1at

3 j sin’tdr = -3sintcost +3r—3 jsin 2tdt

-16-
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. X X
. —sin - cos
v —3sintcost 3t J’Sinriz__}_J,i
sin‘tdt = —+—

6 3 2 6

4_[ 2 vt u=cost du=-—sindt

=4 |cos = ; =

dv = cos 1dt v=sin/

4{cosfsint + Isinz tdt): 4costsint +4 I(l —cost)dt = 4costsint + 4 jdr—4jc05’tdr

8 Icos tdt = 41+ 4 cos 1sin ¢

2., _ I cOS fsin iy sTgs
Ioos tdt_hf+f+c_?+_—z——+c
58/ &
u=lhx du=— 3 % ;
J-J;In.rdt——— i x =£x‘ In[x|—zj'£dx=3-x'!/1 [n]_t{—zjx’i/’dr
PR N V=£_t; 3 37 x 3 3
3
=%x'}/3ln{x|—%x%+c
dx
m J-In|x|d'c=u=m|x| d“=T=xln|x1—_[d.t=xln|x|—x+(‘
: dv = dx v=2x
dx
g Gk = fujfnja =| =Rk de=Tm

dv = In|x]dx v=xn|x|-x

= Infx|(x In|x|- x)- jlrl[x|d.‘r + Idx =xIn’|x|-2xIn|x[+2x+C

. 2In |x|dx .
O oy, [ommoml - 22BE oy s
[ = 23 [T +5f g
% dv = xSdx Vi — » T
4x
dx
__(fslf 1| *=tok] Sy I L1 YT
T At 2l = 554k ‘,:;1___ 4x* 8x! 8 7x*
4x!

17
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. (in 'x|)‘ _In |.t[_ 1

X gx* 32x° e
) 2in
6—2' ) u=ln‘|.r| du = de .rzln:lrl T
J-xln‘|.rki\'= =5 - = — - jxln xdx == : =
dv = xdx \':"T *2 -

u= ]nlxl du = E

B x |- x* In3|x|_ S o ln|x|+]_der B x? ln2‘x|_ s [nix|+£
| dv=x T il B 2 2 2 2 -
| ﬁg | u:lnlxi du:Er—m 1 |

e pmisi
I o x- X
64/
Lo (4 dx
u=lnx—]l di = —— 2 _ 5
Ix[rllx—lldx: | .r:—-l=x lnl:r II_I_J'xdrz
K S— ) v=% 2 24 x=]
x*Injx-1] 1 1 x¥In|x -1 : Injx -1
B R e S

B _ sin(lnx)dx
[cos(inxkie = = cos(inx) du =~ ¥ |=xcos(lnx)+ Isin(lnx)dx =

dv=dx v=2x

cos{In x)

=xcos(In x)+ xsin(in x)- _[cos(ln x)x

u=sin(lnx) du=
dv=dx v=x

=xcos(Inx)+

2 Icus(ln x Jx = xcos(In x)+ xsin(In x)

jcos(ln x)ix = xmsz(ln x) WX sinz(ln x) i

18-
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66/ dx

= du:
Iarcsin xdx = s aveme J1— x? | = xarcsin x— X -
dv = dx v=x I-x
2 2
= xarcsin x + |df = xarcsin x + V1l - x> +C
rxdx:-mb‘ '[

ﬁ _[ aretgxdx =

u = arcigx du = & = _ xdx
| + x2|= xarcrgx —I =
dv = dx v=x l+x

1+x? =t 2xdx=dt xdx=%|=xarclgx -% -

= xarcigx —
!

= xareigx ——;-1n|l+.tzi+C

_ x’arctgx _LJ-xza‘x _ xarctgx
2 271+x? 2

2 ' 2 2
IJ-x +1 ldx=xarc£g;r_ljdt+lfldr X arclgx x| arctgx | .

2 T+x? 2 2 291+x° 2 2 2
2 u = arcigx du= = 3 3
69/ szarctgxdr - 1:3" - ar;tgx _%Ix dx} -
dv = x'dx ¥=— L%
3
3 3 2 1 -
_ X arcigx “'I_j["'+ x})dx:xarcrg: _xt M Reaxt=i
3 3 1+ x 3 6 32xdx =dt
_ x’arctgx _i_l‘j‘i&“* x* arctgx -_xi_l“l]*‘-‘le+
3 6 67 ¢ 3 6
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v
xik u=x du=dx
Isin:x=dvz ‘df v = —cten] = —¥CIEX+ Ictgxdx*~\crgr+ Infsin x{+C
sin® x
vl jxcos xdx =2 d = &%
et O s SO cos dx £ I
sin * x L = jd‘
sin * x
Pomocniczo obliczamy:
cos xdx sin x ={ dt 3 -1 1
_[.3 = “‘-‘J';:Jf df = ——=— -
sin * x cos xdx = dt ! 2¢- 2sin
1 dx 1
I=- .x» e = _x, ——ctgx +C
2sin*x 2°<sin‘x 2sin“x 2
72/ u=arccosx du= &
Iarccosxdr: J1-x2 -xarccosx+J.J_
dv=dx v=x
=xarccosx+l-x =r arccos x — j—=xarccosx-u’l xX+C
—2xdx = 2:dr

) —dx
kY = du=
& jarccosz.rdrz s ! J1-x? =

dv = arccos xdx v =xarccosx—v1—x°

= xarccodx—v1—x* arccos — _[a!r+ M:xmcca&ix—w 1-x arccos—2x+C
74/ VI-¥

. X dx
u=arcsin— du= =
arcsin— xY )
[—2dx= 2 ‘”(5) 2t [
V2-x & 2 [ P
dv= v=|dv=-2y2-x 4
v2-x I

Pomocniczo obliczymy calke:

=20 -
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rJZ .\’ ] +x= —
J 2”(2 xX2+x) JJ2+x ‘dx dez| 4-[& SRR
4 x

arcsin —
[=2dr=4V2+x-2J2xarcsinZ +C
v2-x 2

I u=x du=dx %
J:rsmxcosmfx— ijsmxcosrdr—EIxSIandrzdv_smzmr v_—C; :—Zcoszr-;-

+l _[oos 2xdx = —ic052x+lsin 2x+C
4 4 8

=

76/
j-(x—l)e‘ e & e e r4r=l du=—
e _I?ﬁ_j?h:j?d—jx_’dudv:efa e{’ ‘f—‘*

e’ e’ e’ e
=—+ j—zdx- I—ldx=——+C
x X X %

4. Calki funkcji wymiernych

Jezeli wyrazenie podcatkowe ma posta¢ funkeji wymiernej to mamy do
czynienia z catkowaniem funkcji wymiernej. W zaleznosci od postaci tej
funkcji mozemy stosowac rézne metody catkowania. Moga wystapié
zatem przypadki:

&/ ulamek podcatkowy jest whasciwy (tzn. mianownik ma wyzszy stopien
niz licznik), wéwczas rozktadamy mianownik na czynniki a caly utamek
rozktadamy na sume utamkéw prostych pierwszego lub drugiego

rodzaju — metoda wspélczynnikow nieoznaczonych.

Funkcje wymierna jednej zmiennej postaci:
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A
(1.24) ( - a)” nazywamy ulamkiem prostym pierwszego rodzaju.

Funkcje wymierna jednej zmiennej postaci: .
Ax+ B

A29) G perey

nazywamy ulamkiem prostym drugiego rodzaju.

b/ utamek podcatkowy jest niewlasciwy, wowczas nalezy wylaczy¢ wyraze-
-nie catkowite poprzez wykonanie dzielenia wielomianéw. Resztg z tego
dzielenia nalezy zapisa¢ w postaci utamka wiasciwego i postapi¢ jw.

¢/ licznik utamka podcatkowego j Jjest Eoch mlanowmka tego utamka.
Nalezy wowczas zastosowaé wzor (1.
d/ licznik utamka podcatkowego mozna roz}ozyc na sk}admkl z ktorych jeden
Jjest pochodng mianownika a drugi stanowi nowy przypadek.

e/ funkcje wymierna przez odpowiednie podstawienie da sie sprowadzi¢ do
postaci funkcji wymiernej, ktorej catka jest postaci arctgx.

(1.26) f&—_f-;ﬂ=£"‘ Jbt

)

arctgi +C=

Vb
-[ -[r +l

bf'+b

PRZYKLADY CALKOWANIA

J d}.‘ _21—5=I_
@x-5) Pdr=d

1 pdt 1 1
]

~ [G=-—Fg+C=-—"—+C
27w 4(2;;-5)'+

& B

J5 f:S s =Inx? +5x-3+C

X X =

- J‘2x14x2032100 = Inf2x* - 20x+100]+C

S 6+I 2(6+x) 12+2x 1 |
T Il2x+x Il2x+x - Il2:r+1l= _Emllznlew

=92 -
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x+2=t

dt 1 1
dx = dr = |

s

P x+2

dx
Ix3+4x+4=-[(x+2)2=

dx dx
/= =-
‘[—x: +6x-5 I(x—SI.t—l)
Pomocniczo rozkladamy funkcje wymierng na utamki proste. A zatem:
A, B _ A(x-1)+B(x-5) x(4+B)-4-5B

] -
(x—SXx—] -

) x-1 (.r—SXx-l) (x-5)x-1)
g
{ 4
B=—]—
4
I=- I I —‘éx—:—iln|x~5]+lln|x—1‘+(f
x=5 4 1 4 4
E j dx ,:I dx B
4x—5x" x(4-5x)
1 A B  x(B-54)+44
= =
x(4—5x) x 4-5x x(4—5x)
7.
B-54=0 s
44=1 B=g
J. f In|'c] Inj4-5x| 5x|
x 4-5x e
| 3x+4 12(2" )+ %1—3] 2x-1 Hf dx  _
xt=x- 2 _ X—=x=2 23 -x-2 2x"~x=-2
2[1-!-]
"_h’L' il _2| I ——Enl.x -x 2|+—wﬂg . +C

-23-
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x—4
f(x_z')("‘xhs)"“"
x—4 A

(x—2kx—3) X~ 2 #=g

A=2
A+B=1 {B——l
-34-2B=-4 -

dx dx
1:2]1_2- —5 =2Inp-2|-Inp-3)+C

_x(4+8B)-34-28

(x-2)x-3)

b6dx
P +x-2

- 2x+7 . r2x+1+46 , ¢ 2x+1
86/ Ix3+x-2a&-fxz+x—2dxﬁ'|-

=lnlx3+x—2]+1

6 A B x(4+B)-4+2B
> = =
*4+x—-2 x+2 x-1 (x+2)x-1)

-A+2B=6 B=2

j—=_2lnp+2|+2|n|x—1|+c

x2+x—2dx+-[

Ix+2

2x+7
,{x:+x_2 = Inl_vt2 +x-2|—2|n|x+2|+2lni:c—]|+C
3x* —142x-2

x(x—1) P

3

j3x1 +2x-3
x'—x

3x?— j- 2x-2

de= | de= | Leu

Jd:(

lnlx - x[+ 2.[

Inl:r3 = x‘ |
x(x+1)

1 A _x(A+B)+ 4

.r(x+l):;+‘x_-:_ x(x+1)
A+B=0 A=1
A=1 B=-1

de ¢ dx
!=2I?—2.[-m=21n|.r|—2h|x+l|

J'wafx = In[x] ~1[+2[n|;|—2[n|.r+ [|+C

X =X

-24.-
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X -x

1 Tx+l1 x(4+B)-B

X-x xlx- I)": ‘Tl_ T x(x-1)

A+B=17 A=8
-B=1 =—]
8dx _

—-Sln Injx-1|+C
1= P gt

2
j-(xz—ﬂ-)—de=-x2—+4x—8In|xl—lnlx—l|+C
x*=-x

% 4D _x'(4+C)-x*(4-B-D)+x(4-B)+B
= -

Ix‘—ff+ gL
7
X

e —x+1) 2b xV—x4l x’(x’—:ﬁl)
A+C=0 A=1
-A+B+D=0 B=1
A-B=10 C=-1
B=1 D=0

J=

I'=

b 15 V3 2x-1
=—Inix"—x+1l|+— +C
In‘r X+ ‘+ arclg \E
1n|x{—-——ln|_t —x+I|— arcfgzj;+C
2.!+5 —d! rZ(t+2]+5 ;21-!- ZI—+9I_=
(Jr sy

= ln|.r1—l— I,
X

[ 15 I :i‘“

1 {x_l) & 1 T
xdx 2) L 1 » 1
g e If x+1 2112 <+l 29— i x4+ 1)1 3
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| 9 i f— 5
| = WL | M 5X+2 o [“2-(214'2)'3"‘ _if 2.X+2 N I dx _
L(sx— 4) = a1 e X +2x+10
9—-—] _ (8 g 8x-4 1 & _ 5 & §. o x+1
PRy 4:( —4x+l T84 —ax+1 24 —4x+1 - =—ln|:3+2x+l01—3_[4—,_ =—ln|x —2x+10| arcrg~3—+(“
12x-1=4 1 2 (x+1)+9 2
——ln‘4x —-4‘(+1|——I ln’4x —4x+ I[ =—En|4x!—4r+] =
. 27(2x~ )r 2pdx=dt| 8 g@ws:ano wzor (1.26)).
(4
= —=~1 45— dx 41| - ———
iz njdx’ —4x+1)- e _])+C ] I 3x+22, =]
4 X-=2Lx-
2% —5x+1
| 2/ I;_ztx:t =4 x+2 _ x+2 A B 2(4+C)+x(B-24)-2B
=4+ .
‘ Y22 (x-2) x % x—2 x(x-2)
20 -Sx+1 _ 20 -Sx+l _ 205+l _ A, B, C _x(4+B)+dC-B-24)+4 A =D A=l
-2 4x e -20+1) xx-1f  x x-1 (x-1f x-1) B—2.4r=l 2N
{ A+B=2 A=1 ) ] ) C=1
C-B-24=-5 B=1
A4=1 C=-2 4 f:j_dx+]‘_‘fx+] 3 =l+—ln|2x 2|~ Injx|+C
X x* 2x-2 x
A L Y - S _fle—2 / 2 2
| 1—_[x+jx_] 2_[( = In|x|+ In|x f+—=+C 96/ J’ﬂ=j(x+-—4—)dx="—+4m(x—2)+c
Il @ Sx—1 = - x-2 x-2 2
' JJr3—3.\' 2 jx —2:c x— ;ufx—l
_ . o ' dx
| Sx-1  _ Sx-1 ___ Sx-1 A B  C _ x_ ; kadxszki =
(¢ —x)-2(x+1)  x(x>-1)-2(x+1) (x+1)F(x-2) x+l+(x+l)z+x—2 Ixz I(x’ & )afx Il‘z 3 jkg [IT |
“+
_X(4+C)+x(- 4+ B+2C)+(-24-28+C) . ; k
(x+1)(x-2) ; =%—k’x-k3arcrg[%]+("
A+C=0 A=-1 !
-A+B+2C =5 B=2 : N ¢ 2l +x+4 .:.’x=j- 2x 4+ x+4 dx=J- 2x* +x+4 _
—2B-24+C=-1 C=1 D B i ax+a Hx+1)+4(x+1) (c +4)x+1)
2x’+x+4 _ A  Bx+C x*(A4+B)+x(B+C)+44+C
—dx [ dx dx 2 N < = 2 = 2
I= =- r—— - g +4 fx+1
| [ 2l et e Sy S T T N )
A+B=2 [4=1 ;
B+C=1 {B=1 |- i+jf““ =Injx+1|+~Injx* +4+C
-26- 44+C=4 |C=0 x+l “x*+4 B
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99/ I dx :j dx B

48 (x+2)x*-2x+4) "

1 __4 , BxC _x(4+B)+x(-24+2B+C)+44+2C
(x+21x?—..x+4) x+2 X' -2x+4 (x+2lx 2x+4)

A+B=0 p=—t
—24+2B+C=0 |I2
44+2C=1 C=§

—I !
1 ]

an+2; ! jz‘{llz -%szl

2
o 12Ix+2 '[] 2x+4 —2x+4 E|n]x+2|_
L g Ly, 21——[—%_ o e
247x' -2x+4 2x+4 g MR AT = -2x+4
—E["lx i 24h1ixz bt Ibf 1)+3 i:zlr*'t - 24'“|Jt2 2"*"[* WST]+('

3x7 +2x+1

- I(x+l)}i): +lit=1

W+u+l A B Cx+D 2(A+C)+x*(4+B+2C+D)+x{(A+C+2D)+ A+ B+D

=— =
(e+1P2 +1) x+1 [x+l]2+x1+l (x+17(2+1)
A+C=0 A=-1
A+B+2C+D=3 B=1
A+C+2D=2 Cc=1
A+B+D=1 D=1
—dx dx x+1 1
/= + =- o e
- I(x+1)2+sz+la!r Injx +1| — (i~ lnlx +1|+arergr +C

101/ xdx xddx
J = J-(l—xXl%-):XIM:’]zJ{
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x A B Cx+D_x(4-B- O)+2(4+B-D)+d4-B+C)+ A+ B+D
W T ltx 142 (-0 +=1+2)
A——
A-B-C=0 B 41
A+B-D=0 b=
A-B+C=1 c=%
A+B+D=0 D=0

1edx 1pde 1pxde 1 1 V.43
I=III_I—ZII+J‘+EII1+I=—zln|l—x|—zln|l+x|+zln1.( +1|+C

dx
102/ Ix“+4=J|ir

i I __Ax+B  Cx4D _
x*+4 (x2—2x+2Xx2+2x+2) x2=2x+2 x*+2x+2

_X(4+C)+x*QA+B-2C+ D)+ x(24+2B+2C-2D)+2B+2D"

x'+4
A+C=0 P
24+B-2C+D=0 18
24+2B+2C-2D=0 |B=7
2B+2D=1 C=%
&
4
bl 11
S 2 "2 {p x-2 x+2 1, 1
I-I———dxs 4 +I——3——a&, 4 === .‘.‘x+~j dx =——1I+-1I,
+2 £ 4+2x+2 80 2x+2 87X +2x42 3" B
——I-—— 2(x 2) 2.!:22 = j _I -
8' 16°%F 2x+2 I6 X 2x+2 X 2.x+2 ©-2x+2

~——1n|x 2x+2|+ j(x - e 16 Infx” - 2x+2|+ —arcg(x-1)

) 5E o
—— et Jx —=x+—|+C
=3’y 3 3|

=%J3x’ -2x+ —zg—ﬁln
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l ,x+2 .
8 x +2x+2

1 2Ax+2)dx 1 (242, 1 242, lp dx
169X +2x+2 1690 +2x+2 16 r+2x+2 892 +2x+2

=%In‘x3 +2x+2’+§amrg(x+ 1)

140
Th s 2 +larc'rg(x 1)+ larcrg(x +1)+C
x'=2x+2| 8

i 1
16

103/ sz"dx I"f::" o A{ rdf _
% =8 r -8
r_ ! o A, Bl ’(,1+B)+:(2.4-2B+C)+4.4—2r .
£-8 (-2 +2+4) 1-2 F+2u+4 -8 3
dss
6
A+B=10 3=_?]
~24-28+C =1 Al
44-2C=0 3
S
P ey L L VAR R R il s B
6°r-2 !+2f+4 6 F+2t+4 6 12917 +21 44
=lln}x2-2|—— _Z_%i e J'-—df— Lin ’xz—ZJ——]*Inlx*+2.t’+4+
6 29542t +4 2717 +2t+4 6 12
1 dt 1
+— |——==In 2——Inx +2x? + 4|+ —=arct,
2’[(.!: )43 6 = | | J_ 5 J_

Dla obliczenia calek funkcji wymiernych typu: k-

L dx
(1.27) ""Im

stosuje si¢ wzor rekurencyjny, ktérego wyprowadzenie mozna znalezé w
innych opracowaniach. Wzér ten jest nastepujacy:
7 1 x . 2n-3 I - Xom I dx
(1.28)% 735,75 (xz +lr_l 2n—2 "' gdzie " ()
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Catka 104/ jest obliczona z wykorzystaniem wzoru (1.28).

104/ [ 2x+1 _,_rzx+2ldxf(zx+z P

J(r +2r+sf (e +2x+5) ¥4+ 2x+5) _J(,t2+2x‘+5]z=
|
T X 42x+5 2
dx dx lx+1 l 2dr
1, = — = = == m
. ‘[(x’+2x+5)' Ikx+lf+4} | 2 '{42(‘3“} I(‘ "")}
. +LIL=L gt el EEL L1 L FEL
1612 +1 16717 +1 162°+1 16 8x'+2x45 16 ¢ 2
Ostatecznie wigc:
s 1 _1 >+l —iarcf x+l -x-9 Iarct x+1 i
P+2x+5 8x+2x+5 16 © 2 fc+2xes) 160 8 2
Uwaga:

Najczesciej pojawiajace si¢ bledy przy wyznaczaniu calek funkcji wy-
-miernych to: bledy obliczeniowe, bledne propozycje rozktadu funkcji
wymiernej na ulamki proste.

Ponizej podano dodatkowo kilka propozycji rozktadu funkcji wymiernej
na ulamki proste.

5x+2 __ A, B C D E_F ,_H
(x-2)'x(@x+1)* x-2 (x-2)) x x* x* 2x+1 (2x+1)
3x+7 - 3x+7 = 3x+7
(x?-7x+3fx?-x-6f (-3)2x-1)Mx-3V(x+2F (x-3f(x-1)x+2)
A B o D E F

= + + + + +
x-3 (x-3f (x-3) 2x-1 x+2 (x+2)

5. Calki funkcji niewymiernych

Jest wiele postaci funkcji algebraicznych z niewymierno$ciami.
Stad tez jest wiele metod catkowania funkcji niewymiernych.

-31-
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Warto wymieni¢ nast¢pujace:
al jezeli funkcja podcatkowa zawiera pierwiastki np.: _f R(x,¥ax+b)dx
to aby wyznaczy¢ calke nalezy zastosowaé podstawienie: ax+b=r".

b/ jezeli funkcja podcatkowa zawiera pierwiastek kwadratowy z trojmianu
kwadratowego typu: ]

dx

(1.29) Vr'+k o dla wyznaczenia calki nalezy zastosowac pierwsze ) &
podstawienie Eu lera. Pomijajac szczegdly wyprowadzenia wzoru otrzymu- ) &'
Ejleg]{;}) I ,— In’x+\fx - |+C

dx
le'a:xz +bx+c gdzie a>(),

W ten sposob obliczamy kazda calke postaci

¢l kazda catke postaci dx gdzie a <0 obliczamy wykorzystujac
catke: Iu'a;xz+bx+c 5

I L) =arcsin£+C
(1.31) va' -x*

d/ calki postaci J’ Vax® + bx + cdx gdzie a <0 wyznaczamy wykorzystujac wzor:

(1.32) J' Va* —x? =—arcsmﬂ+ \{2—2+C
e/ calki postaci I -f_dx_ obliczamy korzystajac ze wzoru:
2ds aa -
(1.33) ra —arcsm - ¥C
‘[ val-x? | |
f/ calki postaci _Har +bx+cdx gdzie a > 0 wyznaczamy ze wzoru:
(1.34)

I\ix"' +kdt=%x\ix2+k+%kln

x+\/x’+k|+C

-32-
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x’dx
g/ calki postaci I Ja i tcae gdzie a > 0, wyznaczamy ze wzoru:

(1.35) =— +A— kinjx++vx* +k|+C
I Jx—+ ANV X |I X
W, (x)dx
I/ przy obliczaniu calek postaci ~var +bx+c  stosujemy metode
wspotczynnikéw nieoznaczonych. Metoda ta zostanie przedstawiona
na przyktadach.

PRZYKLADY CALKOWANIA

dx+1=1r =1 49
2x+I . 2
J:dr-‘idx 2udt -j —d.r—-J} +ldt=—+t+C=
4x+1 !
2 —1
2
|| 3
=-—-—(4:;]) +yax+1+C
_r:fﬁ 5 5 3
ol el B o v il ey ol e
V=12, Jx =1

—6]{5‘ ;+1——}9’ ol 4 4——61r1:+l1+C—6—J_£—39J.;+§[;—61r45’f;+4 +C

3 2
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dx—

107/
Uxdx  |x=1* r16.rdr ¢ Cdt {" *dt
I S ldk=6dl Al (r+l) 6-[“ H_)dr
=313——61+61n|:+1[+C=3‘5\1x3—6?1/;+61n'{/;+l|+C
x—1 2
108/ p— T
J- 2:x=l—2r2‘ -J-’-—Zfdf L—f‘)l=.[—2,dr_
x—- 2(\'—1) 1-1¢ (1_;)' ! ?
_ 2tdt
(1-1%)*
T (R I
t i__l x—1
109/
3
‘ﬁ- —={ (1301
Jf‘/ . 2_{ dtq ntrﬂ[; ~|+C-
X +3x+ :
% (JHE) _1 dx= dt =
2) 4
=lnx+%+dx2+3x+2‘+(‘
”
ll% R 5503 (5x—-4) - 61—? S 62
I3 —2x+1 6’J3x2-2x+1 6'3x —2x+1 673 —2x+1
-1 e
2 3

/x__ i I
L4k 8 TS Js—z—l—ﬂt‘:mc

x——_
~

o
dx =dt

-34-
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4.7:s

[ (5x+2)dx _gj- (5”2)‘* S5 f (4x+8)dx
V2t +8x-1 472 +8x-1 4"J2x’+3x 1 472 +8x-1
32
5 x+2=
- N 18 % 2227 +8x- |-~H
I +&t 'I',.I'Z( +2f -9 2 +2 9ldx=dt

=-J2x +8x— ‘4fj &

=%J2x’ +8x-1-

x-5
‘I-;S«Hl.vrﬂrE “—‘[J
_——2JS+4x = -3]' i@

J,:

421n

v"Zx +8x-1-421n

x+2+1,x2+4x—%l+C

2(x—5)dx

~2x+4

P P

+C-

2

99r

9—(x-2)
x—-2=73t
dx = 3dt

‘lIJ

S+4x-x°

o
27 Jo—(x-2y

=Q5+4x-4x2~3j'
=+/5+4x—x> —3arcsint+C =5+ 4x—x? —3arcsin ~—

dt N
Vi-¢*

+C

—61 2
27 1-2x- 3.\'

. 3x+1

+C

1= 1

JJ;dsz =IJ1_SZx_I) i; P J-F—Sarcs:w+6' Sarcsin(x—1)+
J; 3xdx ‘“I J- —6x—-2+2 _1

23 2icea? 20 1ioeae
-—lj—ﬂ—=—m—!+C=—m—£msm

29 1—2x-3x* 3

g &

Wi-ax-ar

(1.36)

f (x)dr

+C

W catkach 110/ - 112/ uykorzystano wzor (1.36).

J N{xe5)= o= (5

W
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116
o P ( ] [49 L9 oo
I"] +_'!‘I',\'2 J- k‘X I 7+24 r+
o |
e
=isgarcsin2\'_3+ 2\310+3.1r x2+C

WL [fsioessdce {3 + 2aee ;{[ o2 23]

H_: \/_1’r+ —dt = J 3+———im+1ﬁr +—§—

dx = dr
2
x+ g ,/3‘ ”30“9 +C=3x6+5\/3x3+10x+9+

Ji( 5] [3; +10x+9 3
— X% B — —ln
2 3 3 9

+—ln|3x+5+,f3]3x +10x+9j|+C

m 51 -2x+10
7=fit bW3x*—5x+8
e (ax+bW3x* —5x+ +I%3t —

Rézniczkujemy obustronnie:

- - A
—-—-SI 2x+l0=a\/m+(ar+b} -3 -

3x7—5x+8 235 -5x+8 3x'-5x+8
Obustronnie mnozymy przez .[3,2 _ 5,48

+C=

5x%=2x+10 = af3x? - 5x+8)+ (@ +5)X=2 4 4
Stad ukiad réwnan: . 5
6

10=12a b 17
-4=~10a-5a+6b 12
20 =16a—-5b+24 4=16
24

Wstawiamy do wyjsciowego wzoru:
-36-
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5 17 > dx
I=|Zx+—W3x* —51+8+—
(6 12) j-u"Bx —5x+8

5543

d 3 — 3 :— |
» [ 553, |, IA+E+C=55J§h16x 5, [ -5x+8
24 JZ 71 24 3 24 | 6 3

r+—
36
(—r+—]d X A +8+55J_ \3 -—+IJ3r -5x+8|+C

x —x+1 Z
m Im (mz+bx+ch‘+2x+2+.4I—m

% ("a.x+be +2x+2+(ax +bx+c} 2r+1) + A
X +2x+2

Wl +2x+2 i +2x+2
2 —x+1=Q2ax+b)x* +2x+2)+ (a? +br + c)x+1)+ 4

¥ —x+1=x(3a)+x*(5a+2b)+x(4a+3b+c)+(2b+c+ 4)
3a=1 (
S5a+2b=0
da+3b+c=-1 |p_ =3

2b+c+A=1 < 16
c=—
6
it
6
!=[—I-x2—£x+—]-J x4 2x 2+EJ &
3 6 ¥ +2x+2
5 a5 dx _ |x+l=d_5. dt _5
L==| = | —=="hlx+1|+ vy +2x+2+C
2 e 2 G al=ar| 20 PR

[ ]
l:[—x‘—£x+;de'+2x+2+§Inlx+l+\!x’+21+2|+C

-37-
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Do obliczenia catek 118/ i 119/ zastosowano metode wspoiczynnikow
nieoznaczonych.

120/ [ex-s5N2+3x—x'dx= I(Zx s2+3x-) -='-2x’+!lJr‘—ll,xv—10d‘r

V243x-2 V2+43x-2°

Dla wyznaczenia catki 120/ nalezy w dalszej kolejnosci zastosowaé
metode wspolczynnikow nieoznaczonych.
v L

—

—dr

- " dt
i J If\/g—l :JIOI] j«hom

_=dil  (\1¢ .,z £

10t -1=2* r
10dr=22-=+%fd_=—§_ =-—J10: C~-—/ : ”10’”‘

di = lz*d:
5

IL
v 10x—x°

m‘{ d,x :l ] :,f, x.—_l—], dx:—d:=—}- dt '»=_Jr df —
(e+INx* +2x+2 x+1 t t (1 V£ +1
i
x+1

+C=1In

; 1 i %
=—In‘r+v‘r+l+C=-—!n—+ [—) +1
=l e 1+4x% +2x+2
dx 1 1 —Pdr 3dt
— =|-=¢ x=- dx= . -
jx’u‘Hx’ }; t —‘{ j Jl+ 1 IJ:’+I

2 / 2
=—%r :’+l+%!u‘:+v‘r’+l|+(‘= L5 +—Inh+ i +C

2% 2 x

Dla wyznaczenia catek 121/, 122/, 123/ zastosowano ponizsze podstawienie:

Dla calelT dx
(x—k)Vax* +bx+c

nalezy podstawi¢ (1.37) _1 __,
x—k

-38-
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6. Calki funkcji trygonometrycznych

Jedna z wazniejszych metod catkowania funkcji trygonometrycznych
jest zastosowanie jednego z podstawien tzw. uniwersalnego. Wzory
(1.38) oraz (1.39) dotycza wiasnie tych dwoch podstawien. Podstawienia
te pozwalaja sprowadzi¢ catke zawierajaca funkcje trygonometryczne do
calki funkcji wymiernej.

1.38
( ) lg£=u x=2arctgu dx= 2du1 sinx = 2”,
2 l4+u I+
cosx—l_uz tgx = 24
2 © 1w
1.39 5 2
( ) Igx =u x=arcigu dx= du} sin? x = ——
1+ u 1+u”
cos’x= =
14+ u”
S 2du
% Jr dx :}- 1+i° =f du j du N
3sinx+4cosx 3£’ ) uz 27 +3u+2 - 2{:& ]
+us 14w

N -
(1:—2X2u+1)

1 A4 B u(4+B)+A-2B
(u-z)(zu+l)_u—2+2u+|_ (u—2)2u+1)

2u+l=
e lpde 2eaw 1. aepg. 1 -
i et e ek s Ji Id"' HH@HL
2!g£+1
e
[5-2]

-39-
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du
1+n

-

- 1 1 u 1 f
=— =—arcigz +C = —arctg —+C =—arcig —+C
i 2783 27€

Dla catki 124/ zastosowano wzory (1.38), a dla catki 125/ wzory (1.39).
Aby wyznaczy¢ niektére calki zawierajace funkcje trygonometryczne
nalezy przeksztalca¢ wyrazenia podcatkowe wykorzystujac wzory try-
-gonometryczne. Wyznaczenie ponizszych calek odbywa si¢ z wykorzy-
-staniem wzoréw n'ygonometrycznych

m'! J'cos 2x cos 3xdx = _[2 cos 2x cos 3xdx = j(cos ax+cosbxyx =1
Wykorzystano wzor:

ax + bx ax—bx

+coshx=2 cos
(]40) COS ax + Cos bx COos 5 B
a+b
2 a=5
a=b_, |p=-1
2

=— _[(cos 5x+cos(—x)px = Icos Sxdx+— Icos xdx = —osm S5x+ %sm x+C

'12— jsin 2xsinSxdx = ~5 _[(cos ax—coshx)x =1

Dla wyznaczenia catki 127/ wykorzystamy wzor:

AT sosm—ooshnedain s gy D
2 2

a+b _

2 a=17

a-b_s \b5=-3

2
I=— I(cc)s?x cos{—-3x)}ix—-—— jcos?xdx+ Ioos3xdx- ——4$m7x+;sm3x+(
'mj__‘[smxdx J-smxdt J- _dLi _*l dz _

sinx sin” x 1—cos’ x —Smxdr 27z+1

—l—inl:—ll———ln|:+]|+(.‘=ll
2 2 2

coOsXx—
cosx+l
_40-

o o o e e OO
1+3cos’ x I W +4 49(uY

+3—— heor, =
- i {[2) "E’J [") sak b
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dx (_cos x} sinxdx
ﬂ J-sm X 3 rsm xsinx J-

cos’ x cos’ x " |-sinxdx =

% [ fra‘r_—+2!df[—+C— —+2lrcos wj"w
j H.:J;z sil(it
2
1

_;+x= _J-d! f d_r dt lp dt
== J J =_J =

+x] di| ™ “asin’cos sin-cod! 2 rg-I cod!
X X

cosx=1 'I:_Illqlfd; -
d i

1
22 5 2 2 2 2

+C==In g[—+—]+C Cos;
2 4 2
4 2 = 2 2 = 3 -
j'- dx :jco’sx-#s?xdr:j-.cosxd’r +Jf.sm.tdjx :Ifir+jsmzxd¥:
sinxcos’ x sinxcos x sinxcos”x “sinxcos x “sinx “cos x

Wykorzystano wzor:
(142) 1

g x = -]

cos’ x

u=x du = dx :
Iﬁx,—= __dx B =.r:gx—I:gxdx:xrgx-J'—S—‘Efdx=xrgr+in|msx|+(“
cos’x [@Av=——_- v=Igx cos x
CoOs™ X
@ 1 &l_]‘ft_*-t()st
{ Ssinx+cosc _{ Ssim+cost  codx a!r*FCOH cosge @ _ rgetl dx
J2sirf xcost+2codx  *2sifxcosc+2codx 1 2sirf x X3 codx ‘ugx+2codx
cos x cosd x
= 2 (s1+3) 2+ 8
i _lJSHS _;P ‘_gf Sy S (2t 6 d
—=dil 270+1 47 4l 47741 477+1 47°+1
€0s” X

= %-lnl.r‘ + l]+%arrtgr +C= %ln[.vg’n-lla»%mg(rgxhc

-4] -
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sinx =t di
dx _ Fiat Jl £ —dt dt dt
-L.in:_rcnsrhm:"‘r d:l . _j 'j’(! 7)) Ir(r Ne+1) j -{Hl_
o 1= |
1 1 1 sin x+1
:—;+'2—lﬂ|1+l[—5|nlf—l|+cz— —[l | +C

sinx 2 |smx l|

136/
Bg =
Joor e e cosntimat= [ s

1
=— jdt +2deﬁ =—t+2arcigt + C = —sin x + 2arcig(sin x)+ C

MIM: _ sin.¥|=J- sinxdx lgx=t o=
fgx+2 cosx| SInX+2C08X [giny=
t a
g dt 1 2z+l)d:
K 2 i) s s A

= —:Inltgx + 2[+—ln|rg‘x+ ll+larc£g(tgx)+ C

df
1+1*

! 1
m COsSXx = —‘\/=2

l38f J- _ Ism J.+cos xdx J- I dx -
sin® xcos® x sin® xcos’ x cos’x Jsinxcosx
dx sin” x+cos” x sin? xdx dx sin x
I = = dx = nx—s—dx+
'[ cos’ x -[ cos’ x I cos’ x j cosx f cos’ x
u=sinx du = cos xdx ﬂ, x
= P sin xdx sin xdx|+ —Injg{ —
=y v=| 2 42
cos’ x cos’ x
Pomocniczo wyznaczamy:
sin xdx dr 1 1
J——— lcosxhr —sin xdx = dtj I s Cm——e—
cos” x T 2cos” x
__Sinx +llmr (’T A +C
1= 2cosix 2 |°\4 2

-42-
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=2 2
11=_|' ‘ ,d.r :Ism- X +co0s xdr:_[ dx +J—cosxair ln‘rg{1+£]+
sSin” XCosx SIN” XCOSX CosXx sSin” x 4 2
sinx={ X dt T x
- =In ( —=In g(—+—}—— —+C
sxdx =dt 4 2 r 4 2 sinx
Ostatecznie otrzymujemy:
5 stIr B ‘I 3Inrg[” IJ+C
2cos" x sinx 2 F: Sl
i39/
Isin‘ xcosxdx= Isin“ xcos xcosvdx= _[sitf o1-sirf xf casxdx—|sim':! coscd=di =
£ 2! r° sin® x 2sin?x sin® x
= (e 1= e = |t* —2¢° +1° —— g C= + +C
I )d j )d 7 9 5 7 9
r,(?:uix rJE:xdx ]I-ngfxcosr -[\I{—l:os.::d:c_‘r i dr—dr-
—d J o == =4
sm?_x 2sm.tcosx 2 “sinxcosx cosx sinx cos x coS x

. Iﬁr"dr —14C = Jigx +C

7.Calki funkcji wykladniczych i logarytmicznych

Calki postaci IR(e’}ix wyznacza si¢ przez podstawienie o* — ;.

PRZYKLADY CALKOWANIA

1 i
I(e"+\,£'—')fl=£"=f e'dx=dt d’fzﬂ{z'[r‘+‘1Jﬂ=r_“?llz+("=£e“‘—221’+("
L t t 3 3
J-e +1, =}e “t e <| J-:+ld: t+1
e* -1 -1t f(.l’—l)

-43-




Biblioteczka Opracowan Matematveznyvch

Pomocniczo rozktadamy funkcje wymierna na utamki proste:
r+1 L. 2

)) -
l=j—r—+ZL—_T:rln|r|+21nLr—I|+C:—]ne‘+ln(e‘—lf+C‘
142/

ede | dr fdr

Je =t d=—= L(:+2) fa-2 )dt»—— 2+4Inj+2/+C=

2x

—2e* +41nle +2|+C
-2

e |, dt| _ dt _l fi_-
gt =t e oy Iy S -

1 1 1 1
=;+Elnlf—l|—5]n[f+]’=e—r+'2—lﬂ|f —II—EII'I

Pomocniczo roztozono funkcje wymierna na utamki proste:

YN A SN
Aei-1) ¢ 2 =1 1+l 2 2(: 1) 2(+1)
144/
£ —1di Idt

=le" =t dx= ___f - =— =
-[e’+‘ —‘ ! l: P J{: r+l}j j r+l
;—_In}e |+lne*‘+I|+C:Ine"+l[—x+C
145/

=y =3x? =x? =2

Ix’e"afx= HES d=3 =—xe"+3j'x2e"dr = de=2xdn

dv=e“dx v=-¢" dv=e"dx v=—e"

=X du=dx

=—xe " -3x%e" + 6I.re"dr =-xe”-3x% " +6 . J=
=e" v=-e

=—x¢*-3x% *—6xe " +6 Ie"d): =-xe *-3x’e*-6xe* —6e " +C

=\

)
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46/ - o' dt it 1 [ dt
1 ja:dt=a‘=r Ina*=Inr dr= |:I (, = e
a’+1 tInal ]na(r+l) Ina ¢ +1
I I
= Lc‘ﬂ"n:'i:._c:i‘ +C= —arc‘tg(_a )+C
Ina Ina
147/
e Inxax 1 l u=Inx du=
j]ogsxd.t = I — jln xdx = — x|=
In3 In3 Wl ag gy

Do wyznaczenia catki 147/ wykorzystano wzdr:

In x 1.43
3% =x In3log,x=Inx log;x=ln—3 v
M8  cd | 3¢ * 2 x 2Vl+e™
=1 R _720‘ =— ldi=——+C=- +C
J fee= | Wire™ =3 3

8. Calki funkeji hiperbolicznych

Catki funkcji hiperbolicznych wyznacza si¢ tymi samymi sposobami
co inne calki. Nalezy wykorzystywaé¢ wzory dotyczace zwiazkéw
pomigdzy tymi funkcjami oraz wzory dotyczace catkowania funkcji
hiperbolicznych. Ponizej podane sa najwazniejsze z nich.

x -x x = 3

(]_44)sinhx=shx=e _¢€ (1.45) coshx:chx=e e
. x ]_4? R x X
(1.46) = sinh x =c—'l e_I ( ) Cfgflr=c{?5h)f = 6" +€_x
coshx e -e sinhx e —e

(1.48) cosh? x =1+sinh? x (1.49) cosh 2x =cosh® x +sinh® x

(151) 5, ch2x=1

2

(1.50) e ch2x+1
2

1.53 oy Fal
Koot = ( ) _[shxfb: chx +

(1.54) Jdurdx =shx+C

(1.52) . sh2x
2

(55) [d

ch’x

-45 -
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dx
(] 56) I;E= —cthx+C

PRZYKLADY CALKOWANIA

149/
[s## dxdx= f’ﬁ‘ l =~[iﬂxdr--dr_~ chmf. 4--;:_—:&—5“(:

150/ Jchjxdr Jchxdr.tdx r.'h.t{l+sh x}ir lshx=1 chxdx= dti— (l+r )dr_

Yo
=!+L+C —sh.x+ih—l+C
3 3

F =sht Nx*+1=cht

chidt dt
= ckrdtf = = — = ~—ctht+C
J. sh’tcht sh't

1511J'
N

:—ﬂ!_r. (‘ 'x +] +C
,shf X
2
I |x cht x*—1=sht dr-shfd:l msmd;_—,ljl's}”f chidt =
cht 57ch’t
sh't sht =k 1 pkdk 1, 1 1 |
& =—k——arctgh+C =—sht— F =
J-s}”+l " |chtdt = dk SIk +1 5 5ar¢g+ 55 Sarctgs:r+(‘
l 2
=g .rl-—l—garcrgy‘x‘—l-;-c'
'If—-—=|x=’shr Vx? 44 =2cht  dx = 2chud |= JZ"""‘” L8
x +4 (cht 4 <ch't
X
:i;}" C-.!.Lm C‘_l 2 +C=l ¥
4 4 cht 4Jx3+4 4\{.\'1+4
154/ 2
[Vx? +9dx =|x=3sht  x*+9 =3cht dx=3ch:a'tf=9jeh’:d:=9 Chz-;ﬂ:
_J'dszxdm—j’d:_.hsﬁzH f+C——sh1ch:+_:+C_x‘h+ 9 |x+ x*+9 «C
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9. Calki rozne

P R dla x € (-h.0]
dla xe [0,1]
13:I(x2—x}bc=%—%+f'3 dlax € [1,h)
Ostatecznie pozostato dobra¢ tak stale C;, C,, Ciaby funkcja podcatkowa

pozostala ciagla w punktach x =0 oraz x = 1.
Jezell C,;=C=C; oraz C;= 1/3+C, to warunek ten bedzie spetiony.

x+2=1¢*
- — 22
j~’—“—dx_dt_2;d: = [ =2 [ =2 [ -1+ 2 =
2 =2+ t"+1-2 et -2
X=I‘—

dt=x+2-2Jx+2 +4J'—

=F- 2:+4j—2d:_r+2 2Jx+2 +4j(

—l)( 2)
=x+2—2d.r+2+4In|r+2[+C‘=x+2—Z\fx+2+4ln|s}x+2+2‘|+(“

2x-3=¢* {1+;‘;+f
= -2
Imdx 2dx = 2tdt =I ,2 tdt = r +2t +3£dr I(:+2+ )t
x-1 A £+ L5 +1
.t=r +23 2
2
3 2x—3
=I_+2!+J-_If1dr —3! fﬂ =20 g 1+In]: +l'—2&rugr+("- +24._\‘- 34
2 1 +1 r+1 2

+In2x —2| - 2arerg2x -3 +C

158/ £=1 2 —r+1
oy =[x - =X~ = dx = —di
I e x'—x+l=x-t =x 1 X (2;_1); t

Y
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J-Z(f —1+1
(@-1)
P—t+1 4 B C

F=—+ 3
(2e-1) 1 2;—r+(2;—[)'

A=l

T | s

C—44-B=-]

44+28=1
A=1

_|
2

3 3
:2 = —_—— S | - 2 _ —
I j j I(z: =2inf|~Zinf2r 1| 2nfx—Vx x+l’
3 3 | .
—Eln{Zx—Zv'x —.r+l-]l—2 = x:—x+l—l +(

Hgiinzxdx o | 2dt
_ = = = +£
'|‘l+coslx il j“_ 1 I+: I(2+f’ll+r) II *+2 -[r i
dy = d‘, 1442
1+
=2 ‘—L——arcfgf V2aret ~areig(rgx)+C
2[(; +1 \/_
160/
[l = F(x) ;
x, x>0 516G >0
F'(x):‘xl: 0 x=0 Flx)= C #=0
-x, x<0 —5 0 =0

Funkcja F(x) jest rozniczkowalna w R, wigc jest takze rozniczkowalna dla

x = 0. Stad:

lim F(x)= lim F(x)=F(0)
llm{£+C J— Itm[—£+C ] O
r-»0* 2 x—-0 2
C,=C,=C

gdzie C jest dowolng stala.
-48-
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16U/ [|x-1pe=1 xZ‘_HCI -
x=1 x>1 Flx)= C x=1
F(x)=|x-1]={ 0 x=1 2
-x+1 x<lI
Poniewaz F(x) jest r6zniczkowalna w R, wiec jest rozniczkowalna w
punkcie x = 1 a stad ciagla dla x = 1. Stad:
lim Flx)= lim F(x)=F(1)

e
—?+x+(“: x<l

1in{£-x+q]=1im[—£+x+cz]=c
r—l" 2 =" 2

Cl'—l—:C1+l=C
2 -2

C,=C,-1
ﬁdz_ie C,; jest dowolna stala.

arcsinx =t x=sint

dl
=ldt= j”

x*=sin’t 1-x*=cos’f|™

J-arcsmxdx-v [ arcsinxdx

\(lx J\/lx(lx)

u=t du=d : ;
=}a‘z dt rgl =ttgt— J'tgtd: tigt+Irjcos| +C ﬂrmirxmdﬂlgl +lr’ 1-¥|+C=

2

l—x

o &= co{arcsmf]

xaresin x ! xarcsin x
= hfi-x*p|+C= -—]nl <|+cC
l—sin2(arcsinx ] Vi-x? ‘ ‘
u=t du=dt

dv=tgtdt v= j:grdr— (——!Jdr*rgr—

fmcr v arclgx= x=igf
‘» & et Ptg’rdt-

=figt —1° — Irgrdf + I tdt = arctgx(tg(arcrgx))+ In|cos r| - E(arctgx)‘ =

= xarctgx + In|cos(arctgx ) - L arctgx) +C
2

-49.
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u=arcfgx

x * —ljarergx +x E
1gx +C Y
(2(::’ )" 2 e ) 3g+l)

4] wykorzystano wzér rekurencyjny (1.28).

j' xarcrgdx

(l+x2)‘

arcigx

2(]+J: )l+

Do obliczenia calki |
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Jr:_hr"'—‘ "'::ehz—[n|]+\|'l—ez"+ Ine':x—lnll+v'l-ez‘|

Ostatecznie otrzymujemy:

Iarcsme —e“arcsine‘-bx—lnfn 1-e¥|+C
arogk B3 1 xarcigx 1 ¢x'dx x arcigx 1
Parcfgxdx: tx }' g.r "[xz B }i =
. sz_ 4 414+
4

y 4 — | _
x _arcigy  \x l)amrgx x+x+C

4
X arcigx X
et o o+

4 4
=‘a=wcrg2.x du= 242':2 =lj'd—f=--L N T
1+4x°| 27u 2u  2arcig2x
% =arccos x I & 1 i
Ji- u°  u arccosx

jln(.t+\[;’Tl}t(=’urm(x+?) dy_T‘lenlx+\(x_+_|—jﬁ
=xln’.\'+m—5_[\/12—“=:ln|x+m~ﬁ+c
3+4x=1 i 1

dt
1 u=Int du= 1
=—|dtInt =— —— |dt =
ddx = dr 4I " 1P }4”‘" far=

Jin[3 + dxfax =

= %(3+4x)|n|3+4x|—-%(3+ 4x)+C

dx In|x| =1
S = a”

——=arcigr +C = arclg (ln |x])+ ¢

=1 =
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51 B)" I e
Jx -x*-2 (x+IIx J_lx+ x+42 2937 +1
Powyzsze wspotczynniki otrzymano z rozkladu podca’fkowe_] funkcji
wymiernej. A zatem:

E—%=%lnlx—ﬂ—?lnlx+~/§l—%amfgx+(‘

[(6+35F nlee=| “"H x -

= (@432 v=[(16+24x+9x" P =16x+1227 +35°
= Injef16x+12x7 435 ) [(16+12x+ 3" pix = (37 +1247 +16x)Infx| - 16x—6x" —x* +.C

_2x+1=1
2dx = 2tdt

_Iﬂl“-2 3t‘_-[x .3 4111]" +3I
f+3}ﬁ 2 ife+3) "‘ A9 ks £ up 3)——+———1r(£+3)+c

I‘(I-H] Ir(lﬂ) Id‘ L+l—lﬂld—ln|t+l|+C=

I dx
(2x+ 10 +V2x+1

= Jﬁ|~|n|1+./ﬁ]+c
4 2372+3 4 _
B 1-m:~sx.:fxc r cos xdx [ dx _J- &
u=x du = dx x x = x J =1 3 J B e
— - Y 3,¢=13__L3_=1_[x*L)+C cos3x cos x(cos” x - 35111‘) 1-sinx-3sin’x J1-4sin’x
T ldv=3"dx v=1n3 ln3 In3 In3 In3In3 In3 In3
178 A I S
di 1412 dr
*-3=¢ =| de=—7 |= —=[—==
2 2 1+1 4 1-3¢
J'xdx =| x=JP+3 |= £’_+_319'£=J"};*+3d;=§Inlr+\l:’+3l+lw'r’+3+6‘= 1 1+
V-3 |, N2 +3 2 2 s v .
% 1% __ A B _da3-BNElrass
: a2 1 TS
=%lnlx+-\/x2*3|+%x\fxz—3+c =3 13 13 i b
& ¢ dx g {AJE—BJE=0 =3
—= =/ gl
Ixt+3x2  Ixx?+3) A+B=1 s

1 A B Cx+D_x(4+C)+x*(B+D)+34x+3B

+3) x 2 £+3 x(x*+3)

A+C=0

dt
I=—% 53 jwi— h .ﬂ| 1n|1+4'r|+c_

A=0
I
B+D=0 B=c NI
34=0 c=0 2V3 |1-3rgx
3B=1 D=~ %
Wracajac do calki:
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dx dt 2 2
s = -1=r Wa=2di x'= r+1|—— [+ - ~3~arctgf=§arc!g\lx;-—l+c

I ol dt 1+
1+1gx l—=a§c 1+1 J(1+:Xl+x J
+1’
Pomocniczo nalezy roz{ozyc funkcj¢ wymierng na ulamki proste:

1 _ 4 +Br+(‘_r 2(4+B)+1(B+C)+ 4+C
(+00+7) 141 1478 (1+e)1+1%)
=1
A+B=0 1=3
B+C=0 {B= %
A+C=1 |[._1
1 pdt r—12 ledt 1 b0 i
= |—- — |——=+= |—===Inll+{|——Inl +1*|+—arcigt=
21+ 2 1+ 4 II-H 21-1+t2 21‘:4 d 4Inl | g
cosx+sinx
| 1 x 1 1+tgx 1 cosx x
=—Inl+tgd ——Inll+1g"x+=+C=—| x+ =— +—+C
2lr4+gx| 4lnt gle 2 2{ J1+tglx] 2 Jcos‘-xﬁin’x 2
cos’ x
=Z4 ln}cosx+sm:|+C
22
rstx f2smxcosxdx sinx , | cos¥=t | pedt 1 P
J cos® xdx I cos'x 2-r-::os;:‘x."ix —sin xdx = dt L’ 7 s

infeossie: = In(cosx) du=- snx
I—?‘?—: s x =-crgxlnlcosx|‘jdt=—crgxln|wsx1~x+C
sin® x a2 N

sin” x

Imdx= 1-sinx l+smx ]-Jl sin’ = cos xdx k! sinx=t
! Jl+sinx Jl+smx SJl+sinx xdx = di

1
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x ;ffﬂ “’"‘“ J‘Kd_, 2:24+C =2z +C=2/1+1 +C=2/T+smt +C
ﬁln 21 " = In(x2 +l) du = ln(xz " 1) 2xdx
.[ X B dx S +J‘21'2(x1"‘l):
dv:x—3 V===
ln(x +1

o J-x(x ) ln(;;:1)+ln|x|—%ln(x’+l)+C

Do obliczenia calki wykorzystano rozklad funkcji wymiernej:
L od 3G o (A+B)+Cx+d _1__x
+1) x x+1 xx’+1) x x'+1

edde |, s o _di|_ 1 1

f‘dz‘+1— =t @*=r a'lnadc=dt a‘drx= R e m——aarcrg(a)

190/

1-sinVx [P O R SR S
T 2&—2!d+-2j(1 sint )sz1—4.|fldr 4}'13111! df—?t’-zmzd:l

=2¢* - [sin zdz = 2(* + cos z)= 2(Jx + cos 2 )+ € = 24x +2cos Vx +C

G+ o learer eoier?o el (VO AT
I(x—l):dr_} i | 2 dx—Z:cﬂ|—j [y

2t'dy

j(2:= Hlto )=+ At et
3" dr =201 dt - [ dt = R = Jx+1=-42
I TJI_JE zJiJHJz. 2J51n{: V2|~ 221l +42] = 2421 e
2(x+1}Jﬁ+12JF 2J_In'Jx_: -2 we
3 Jx+1+42
_55.
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dt

.[J_-hz\/lc JVz+C=i-F +C= .

%:;l—x -’x(xHI?bcl Jﬁ Iﬁ 342¢ _hﬁ ‘dﬁ‘*_hﬁ_q

Do obliczenia calki 1

+C

3/ wykorzystano rozklad ﬁmkcy wymiernej:

4x+l A, B | _X*(24+2B+C)+x{(4-B+C)-4
(x+1)2x-1) x x+1 2x 1 x(x+1)2x-1)
Stad

A:—.I, B:l, C:i.
: 3 3

[P -2 = F(x)+C ¥
Fx)= { 2°+2 dla xe(-=]l> Flx)= .;'2

+2x+C, dla xe(-=l>

-2 dla xe(l,»). mz‘z”“'cz dia xe(l,»)

Aby funkcja F(x) byla ciagla dla x = 1 musi by¢ spelniony warunek:

lim-2—+2x+C, = .= F(1)
In2 -
=" 1"
—i+2-|-Cl =i~2+C‘2
In2 In2
o S
In2

=]x*=t, 4dx=df ”. [i oL rvsin +C=Larcsin® 40
417 4 4

~56-
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| T .rlo- ‘Im. f[) j(zJafr [57*dx~ 3 dx“_EJ"m_j o
197/
]‘.l' +V_ 1 Ix—;!,dx_'_ I%ﬁ— Ix‘_;dxz II%dJ.'+ II‘L;dx— II',&dx=

X x1

=:f—x3\/;+?x§/;-— 2\[;+C

de=le=3x, x=r, de= 37d} = I——dt 3fi+e 42 ai= =3[+ 4=
3 3J_+3{£_+C

= +—+—+C=x+
4 5

199 '
u=x’ du= | 2 I 2[ u=x duj
=], ¥ X2 - [0 dx=—2" - |-
Jm_nx v-;j In2 In2 In2 :n2|a‘f—2‘dt v
Y e 2 P B¥ ¥ ¥ W 2
ekl n2| “n2 rnzI ] n2 (in2) (Inz)’ [ In2 (luz)‘J+C
‘ u=arctgt du dr:
IJQmeg&dr:Lr:t’, Jx=t, m:m@:jzlamgd:: g; =
2
22’ df \’=*3—
2 fdr 2¢ 2 t 2 e 1 3
-*—;arctgt—sjﬁ- 3 arc!gf—-é- f—le r=§-f3arcrgl—?-3—h1ll+r|

= Zxxarctgx - 1 x-hnfl+7]+C

(x=te'dx _ re'dx redx _

i du=—d:_J'e'
I by g 5 5

e'dx  pedx
dv=e'dx v=¢' % +!?— Ix_I:

£
X
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x

=f 4e

03
[(6-2x) dx=‘
.[xse"dx=’e =

=2

13

——+C-——*(6 2x)° +C
26

—% Ir’zdt =

, 2xe"dx=di, Ine"

! 7 : ]
= “dx=—|Intdt =
x’lne=1Inr, x*=Int jxxe 2'[

=Int dh‘.— flﬂlf[——f+c=le Tie® '_lef:_l_C:lelz(xl_l)-l-C
: - 2 2 2
. 6rdl| 2
2 3 - oGl 2 e o LS S _..._
[¥47x +6dx_|7x’+6 , Hde== 7[:;;: i (7x*+6) +C
205/
x +31'+5 1

_f(x2 +l)cos(x’+3x+5}h~

smr+C’—sm(x +3x+5 +C

x 43 =di|

‘dx

3 2
jx_” = !(x’-x+l—ﬁ)dx=x?——x2—+x—lnlx+l|+c
x E
3dx X 2dt X 1-#
I—7—=lg—=r, dx=—sp, sinx=—s =—l=
3sinx+4cosx+5 2 I+ +1t 141
24t
1412 dt 6 dt __ 6 6 +C
2
+4(1 t )+5(1+: ) r 1649 J(H_g) 1+3 rg;—+3
1422 : [ i
dx _ . N dt et S ! . L2 _
l—sin‘x_llgx_r' e PE 1+1?] Il 2Y
_(l+r1]
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1
r_ll+r’h 1412 1 5
= = = —_—— = =
27 +1 jzﬁﬂ 2 2741

1 1 dt E- & dt
S Wb e f{

r +1}
2

{
1 1o dr 1 V2 1 2
b = — =—fgx+— —+C=—tgx+-——
zgr 4_{!”] jiag n arcng2~+C 2th+ 4 arcrgﬁrgx+c‘
- 209 il 2 ¢ dt
: SiNX COosX: 142 148
g - =t, dx= dfz, sin’ x=—, sinxcosx= '2|=“+rz!,+' =
. 1+sin’x +t 1+ I+:[ I(142F +¢*
5 1+r’)’
4 tdt =z =lf &z l¢ & | d
2 +20° 41 udr= 2 2z’+2z+1'212{ 1)* 1“4'[ W o1
N 24— | +— e | 2.
1 2 2 ( 2 4
. Earclg(Zz+I)+C = 5wctg(2&g’x+l)+(_‘
¢ sin’ x + cos’ x =, a+b e =I(sinx+cosx)dx=
Jsin® x —sin xcos x + cos’ x |a® —ab+ b

= Isinxdx+ Icosxdr=-msx+sinx+€

o

=
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10. C ie ane wzory calek:
n+l

il T
f[fde=——+C  Gapz.1,x>0.
Idx=x+C’

j§=—l+c

X X

dx

jﬁx- = Inlx|+C dlax+#0.

X

Ie‘dx=e”+C

i

f[ede=—+C  ga>0, azl.

_[sinxdx:—cosx+€

[sm=cm+c

! df =—ctgx+C
sin” x
jmsxdx=sinx+C

[ehxds =shx+C
dx

Icos’x

IJIEI_’ =arcsinx+C
L

j— 1d¥ . =—arccosx+C

=tgx+C

dla -1 <x<1.

Il £ - = arcigx +C = —arccigx +C
+x

!Vlix_x—z=lnf1+\/l+71+C
n
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gdzie b> 0.
, 2n-3

T 2n-2 I(xz :&[)'l

1 x

dlan e N.

—a1‘csm—+C

l

[V + kdx = \fx +k+= ln’x+\)x +k|+C |
;d: ——sz_ink——lnlx+\’:£l+C

Jeos xdx = £+sm2x+c
> sin2
-:I._sm’xdx—i 5]“4x+C

. JSiII"xdr = —lsin = xcosx-l-n—-I Isin"'zxdx
- n n
S jm‘xa&= Isin'(£+x)dx

2
< U '. l

- Jtg"xdx =——1g"'x— |1g" *xdx
'.,xdt:ln—pjlnxdx
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