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2.9. Zasada zachowania pedu (w uktadach 1zolowanych

e *‘.wm

Z drugiego prawa dynamiki Newtona i p=mv|
zapisanego w postaci dﬁ R .
= F,
dt
WYalleyzasatlazachowanianetiuczastii:

gdy otoczenie nie oddziatuje na czgstke lub sita wypadkowa jest
réwna zeru, F =0, to pochodna pedu wzgledem czasu jest rowna
zeru, czyli ped czgstki nie ulega zmianie.

dp - i
—=0 = const
S

Zasade zachowania pedu mozemy
rozszerzy¢ na uktad wielu czastek.

Ped catkowity uktadu jest suma | . &
pedow wszystkich czastek: Pear = Z‘i P
1=




Wyktad 4 Barbara Oles, PK, WIEiK Informatyka 2011/12

o [l il
Dla czastki i —tej: % =F,+F,, gdzie Ukia%
I [ N O
Fi, — sita zewnetrzna, F;j,, — sita wewnetrzna, O
(%
¥ ~@
Sumujemy po wszystkich czgastkach uktadu: @)
d f’i ] o d = dfj- \ﬁl
—_— = AT , LI e ARl
dt Z 1Z Z w dt Z pl Z dt
Z trzeciego prawa Newtona wynika, ze suma sit o
wewnetrznych jest rowna zeru: HIHHHI
Z |:iw i O ‘l’\

d R -
A zatem: az p=2F,.

Oznacza to, ze za zmiane pedu ukfadu
odpowiedzialne sg sity zewnetrzne Fj;.
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| Ped uktadu (podobnie jak pojedynczej czastki) izolowanego, na
ktory nie dziata zadna wypadkowa sita zewnetrzna jest staty:

85318-45.jpg

F,=>F,=0 —| |p=Y B =const.

Ped catkowity uktadu pocisk - karabin
jest zachowany. Po wystrzeleniu
pocisku karabin doznaje odrzutu.

Pryykiad: Zderzenia

4 : o - A )
= vy (il _ : F‘\

Zderzenia kul mogq byc sprezyste lub
P = & | B niesprezyste, ale w obu przypadkach
e R zachowany jest ped catkowity uktadu.

http://hipparis.com/wp-content/uploads/2009/08/boules-jardin-du-luxembourg.jpg



W zderzeniach sprezystych zachowywana
jest energia kinetyczna i ped uktadu.

Zasada zachowania pedu:

ped kulek przed . i po zderzeniu

Por+ Po2 = P+ P
czyli Mg +0 = Myuq €SO + Moy COS P,
Q= %l Sin @ — MoV o sin ¢
Zasada zachowania energii kinetycznej:
1 2 L 2itinihil 2
imlvm O = §m1v1 +§m2U2
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| W zderzeniach niesprezystych

zachowywany jest jedynie ped uktadul

Po1+Po2 = P1+ P2

My + MyVy, = Mo +Myv,

Czesc energii kinetycznej ciat idzie np. na ich deformacje
podczas zderzenia, rozprasza sie w postaci ciepta.
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2.10. Ped w uktadach nieizolowanych

Szybkos¢ zmian pedu w czasie jest rowna sile dziatajacej na ciato:
1L P ¥ R e c L Bail
d—p=|E, /7 oy
dt : v
Zatem zmiana pedu Ap ciata zalezy od
wartosci sity oraz czasu w ktérym dziata ona
na ciato:

WielkosS¢ po prawej stronie rownosci
nosi nazwe impulsu sity (popedu sity):

—

r — FS:’,At .

Zmiana pedu Ap ciata w przedziale czasu jest
rowna impulsowi sity | w tym przedziale czasu.
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Taka samg zmiane pedu ciata Ap mozemy uzyskac dziatajac na
niego duzg sitg przez krotki czas lub matg sitg przez diugi czas, ale
skutki dziatania sity mogqg by¢ rozne.

Impuls sity jest rowny
polu powierzchni pod
wykresem F=F(t)

a2

[=F, At

A+

JA 2

Mozna go obliczyc za
pomocq catki, albo w
przyblizeniu jako
iloczyn sredniej sity i
czasu jej dziatania

Sr

[=F, At

At f
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Zderzaki samochoddw deformujgc sie majq
wydtuzy€ czas zderzenia i zmniejszy¢ Srednig
site, jaka wowczas dziata na samochdd.

AP = F, At.

g > Podobna role petnig poduszki powietrzne w
i & 3 samochodach — majg wydtuzy¢ czas, a

L
.

».- zmniejszy¢ $rednig site dziatajacq na pasazera.
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W czym tkwi sekret rozbicia dtonig cegiet?

W impulsie sity — dtonie 0 masie 4-5 kg osiggajg
szybkos¢ 1om/s. Jesli czas trwania kontaktu dtoni z
uktadem cegiet jest bardzo krotki, rzedu milisekund,
to Srednia sita moze wynie$¢ 2800 N, a do rozbicia
cegiet wystarczy juz 2000 N. Uderzenie wywotuje
wibracje w cegtach, ktore prowadzg do pekniecia.

A Mfkr.com/photo Pemeemmced _horizons/S9E8
40/in/gallery-physicsclassroom-72157625280491634/



2.11. Moment pedu. Zasada zachowania momentu pedu

| Iloczyn wektorowy wektora I i pedu czastki p [—rxp
nazywamy momentem pedu (kretem) czastki: =P
Jego wartos¢: L= 7|l plsine,

Jest on z definicji prostopadty do ptaszczyzny, w ktdrej leza wektory Fi P, a
zwrot jest okreslony przez regute Sruby prawoskretnej (regute prawej dtoni).

Moment pedu moze bycC rowniez wyrazony
poprzez wspotrzedne wektorow potozenia |
pedu (patrz. Wyktad 1)




Wektor momentu pedu mozemy wyrazi¢ poprzez predkosc¢ katowg ﬂ
(jest ona zwigzana z predkosciag liniowg zaleznoscia v =@ x 1) :
L=Fx Pp=Fxmi=mFx(&xF),
Korzystamy z tozsamosci wektorowej: a x (6 ool b (a-c)—c(a-b),
L=mar2—mF(F- @) =mr’e.
Definiujemy moment bezwtadnosci czastki I: | = mr?
(odpowiednik masy m, miara bezwtadnosci)

Dostajemy wdwczas wyrazenie na moment pedu: [L=1®.

Moment bezwiadnosci uktadu czastek wzgledem jakiejs osi obrotu
jest sumg momentow bezwtadnosci poszczegdlnych czastek:

n r s '] - - - -
=S m.r2 r; - odlegtosc i - tej czastki o masie m; od osi obrotu.
i 2 l, Ty
seil

Moment bezwtadnosci bryty ciggtej obliczymy zastepujac sumowanie catkowaniem.
Np. moment bezwtadnosci walca wzgledem jego osi podtuznej I=mr? /2



Moment sity czastki definiujemy wzorem: M =7 xF.

ﬂ Pomndzmy obie strony réwnania F = (jj—p przez wektor I':
RN 1o
erzrx—p.
dt
Dostajemy:
L HHHE S gl (e
= — —(r XmMv)=Mv Xv +r X !
rxF Olt(r><mv), (dt( ) dtj
v =dk
dt

OtrzymalisSmy réwnanie ruchu: szybkos¢ zmian w czasie momentu
pedu czgstki jest rowna momentowi sity dziatajacemu na te czastke.

Rownanie to jest szczegolnie przydatne w ruchu
obrotowym i w ruchach krzywoliniowych.
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Zauwazmy, ze moment sity M =0, gdy brak odd2|a+ywan|a
| tj.F =0 oraz gdy sita jest réwnolegta do wektora T, F | ¥

_—

B | ! af L e
Ze znikania momentu sity wynika: —=0 i L =const
rasadazachowaniamomentupeu. at

Jesli wypadkowy moment sity dziatajacy na czastke réwna sie zeru,
M :6, to moment pedu czgstki nie ulega zmianie.

Pola centralne to pola, w ktorych kierunek dziatania sity
przechodzi przez nieruchome centrum, a jej wartosc
zalezy od odlegtosci r od tego centrum:

Bl A

]

| ~

' (% ]
{ [ )\
. ,
]

]

]




| Podczas ruchu ciat w polu sit centralnych, np. w polu
grawitacyjnym, L jest zachowany:

M=Fxf(r)f=f(r)Fxr=0

Ruch ciata odbywa sie w ptaszczyznie prostopadtej do L.

Przyktadem jest tu ruch Ziemi po eliptycznym torze wokot Stonca, a ze statosci
momentu pedu wynika drugie prawo Keplera, rzadzace ruchem planet.

W atomie wodoru moment pedu elektronu kragzacego wokot jgdra rowniez jest
staty — jego ruch odbywa sie bowiem w polu kulombowskim.

F

elektrostatyczne

Pole




Zasade zachowania momentu pedu mozemy rozszerzy¢ na uktad czgstek.

Moment pedu uktadu L = > I:i jest zachowywany, jesli wypadkowy

moment sit zewnetrznych M , = ZMiZ jest rowny zeru (momenty
sit wewnetrznych znoszg sie).

Jesli moment pedu zapiszemy w postaci L = l@w, to widac, ze
gdy ma by¢ on zachowany, zmianie momentu bezwtadnosci
musi towarzyszy¢ zmiana czestotliwosci.

Stop !

_—

L, = L, =const

gy =l @y




- P -

NGC 4414, 6107 lat sw

Obtok materii miedzygwiezdnej powoli
wiruje i zapada sie pod wptywem wiasnej
grawitacji — I maleje, wzrasta predkos¢

Zasada zachowania momentu pedu  rqtagji.

L = It = const

wyttumaczeniem powszechnosci
wystepowania dyskow we Wszechswiecie

Najodleglejsza galaktyka

M3 fogalakivika Andromedy, grupa lokalna b

W ptaszczyznie rownikowej obtoku rotacja (sita
odsrodkowa) przeciwdziata sile grawitacji. Gaz z
dala od tej ptaszczyzny przemieszcza sie ku
centrum obfoku. Po pewnym czasie cata materia

obfoku znajdzie sie w ptaszczyznie rownikowe;.



Okreslenie catki — konieczne uzupetnienie

Juz wkrétce poznacie catki na analizie matematycznej.

Niech f(x) bedzie funkcjg okreslong w pewnym przedziale I.
Kazdg funkcje F(x) rozniczkowalng w przedziale I i spetniajgcqg w
catym przedziale zwigzek: F'(x)=f(x) nazywamy funkcjq pierwotng
funkcji f(x) w przedziale 1.
Dana funkcija f(x) ma nieskoniczenie wiele funkcji pierwotnych
roznigcych sig statg C:  [F(Xx) + C]'= f (X)
Whyrazenie ogolne:

F(x)+C :j f (x)dx

nazywamy catkq nieoznaczong funkcji f(x).

Catka oznaczona funkcji f (x): [ f(x)dx =F(b)-F(a)




Sz

eby jej pochodna F'(X) = f(X)

ukamy takiej funkcji F(x),

[f()dx=F(x)+C

b f(x)dx:bj f(x)dx, b =const.

W trakcie wyktadu

[ (x) + g (x)]dx :_[ f(x)dx+I g(x)dx,

mozesz spotkac sie z nastepujgcymi catkami:

.dx:x+C, 'd_)z(:_lJrc,
i J X X

vl g ity o i il
n+1 xdx=§x +C,

kel

J X



Wzor na prace wykonang przez

statg site F przy przemieszczeniu Ar
ciata:

2.12. Praca = ROBOTA MOZE GLUPAWA,
\ ALE ZA TO DEWNA..
=

—

W=F-AF

jest iloczynem skalarnym:
g 1 iy dobary. oM

W =| F || AF | cose, R
gdzie a — kat jaki tworza wektory F i AT.
Z powyzszego wynika, ze tylko sktadowa

sity w kierunku przemieszczenia wykonuje
prace.

Praca moze by¢ dodatnia lub ujemna —
zaleznie od wartosci kata a.

: F i
Praca dodatnia: __—Y Praca ujemna: AT v
AT



Niezawsze stta jest st@

Jesli mamy do czynienia ze zmienng sita, prace mozemy oblicza¢ dzielgc catkowite
przemieszczenie Ar na bardzo mate, elementarne przemieszczenia dr, aby dla
kazdego z nich mozna byto uwazac site za statg. \Wowczas catkowita praca rowna
jest sumie prac elementarnych:

|dr|_ds)

dw =E -dF. [ = CO”St/

A

Przy bardzo matych elementarnych przemieszczeniach |dr |=ds,
gdzie ds jest elementem drogi.

Wobéwczas praca elementarna dW si’rylE na elementarnym przemieszczeniu
dr jest iloczynem stycznej sktadowej sity F, i elementarnej drogi ds:

dW =F -dF =F.ds,| gdzie F, = F|cosa.




7|f\
B
A

Aby obliczy¢ prace na przemieszczeniu skonczonym, pomiedzy
punktami A i B trzeba zsumowac wszystkie prace elementarne, czyli
policzy¢ catke wzdiuz toru AB (na drodze s od A do B):

* B _ B
W, =[F-dr =[Fds r dW =F.ds
A A Fs “I/E'

F; - sktadowa sity styczna do toru /

Geometryczna interpretacja pracy:

praca jest rowna polu powierzchni pod krzywga F; (s).

Praca w ogodlnosci zalezy od ksztattu drogi !
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Praykiad 1: praca stadef m)' il |

Jaka prace wykona kof na drodze s,g
ciagnhac woéz statq sita F,?

Zauwazmy, ze dyszel, a tym samym
wektor sity, nachylony jest pod katem
o do przemieszczenia dr.

Prace wykonuje tylko sktadowa

Bl Eleosol
. | : . i
Praca obliczona graficznie bedzie Gt A ;
réwna polu 3 : W,, =F -S,, = F. cosa-s,,. W, ;
Obliczmy teraz prace ze wzoru K : 5 Al
A< >B S
i SAB

W,z = [F, -dF =[F cosads =F, cosajds_F COSQ - S g

)>'—;UJ

>

Praca konla zalezy od dtugosci drogi.

Litd
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Prgyklabdxz pracav sity éprqzy(yt‘q 7 ——kr

Praca sity spr'szs’re j na drodze AB (rozciaganie sprezyny):
W g jF dr = - jkxdx———kx —(—1kx3) =1ka; —Lkxs .

A

A jaka prace wykona sita przytozona z zewnatrz, ktéra ja rozciaga?
Teraz sita bedzie miata zwrot zgodny z wektorem przemieszczenia:
B X

E i R lloddd— Dlociia o

A XA

L%



Prace sity sprezystej wykonang podczas rozciggania
sprezyny mozemy rowniez obliczy¢ metodaq graficzna:

Wartosc bezwzgledna pracy jest rowna
polu trapezu £, a znak ujemny, bo zwrot

X sity jest przeciwny do zwrotu dr:

Wg == (kxs +kX5) - (Xg —Xa) = 3K (x4 —X3).




Pryykiad 3: praco sity growitacjv

Praca wykonana przez site grawitacji:

B
ﬁr:j M rdr=
A

WAB i

T> Sy (0
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