4. Ogolna teoria wzglednosci

W ogolnej teorii wzglednosci A.Einstein rozszerzyt wczesniejsze
prace na uktady nieinercjalne. Doprowadzito go to do ujednolicenia

opisu grawitacji oraz sit bezwtadnosci dziatajgcych w zakrzywionej,
czterowymiarowe] czasoprzestrzeni.

Swiat w tej teorii jest czterowymiarowq cigglq
czasoprzestrzenig, w ktorej obecnos¢ masy zakrzywia
przestrzen w taki sposob, ze powstaje pole grawitacyjne.
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W wyktadzie 3 byta mowa o tym, ze masa wystepuje w dwoch réznych prawach:

@ w prawie powszechnej grawitacji masa grawitacyjna Mg
charakteryzuje zdolnoSc ciat do oddziatywan grawitacyjnych,

® w drugim prawie dynamiki Newtona masa bezwtadna 1z, jest
miarg bezwiadno$ci ciata — oporu stawianego przy probie zmiany
ruchu ciata.

Fakty doswiadczalne przemawiaja za tym, ze m, i m, sg z duza dokiadnoscig
proporcjonaine do siebie, a przy odpowiednim doborze statej grawitacji G mamy m, = m,.

Wyttumaczenie dlaczego tak jest podat Einstein.

Przeanalizujmy przyktady trzech uktadéw odniesienia i zachowanie sie
W nich ciat.




Uktad odniesienia w polu grawitacyjnym:

Pitka rzucona lub upuszczona przez Matgosie
spada z przyspieszeniem g 0]
Inercjalny uktad odniesienia — brak pola %L\ﬂ
grawitacyjnego: Maifgosia w stanie N
niewazkosci, upuszczona pitka nie spada |

® ®

Przyspieszajacy uktad odniesienia: Jesli porusza
sie z a = —( to pitka zachowuje si¢ jak na Ziemi,
Matgosia nie odczuwa stanu niewazkosci.




Widzimy, ze zjawisk wywotanych przez
gravyltage lokalnie nie mozna odro;nlc Koy :
od zjawisk spowodowanych przez sity at 1 earth gravity j 4
bezwtadnosci.

Y ————

Nie ma roznicy, czy obserwator znajduje
sig w inercjalnym uktadzie odniesienia w

polu grawitacyjnym, czy w ukladzie -
przyspieszajgcym. Obie sytuacje sqsobies
rownowazne. S

,f"'gé e

. e = : . e || b
Ogolna teoria Einsteina opiera b o

sie na dwodch postulatach:

& Wszystkie prawa przyrody majq takg sama postac w kazdym uktadzie
odniesienia (ogolna zasada wzglednosci).

& W skali lokalnej pole grawitacyjne jest rownowazne
przyspieszajagcemu uktadowi odniesienia (zasada rownowaznosci).



W szczegdlnej teorii wzglednosci, w transformacji Lorentza wspotrzedne
przestrzenne x,, z iczas t s ze sobg wzajemnie powigzane — czasu nie
mozna zatem rozpatrywac niezaleznie.

Zespot czterech wspotrzednych: przestrzennych X, vy,
Z oraz czasu t opisuje zdarzenie w czterowymiarowej
przestrzeni zwanej czasoprzestrzeniq.

W ogodlnej teorii wzglednosci grawitacje traktujemy jako
geometrle czasoprzestrzem a nie wynik dziatania sity.

L% quindi uscuinmo a ri der
L

! Obecnos¢ masy powoduje zakrzywienie
czasoprzestrzeni i to ono dyktuje swobodny ruch ciata.

Dwdch obserwatorow porusza sie po kuli ziemskiej
wzdtuz potudnikow. Na rowniku dzieli ich pewna
odlegtosc, postanawiajg kontynuowac podroz
rownolegle wzgledem siebie. Ale okolicy bieguna
spotykajq sie. Czyzby miedzy nimi wystgpito
oddziatywanie przyciggajgce? Nie, ich spotkanie jest
wynikiem zakrzywienia powierzchni Ziemia.

Na ptaszczyznie by do niego nie doszto.




Do opisu zakrzywionej czasoprzestrzeni, ktorej przejawem
jest grawitacja, stosuje si¢ geometrig Riemanna. Formalizm
matematyczny ogolnej teorii wzglednosci to skomplikowany
rachunek tensorowy w przestrzeni Riemanna.

Einstein podat rownania, ktére wigzg zakrzywienie
czasoprzestrzeni z rozktadem wywotujgcych je ciat.

Zaproponowat rowniez obserwacje, ktore potwierdzg
jej stusznosc.

Precesja peryhelium orbity Merkurego — wyjasnienie
w oparciu 0 0going teorie wzglednosci.



http://map.gsfc.nasa.gov/ContentMedia/einst_8.jpg�

Einstein zaproponowat nastepny test swojej teorii
polegajqcy na sprawdzeniu, czy pole grawitacyjne
odchyla swiatto.

Obserwacje zjawiska odchylenia promieni Swietinych
docierajgcych do Ziemi od gwiazd przez pole
grawitacyjne Storca pozwolity zarejestrowac

pozorne przesuniecie potozenia gwiazdy widzianej z
Ziemi (zdjecia gwiazd wykonane podczas zaCmienia
Stonca poréwnywane z wykonanymi 6 miesiecy
pdzniej wykazujg przesuniecia ich potozen). Jest to
wynik odchylenia swiatta przez silne pole
grawitacyjne stonca.

rzeczywiste ‘ Ziemia
potozenie gwiazdy “ |

potozenie




Inercjalny uktad odniesienia — brak
pola grawitacyjnego: wigzka swiatta
porusza sie w windzie po linii proste;

s

Przyspieszajacy uktad odniesienia: winda porusza
sie do gory podczas rozchodzenia sig Swiatta, stad
obserwator widzi zakrzywienie wigzki Swietlnej

Einstein zastosowawszy zasade
wzglednosci w odniesieniu do swiatta
wysungt hipoteze, ze pole grawitacyjne
rowniez zakrzywia wigzke swietlna.



Najkrotsza linia tgczaca dwa punkty w
zakrzywionej przestrzeni wokot duzej masy jest
krzywg — stad odchylenie promieni swietlnych w
poblizu duzych mas.

Gwiazdy, galaktyki o duzej masie dziatajq
jak grawitacyjne soczewki.

Path of undeflected Apparent path of False image
light from quasar light to Earth of quasar

Distant
quasar

Deflected light

False image
of quasar
Galaxy close to line of sight

KrzyZ EInSteIna OgﬂlSkquca galaktyka acts as gravitational lens
oddalona o 400 min lat Sw., kwazar 20

razy dal eJ c http://www.nature.com/nature/journal/v417/n6892/images/417905a-f1.2.jpg




Grawitacyjne opdoznienie zegarow

Jednym z przewidywanych przez ogolng teorie wzglednosci
efektow jest zmiana czasu w polu grawitacyjnym.

W silniejszym polu grawitacyjnym zegary idg wolniej .

Satelity Globalnego Systemu Lokalizacji (GPS) muszg
uwzglednia¢ poprawki relatywistyczne.

Efekt zwigzany z predkoscig satelity 14000
km/h daje opoznienie 7 us na dobe wzgledem
zegarow naziemnych (szczegolna teoria
wzglednosci),

efekt zwigzany z okoto 4 krotnie stabszym
polem grawitacyjnym (ogolna teoria

wzglednosci) jest odpowiedzialny za to, ze
zegary poktadowe Spiesza 45 us na dobe.

Catkowita dzienna poprawka
zegara poktadowego wynosi 38us




Konsekwencjg zaleznosci czasu od pola grawitacyjnego jest
' przesuniecie ku czerwieni Swiatta emitowanego przez masywne
gwiazdy.

W polu grawitacyjnym gwiazdy czestotliwos¢ promieniowania
wysytanego przez atom f, =1/T,, jest wieksza niz poza nim (f3
=1/Tg) poniewaz okres jest krotszy (zegar idzie wolniej):

Swiatlo docierajace na Ziemie bedzie miato mniejsza czestotliwosé
czyli bedzie przesuniete w strone fal dtuzszych — obserwujemy tzw.
grawitacyjne przesuniecie ku czerwieni

Einstein's Gravitational Redshift

J Dark Matter




Czarne dziury

| Czarne dziury — obiekty w przestrzeni kosmicznej, ktore sie
zapadty pod wptywem witasnej sity grawitacyjnej do tego stopnia,
ze predkosc ucieczki z nich rowna sie predkosci swiatta.

Czarne dziury powstajg najprawdopodobniej z masywnych gwiazd
pod koniec ich zycia, gdy po wyczerpaniu paliwa termonuklearnego
nastepuje kolaps gwiazdy pod wptywem sit grawitacji.

Promien zapadajacej sie gwiazdy obserwowany z zewnatrz dazy Sy 2GM

asymptotycznie do promienia grawitacyjnego (promien Schwarzschilda):| ™9 c2

Pole grawitacyjne czarnej dziury tak silne,
Ze nic z niej nie ucieknie — nawet Swiatto. Cygnus X-1

Dowody na istnienie czarnych dziur pochodzg
z obserwacji ich wptywu na otaczajqcaq je
materie — czarna dziura Scigga materie z
sgsiedniej gwiazdy, czemu towarzyszy emisja
promieniowania rentgenowskiego.

Dysk akrecyjny




4. ZIAWISKA FALOWE
Z ELEMENTAMI AKUSTYKI




DRGANIA

Drganiami nazywamy zjawiska, ktére powtarzajg sie.
Mozemy wyrozni¢ drgania mechaniczne (np. ruch
wahadta, drgania struny), drgania elektromagnetyczne
w obwodach zawierajacych indukcyjnosc¢ i pojemnosc

I INn.

Wykta

Ruch drgajacy to rowniez ruch
wahadta (tu: wahadto Foucaulta)

Z drganiami mamy do czynienia w elektrycznej szczoteczce
do zebow, w zegarkach kwarcowych, w implantach usznych.

Processor

Audio — ‘ / Implanted Coil

ConductorLink

N Ve
(‘ LA\DS

\ Floating Mass Transducer
\
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Czesto drgania wystepujgce w technice odgrywajg NEGATYWNA
ROLE, np. wibracje skrzydet samolotu, drgania mostow, budynkéw.

Inzynier projektujacy konstrukcje musi bra¢ pod uwage mozliwos¢ wystapienia
drgan i zastosowac odpowiednie rozwigzania w celu ich wyttumienia.

Nowy, siedmiokilometrowy most na Wotdze.
Za falowanie mostu najprawdopodobniej byty
odpowiedzialne podmuchy wiatru.
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Drgania sejsmiczne zanotowane podczas
trzesienia ziemi w Japonii, 2011

Trzesienie ziemi w Japonii, 2011

http://onlinenews4u.com/wp-
content/uploads/2011/03/earthquakes-in-japan.jpg



4.1. Drgania harmoniczne proste

| Jesli drgania zachodzg w ukfadzie izolowanym, po uprzednim
-wyprowadzeniu ukfadu z pofozenia rownowagi, nazywamy je
swobodnymi (wtasnymi).

Drgania zachodzgce pod wptywem zewnetrznej, periodycznej
Sity wymuszajgcej nazywamy wymuszonymi.

Zajmiemy sie drganiami :
B mechanicznymi,
B okresowymi, w ktdorych czas powtarzalnosci jest staty, a
najmniejszy odstep czasu, po ktorym ruch sie powtarza nosi
nazwe okresu drgan T (1/T=f — czestotliwosc¢).
B harmonicznymi (prostymi), w ktorych wielkos¢
charakteryzujgca ruch zmienia sie sinusoidalnie lub
cosinusoidalnie w czasie.

X(t)=x_sin(2uft+a), f =1/T

/\ I 7\ X /\ w=2nf- czestoéé¢ kotowa
\/ \/ \/ \/ p=2nft+a - faza
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Ciata (lub uktady) wykonujgce drgania nazywamy

oscylatorami (oscylatorami harmonicznymi, jesli wykonujg
| drgania harmoniczne). — -
—— JeS|i dla matych wychylen

1 mozemy aproksymowac

E, E il %)’ krzywaq zaleznosci E, od
wartosci wychylenia
parabolg, to sita ma postac:

F =—kr.
(sita kwasisprezysta)

.

X

T Pofozeniom rownowagi oscylatora
odpowiadajg minima energii potencjalnej E,,.

Wychyleniu x z potozenia rownowagi towarzyszy = dE__
pojawienie sie sity przywracajacej rownowage: F(X)=—2"0.

(Z ogdlnego wzoru: F =—grad E, (XY,2))

Po przejsciu przez stan rownowagi oscylator kontynuuje dalej
ruch z powodu swej bezwtadnosci (ruch opo6zniony) i nastepuje
wychylenie w przeciwng strone.

1174
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Rogwazmy jako-brzykiad oscylatora mechanicznego- ciendiwek

[

W potozeniu rownowagi (sprezyna wydtuzona o
Aly) sity: sprezystosci i ciezkosci rownowazg sie:

mg —k Al 7 =0
Po wychyleniu o x z potozenia réwnowagi:

F., =M3 —K(Al, +X)T =—kxi

Rownanie ruchu: m—_ — k¥ | 5> m—— =

Rownanie jednowymiarowego oscylatora harmonicznego niettumionego:

d*x T o .
FJF w;x=0,| ma rozwigzanie postaci: X(t)=Xp sin(apt + @);

gdzie @} =k/m, a faza poczatkowa « i amplituda drgafn X,

sq wyznaczane z warunkow poczatkowych t=0, x(0) =x, i v(0) =v, .
18



* T . x(t)= x_sin(a,t + @),

ANVANY:

/\ g
\/ \/ \/ \/t Okres drgan:

T =21/ w, = 2nvmlk

dx i
Predkos¢: v = el Wy Xy COS(wyt + @) = Wy X, SIN(wpt + a + ! 2),

(wyprzedza w fazie X 0 n/2)

i . dv 2 - 2 -
Przyspieszenie: 4 =——=—@y Xy sm(a)ot +a)= Oy Xy, sm(a)ot +a + ),

dt

Z warunkéw poczatkowych (t=0,
X(0) = X,,v(0) =v,) mozemy obliczyé:

X =X + W21 @2), tga = (Xowp) /g,

Jak wczesniej sprawdzilismy,
energia mechaniczna oscylatora
harmonicznego jest zachowywana.
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PrzeéledZmy przemiany energii w
' ruchu harmonicznym wywotanym sita;

F = —kr.

Jest to sita centralna, zatem zachowawcza.

x(t)= Asinw,t 0 xi P

' Oznacza to, ze energia mechaniczna w
ruchu harmonicznym jest zachowana:

E,=E +E, 1kx +1 mv = const.

Mozemy to sprawdzié:
E, =1kA’sin® wyt + 2maw”A® cos’ wyt =

=1kA? =i mag A%,

E_—kA/2

E &l E,

\ 4

20



1.2. Drgania ttumione

Na ruch realnego oscylatora harmonicznego majq
zawsze wptyw sity oporu ruchu. Energia
oscylatora ttumionego ulega nieodwracalnemu
rozproszeniu w postaci ciepta. Sq to zatem sity
dyssypatywne.

—

Ogolnie mozemy te sity zapisac: IfOIO —_f (U)K
,

Zbadajmy ruch ttumiony tarciem wiskotycznym

(Iepkoé,c':)_, wy.f.tepujqcym przy niezbyt duzych .
szybkosciach i ruchu ciat w cieczach, gazach.
l | b — stah_/ wspé’rczynnik,, | {3
. I! sty :




Réwnanie ruchu jednowymiarowego oscylatora ttumionego:

mﬂ = —kx —buv.

dt’

b , . fidii
ﬁ i 2,B—+ o?x =0, ﬂ—% — wspotczynnik ttumienia,
=+ k/m — czestos¢ drgan wtasnych.

Przy niezbyt silnym ttumieniu (o,>p)

. . ’ X X e_ﬂt
rozwigzanie ma postac: m
_ AT |
X=X.e " sin(et+a), [\ 7
AN AN
Obliczajac: d it \/ - -~
E[xme‘ﬂ sin(ot + )] =....

2

d _pt
—[x_e”'sin(wt + a)] =
i Al (ot +a)] =

I wstawiajgc do rownania z* dostaniemy: w= w/wg —,82




Ttumienie powoduje wzrost okresu drgan: T = Zn/w/a)g ~ B°

Kolejne maksymalne wychylenia, ,amplitudy”, przyjmujg wartosci
okreslone ciggiem geometrycznym: \

,A& =l 19 e_ﬁt A2 LB e—ﬂ(t+T) il 'A‘ie—ﬂT il A,
~A,
Dekrement tlumienia: A e/ /A f‘\éf,f
COA(+T) ] \/ \/
Logarytmiczny dekrement tlumienia:
Alt+T)

charakteryzuje drgajacy ukfad. Jego znajomosc¢ pozwala
wyznaczy¢ wspotczynnik ttumienia g.



Energia mechaniczna oscylatora nie jest zachowana. Szybkos¢ zmiany
energii oscylatora w czasie:

d—E:i(%kx%%mvz) o+ m 97 v,
dt dt dt
dE dx dx
i —:—b 2_ I kX+m—:_b—,
ey T i dt? dt
Obliczmy moc zwigzang z sitami oporu: P = dd—v,:/ —F.0=-bv-0 =-hv?.

Dochodzimy do wniosku, ze
Pochodna energii jest rowna mocy traconej na opory ruchu.

Energia oscylatora ttumionego ulega rozproszeniu w postaci ciepta.

" v(0) dostatecznie duza predkosc poczatkowa;
x|\ x = x. e Ptsin(wt + ) e
x(O)

“v(0)=0 ciato puszczone swobodnie;

v(0) zbyt mata predkoéé poczatkowa

R =
\/\/ i N — ’

Stabe tumienie: ruch periodyczny Jeéli_ﬂumienie jest siIne,.a)0<,B mamy do
czynienia z ruchem aperiodycznym.
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1.4. Drgania wymuszone. Rezonans

Site wymuszajaca wychylenia ktadki (1)
realistycznie przedstawimy w postaci
okresowo wystepujacych impulséw (2),

a dla uproszczenia opisu mozemy przyjaé
~— model sity zmiennej sinusoidalnie (3).

25



Jesli zewnetrzna sita wymuszajaca drgania ma postaé: F = F,sinQt

to poczatkowo amplituda drgan rosnie w czasie (stan przejsciowy,
nieustalony), az osiggnie ostateczng wartosc (stan ustalony,

stacjonarny). 10- J
g AN ﬁ'. [\ [
d2X - 53 / \ J II'. f III! RN | |'I II.
Roéwnanie ruchu: mF:_kx_var FsinQt. 1 VA V] ‘” Vo
;1-_ W '.,J.' I'.J. \ | \ J I'| II|

* d?x dx . |
intifitil e e D Ele G
dt? 'Bdt i i -

S — wspotczynnik ttumienia, @, — czestos$¢ drgan wiasnych.

Zajmiemy sie omawianiem stanu ustalonego, dla ktorego nalezy sie
spodziewac drgan o czestosci Q sity wymuszajacej, ale opdznionych
w fazie o o.

Rozwiqzanie* ma wtedy postac: X= XOSin(Qt + ),

@ - przesuniecie fazowe miedzy sitg wymuszajacq i wychyleniem oscylatora




Amplituda drgan wymuszonych X, zalezy od czestosci Q sity
wymuszajacej i wspotczynnika ttumienia £, Xo= X,(€2, /).

Osigga wartos¢ maksymalng dla czestosci rezonansowej:

Qp = 0? -2,

w, =~ K/m, ,6’:L

2m

Wartos¢ amplitudy w rezonansie:

FO |:0
X . = = .
o ampyw? - p2 2mpo

Uniwersalne krzywe rezonansowe w
zaleznosci od wspotczynnika ttumienia

L

B Przy matym tlumieniu, czestosc
rezonansowa Qy jest w przyblizeniu
rowna czestosci drgan wiasnych wj.

®m Wraz ze wzrostem ttumienia
zmniejsza sie czestos¢ rezonansowa i
ulega sptaszczeniu przebieg krzywej
rezonansowej.

Xo/ X<t

1 Qf ax,
xst =Fy/k to wychylenie statyczne dla
Q=0; powyzej wartosci krytycznej f,
rezonans nie wystqpi.



Dostarczana przez site wymuszajgcq moc P

| jest zuzywana na pokonanie oporow ruchu i w
rezonansie srednia moc P¢, 0sigga maksymalng
wartosc¢, co odpowiada najszybszemu

doptywowi energii.

Srednia moc dostarczana przez site
wymuszajgcq w zaleznosci od £2.

Rezonans wystepuje réwniez w obwodach r
elektrycznych zawierajacych indukcyjnosc
L i pojemnosc C.

Pr g/yklabd/y Rezonans dwu kamertondw

Konstrukcje mechaniczne majg jedng lub wiecej czestosci wtasnych.
Sita zewnetrzna zmieniajqca sie z czestoscig zblizong do czestosci
wtasnej moze doprowadzi¢ do tak silnych drgan, ze konstrukcja
ulegnie zniszczeniu. Projektanci muszg to brac¢ pod uwage!
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Szkodliwe dla konstrukcji drgania nalezy
wyttumic, tak jak w przypadku drgan konstrukcji
budowli wywotanych przez fale sejsmiczne.
Stuzg temu amortyzatory sejsmiczne.

Rozmiar szkod zalezy od skali wstrzasow
sejsmicznych, odlegtosci od epicentrum i budowy
geologiczne).

Czestotliwos¢ drgan podtoza jest istotnym czynnikiem
— nie tylko amplituda — decydujacym o tym, w jakim
stopniu i jakie konstrukcje sg najbardziej podatne na
Zniszczenie.

Najbardzie] ucierpig budynki, dla ktorych
czestos¢ drgan sejsmicznych bedzie bliska
rezonansowej; trzesienie ziemi w stolicy
Meksyku w 1985 r. — gtéwnie ucierpiaty budynki
sredniej wysokosci.
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