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Przedmowa

Losowanie prob w kontekscie badan statystycznych (badania reprezentacyjne, symulacyjne
badania estymatorow, testow i statystycznych regul decyzyjnych) oraz w konteksécie obliczen
numerycznych (metody Monte Carlo, klasyczne dla catek i réwnan z operatorami liniowymi 1
nowsze dla zadan optymalizacji), jak rdwniez symulacyjne badania modeli probabilistycznych w
technice, ekonomii, naukach przyrodniczych i1 praktycznie we wszystkich dziedzinach wiedzy,
wymagaja wyposazenia wspolczesnego komputera w odpowiednie narzedzia. Takimi narzedziami
sg generatory liczb losowych.

Komputery trafily pod strzechy i fala publikacji poswieconych rdéznym aspektom ich
wykorzystania nie opada. JesteSmy przekonani, ze w czasie, jaki uptynie migdzy postawieniem
przez nas ostatniej kropki w komputeropisie tej ksigzki a jej dotarciem do pierwszych
Czytelnikow, pojawi si¢ co najmniej kilkadziesigt nowych publikacji i programéw bezposrednio
zwigzanych z tematyka generatoréw liczb losowych. Wierzymy jednak, Zze to co proponujemy
Czytelnikom, bedzie jeszcze przez pewien czas aktualne, a przynajmniej utatwi Im, i1 jeszcze
dtugo bedzie utatwiato, poruszanie si¢ w gaszczu coraz to nowych osiagni¢¢ w tej dziedzinie.

Warszawa, maj 1997

Autorzy



Wykaz niektorych oznaczen

transpozycja wektora a

najwiegksza liczba caltkowita, mniejsza lub réwna a

utamkowa cze$¢ liczby a

norma (dhugos$¢) wektora a

reszta z dzielenia liczby a przez b
operacja binarna (a + ) mod 2
dopetnienie zbioru 4

kowariancja zmiennych losowych Xi Y
wariancja zmiennej losowej X

warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X
funkcja charakterystyczna zbioru A
miara (Lebesgue'a) zbioru 4 w R”
logarytm naturalny liczby a
prawdopodobienstwo zdarzenia A4

zbidr liczb rzeczywistych

przestrzen euklidesowa n-wymiarowa
funkcja znaku

funkcja gamma Eulera

dystrybuanta rozktadu normalnego N(0,1)
zdarzenie elementarne

przestrzen zdarzen elementarnych
koniec przyktadu

koniec lematu lub twierdzenia



Any one who considers arithmetical methods ofpro-ducing
random digits is, ofcourse, in a state ofsin. For, as has been
pointed out severa/ times, there is no suci thing as a random
number - there are only methods to pro-duce random
numbers, and a strict arithmetic procedure ofcourse is not such
a method."

JOHN VON NEUMANN, 1951

1.,, Liczby losowe"

Wykonajmy seri¢ niezaleznych rzutdbw monetg i zanotujmy obserwowane wyniki, piszac, O -
gdy wynikiem rzutu jest reszka, lub 1 - gdy wynikiem rzutu jest orzel. Poniewaz
prawdopodobienstwo zaobserwowania orla jest takie samo jak prawdopodobienstwo
zaobserwowania reszki i rowne 1/2, wigc zmienna losowa wynik rzutu ma rozktad dwupunktowy
1 przyjmuje wartosci O lub 1 z jednakowym prawdopodobienstwem. Méwimy, Ze ta zmienna losowa
ma rozktad rownomierny na zbiorze {0,1}). W wyniku opisanego postepowania otrzymamy, wigc
np. nastepujacy ciag liczb: 1,0,0,1,1,... Taki ciag przyjeto nazywac ciggiem liczb losowych o
rozktadzie rownomiernym na zbiorze {0,1}. Monetg, za pomoca, ktorej otrzymujemy tego typu
ciagi, nazywamy generatorem liczb losowych o rozktadzie rownomiernym na zbiorze {0,1}.

Przygotujmy 10000 jednakowych kartek i ponumerujmy je kolejnymi liczbami
czterocyfrowymi: 0000,0001,0002,..., 9999. Wrzuémy wszystkie kartki do urny. Losujmy z urny po
jednej kartce, tak zeby w kazdym losowaniu kazda z nich miala jednakowg szans¢ na wyjecie z
urny. Zmienna losowa wylosowany numer ma rozktad rownomierny na zbiorze

{0000,0001,0002,

1) Jawnie grzeszy, kto opowiada o arytmetycznych procedurach generowania liczb losowych. Nie ma bowiem, jak
to juz nieraz mowiono, czegos takiego, jak liczba losowa. Istniejg metody losowego wytwarzania liczb, ale oczywiscie
zadna deterministyczna procedura arytmetyczna nie jest takqg metodq. (Ttumaczenie autora)



., 9999}. Jezeli opisane losowanie powtdrzymy wielokrotnie (po kazdymi z nich zwracajac
wylosowang kartke¢ z powrotem do urny), to otrzymamy np. nastepujacy ciag liczb: 1722,4355,
0234,... Taki ciag bedziemy nazywaé t ciggiem liczb losowych o rozkladzie rownomiernym na
zbiorze {0000,0001,1 0002,..., 9999}, a urng z ponumerowanymi kartkami - generatorem liczb
losowych o rozktadzie rownomiernym na tym zbiorze.

Wezmy pod uwage ruletke z kolem o obwodzie rownym 1 i niech 4 bedzie wyrdznionym
punktem na obwodzie tarczy tej ruletki. Tarcz¢ wprawiaj si¢ w ruch obrotowy i rzuca na nig kulke
K, ktora, dzigki odpowiedniej konstrukeji ruletki, zatrzymuje si¢ zawsze na brzegu tarczy. Niech U
bedzie dtugoscig tuku AK. Zalézmy, ze zmienna losowa U ma rozklad réwnomierny na przedziale
(0,1) - rozktad ten bgdziemy oznaczali przez U(0,1). W wyniki kilku eksperymentéow z ruletkg
otrzymamy np. nastepujacy ciagg liczb: 0.2217,1 0.5543, 0.3402,... Taki ciag przyjeto nazywac
ciggiem liczb losowych o rozktadzie rownomiernym na przedziale (0,1), a ruletke - generatorem
liczb losowych o rozktadzie rownomiernym U(0,1).

Zadania, w ktérych do rozwigzywania uzywa si¢ ciggdéw liczb losowych, mozna podzieli¢ na
trzy grupy.

Grupe pierwsza (rdwniez pierwsza historycznie) tworzg zadania zwigzanej z badaniami
reprezentacyjnymi. Problem opisu réznych zbiorow (populacji) za pomoca probek losowanych z
tych zbiorow jest typowym problemem statystycznym. Przyktadami sg tu badania r6znych zjawisk
spotecznych przez szczegoétowy opis jednostek wybranych losowo z populacji interesujacych
badacza obiektow (ludzi, zaktadow pracy, srodowisk, szkoét, itp.) lub zadania ze statystycznej
kontroli jakos$ci, w ktorych partie réznych towardw opisuje si¢ na podstawie badania losowo
wybranych prébek tych towarow. W praktyce stosuje si¢ tu nie tylko takie schematy losowania, jak
podany wyzej przyktad losowania prostego z urny; obszerny przeglad roznych metod generowania
prob losowych w takich sytuacjach mozna znalez¢ np. w ksigzce Zasepy (1962) i w ksiagzce Brachy
(1996).

Grupe drugg stanowig zadania numeryczne rozwigzywane metodami Monte Carlo. Zadanie
numeryczne (typowym przykladem jest zadanie obliczania warto$ci danej catki) zastepuje si¢
wowczas zadaniem rachunku prawdopodobienstwa, ktore z kolei rozwigzuje si¢ na drodze
eksperymentu statystycznego. Podstawowa czescig tego eksperymentu jest losowanie probki z
odpowiedniej populacji, a wiec generowanie odpowiedniego ciggu liczb losowych. Obszerny
wyklad réznych sposobow postepowania w takich sytuacjach mozna znalezé w ksigzkach:
Hammersleya i Handscomba (1961), Zielinskiego (1970), Jermakowa (1976), Niederreitera i Shiue
(1995). Najnowsze metody tego typu dotycza stochastycznych algorytmoéw szukania minimum
globalnego danej funkcji, czemu po$wigcona jest minimonografia Zielinskiego i Neumanna (1986)
oraz liczne prace dotyczace symulowanego wyzZarzania (ang. simulated annealing) z ostatniego
dziesi¢ciolecia; aktualne wyniki na ten temat mozna znalez¢ w pracy Wieczorkowskiego (1995).

Grupg trzecig stanowig zadania zwigzane z badaniem roéznych zjawisk i procesow
(technicznych, ekonomicznych, przyrodniczych) za pomoca ich komputerowej symulacji
(modelowania). O przebiegu takich proceséw de-duja najczesciej czynniki losowe, a modelowanie
wplywu tych czynnikow sprowadza si¢ do losowania probek z odpowiednich rozktadow
prawdopodobienstwa, czyli do generowania odpowiednich ciaggdéw liczb losowych.

W sytuacjach realnych korzystanie z opisanych wyzej generatoréw liczb losowych (moneta,
urna lub ruletka) jest, oczywiscie, najcze$ciej niemozliwe j w praktyce takie ,prawdziwe"
generatory sa zastgpowane pewnymi ich namiastkami. Jeszcze do niedawna powszechnie
postugiwano sie tablicami liczb losowych, obecnie stosuje si¢ odpowiednie programy
komputerowe. Wszedzie dalej w tej ksigzce mowiac o generatorach liczb losowych mamy wiasnie
na mys$li takie programy. Podstawowa role odgrywaja generatory liczb losowych o rozkiadzie
rownomiernym U(0,1) - omawiamy je w rozdz. 2. Liczby otrzymywane w wyniku obliczen
wykonywanych za pomoca programoéw komputerowych nie sa oczywiscie ,.tak losowe" jak liczby
uzyskiwane przez rzuty moneta, losowanie z urny lub obracanie kota ruletki. W celu podkreslenia
tego faktu uzywa si¢ czesto nazw liczby pseudolosowe lub liczby quasi-losowe, ale nie bedziemy



tutaj rygorystycznie trzymali si¢ tych nazw; dalej méwimy po prostu o programowych
generatorach liczb losowych.

Jak juz wspomnieliSmy, w zastosowaniach potrzebne sg liczby losowe o réznych rozkltadach
prawdopodobienstwa, np. liczby o rozkladzie normalnym lub liczby opisujace realizacje procesu
Poissona. Wszystkie takie liczby losowe mozna otrzymac¢ przez odpowiednie manipulacje liczbami
z generatora liczb losowych o rozktadzie rownomiernym U(0,1). Méwimy o tym dokladnie w
rozdz. 3. (przypadek rozktadow jednowymiarowych) i w rozdz. 4. (rozktady wielowymiarowe).

W zwigzku ze stosowaniem réznych generatorow liczb losowych powstaje problem
testowania tych generatorow. Ogdlnie mowiagc, sprowadza si¢ on do testowania odpowiednich
hipotez statystycznych o generatorze, co omowimy w rozdz. 5.

Komputerowe generatory liczb losowych sa w dzisiejszych czasach jednym z najcze$ciej
uzywanych narzedzi kazdego badacza: matematyka, lekarza, inzyniera, ekonomisty, socjologa,
chemika 1 fizyka - do symulacji procesow losowych. Uzytkownik tego komputerowego narzedzia
zwykle bardzo szybko zaczyna doceniaé jego potezne mozliwosci, a zarazem, postugujac si¢ nim,
odczuwa przyjemno$¢ i satysfakcje. Zyczymy tego naszym Czytelnikom.

2. Generatory liczb losowych o rozkladzie
rownomiernym

2.1. Wprowadzenie

Najprostszymi generatorami liczb losowych s3a oczywiscie generatory fizyczne, jak np.
wymienione w rozdz. 1. moneta, urna lub ruletka. Sg to w $cistym znaczeniu tego stowa urzadzenia
losowe. Generatory takie majg jednak niewielkie zastosowanie praktyczne 1 mogg by¢ przydatne
tylko do losowania nieduzych probek do badan reprezentacyjnych. Mozna zbudowac¢ tego typu
urzadzenia wspodlpracujace z komputerem, np. w przesztosci wielokrotnie konstruowano urzadzenia
wykorzystujace zjawisko promieniotwdrczosci lub zjawisko szumow elementow elektronicznych.
Istotnym problemem jest tu jednak problem stabilnosci takich generatoréw: niewielkie zmiany
wlasnosci fizycznych zrodia lub zmiany warunkéw otoczenia moga pociggna¢ za sobg istotne
zmiany wiasnos$ci probabilistycznych otrzymywanych ciggdéw liczb losowych. W zwigzku z tym
generatory fizyczne wymagaja dodatkowych urzadzen testujacych i ewentualnie korygujacych, co
znacznie komplikuje ich budowe. Pojawia si¢ trudny problem synchronizacji okreséw testowania i
okresoOw eksploatacji takich generatorow. Wszystkie te klopoty z jednej strony i latwos¢
eksploatacji generatoréw programowych z drugiej strony spowodowaly, ze wspotczesnie te ostatnie
calkowicie wyparty generatory fizyczne, a pewne namiastki generatorow fizycznych (np. zegar
systemowy) uzywane sg tylko do inicjowania generatora programowego.

Wszystkie generatory programowe (poniewaz dalej mowimy tylko o takich generatorach, wiec
przymiotnik ,,programowe" bedziemy opuszczali), jakie prezentujemy w tym rozdziale, produkuja
dodatnie liczby calkowite lub bity (liczby O Iub 1). Nieujemne catkowite liczby losowe
produkowane przez rozwazany generator b¢dziemy oznaczali w zasadzie duzymi literami X, X, X,
.., X,, . ale czasami uzyjemy innej litery, np. Y lub Z. Te liczby bedg zawsze mniejsze od pewne;j
ustalonej dodatniej liczby catkowitej m co oczywiscie jest zwigzane z arytmetyka komputera: np. w
komputerze 32-bitowym mamy m = 2%. Losowe bity bedziemy zwykle oznaczali przez by, b,,....



Liczby z przedzialu (0,1), ktére maja reprezentowaé liczby losowe o rozktadzie
rownomiernym na przedziale (0,1), bedziemy oznaczali litera U (lub V), ewentualnie z
odpowiednimi indeksami. Otrzymujemy je zawsze w wyniku operacji dzielenia U = X/m lub
operacji sktadania bitoéw losowych w liczbg utamkowa: U =0. by, b,,....

Za najwczesniejszy algorytm programowego generowania liczb losowych jest uwazany tzw.
algorytm kwadratowy von Neumanna (Hammer(1951)). Podstawowa idea generatora von
Neumanna polega na generowaniu kolejnych N-cyfrowych (N - parzyste) nieujemnych
calkowitych liczb losowych X, za pomoca prostej formuly X, = f(X,.,), gdzie funkcja f jest
okreslona w nastepujacy sposob: oblicza si¢ kwadrat liczby X, i, ewentualnie dopisujac
odpowiednig liczbe zer na poczatku, otrzymuje si¢ wynik bedacy liczbg 2N-cyfrowa. Za kolejng
liczbg X, przyjmuje si¢ liczbg¢ utworzong z N srodkowych cyfr tego wyniku. Okazato si¢ jednak, ze
generator von Neumanna produkuje zbyt krotkie tablice liczb losowych (patrz np. Gajewski i
Zielinski (1965)) 1 z tego powodu zostal zaniechany.

Idea von Neumanna znajduje zastosowanie i1 rozwinigcie we wspotczesnie stosowanych
generatorach: obecnie uzywane generatory programowe liczb losowych produkuja ciagi liczb
XoX,..., przy czym kazdy element takiego ciggu jest obliczany za pomoca S$ci§le okreslonej
formuty matematycznej, zastosowanej do pewnej liczby poprzednich elementow. Odnotujmy od
razu, ze tak tworzone ciagi liczb musza by¢ ciggami okresowymi, co razaco koliduje z losowoscia.
Oznacza to, Ze istniejg liczby naturalne v 1 P takie, ze dla i > v mamy X; = X.,»,j = 1,2,.... Fragment
ciggu Xy, X,..., X,+p-1 nazywamy okresem aperiodycznosci ciggu, natomiast liczbe P okresem ciggu.
Wprowadzone pojgcia mozna zilustrowaé nastgpujaco:

okres ciggu
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Okres ciggu zwykle daje si¢ wyznaczy¢ teoretycznie, chociaz w niektorych Przypadkach moze to
by¢ trudne. Mowimy o tym dokladniej przy szczegotowej prezentacji wybranych generatorow.

Obecnie najcze$ciej stosowanymi generatorami sg: generatory liniowe, generatory oparte na
rejestrach przesuwnych, uogolnione generatory Fibonacciego, generatory oparte na odejmowaniu z
pozyczka, na mnozeniu 2 przeniesieniem oraz generatory nieliniowe. Przedstawimy doktadniej
wymienione klasy generatorow. W tej prezentacji potozymy nacisk na podstawowe idee
konstrukeji, ktore zilustrujemy przyktadami pochodzacymi z najnowszej literatury. Liczba
publikacji z tej dziedziny ro$nie lawinowo. Ws$rdd ostatnio wydanych pozycji przegladowych
poswieconych generatorom liczb losowych o rozktadzie rownomiernym chcielibySmy wyrdznié
ksigzke Tezuki (1995). Najnowsze informacje na temat generatorow (w postaci opiséw nowych
technik, pakietéw programow w roéznych jezykach programowania oraz odno$nikéw do literatury)
zawiera $wiatowa sie¢ komputerowa Internet (poprzez serwery WWW, fip, listy dyskusyjne itp.).
Poruszanie si¢ w tym ggszczu informacji ulatwiaja specjalne serwery wyszukujace; jezeli chodzi o
interesujaca nas tematyke generatorow liczb losowych, moga to by¢ np. takie stowa kluczowe jak:
mndom number generators, simulation, Monte--Carlo.



2.2. Generatory liniowe

2.2.1. Opis

Generatory liniowe to generatory postaci
Xos1 = (aXy + axXon + ...+ Xy + ¢) mod m 2.1)

gdzie do, ay, a;, . . ., a, ¢ 1 m sg ustalonymi liczbami calkowitymi (parametrami generatora),
natomiast @ mod b oznacza reszt¢ z dzielenia liczby a przez liczbe b. Inicjujac dzialanie generatora,
uzytkownik dostarcza dane poczatkowe: X;, X, . . . . Xi. W typowych implementacjach (np. Pascal,
C i C++) przyjmuje si¢ k = 1, co prowadzi do generatora

X1 = (aX, + c) mod m (2.2)

po raz pierwszy zaproponowanego przez Lehmera (1951). Jesli ¢ = O, to otrzymujemy tzw.
generator multiplikatywny, a jesli ¢ # O, mowimy o generatorze mieszanym. W dalszym ciggu
doktadniej oméwimy generatory liniowe postaci (2.2), gdyz z obszernej klasy generatorow
liniowych one wlasnie sg standardowo uzywane we wspodtczesnych komputerach. Informacje na
temat ogolnego generatora liniowego (2.1) przedstawimy w p. 2.2.4.

Zauwazmy przede wszystkim, ze ciaggi (2.2) sa do$¢ prostymi ciggami deterministycznymi i
wobec tego raczej tylko w wyjatkowych przypadkach mozemy ,,udawac", ze mamy tu do czynienia
z ciggami liczb losowych. Okazuje si¢, ze na drodze czysto arytmetycznych rozwazan niektore z
takich ciggdéw mozna od razu zdyskwalifikowac.

Po pierwsze, ciggi produkowane przez generatory liniowe s3 ciggami okresowymi. Na
przyktad, jezeli w ciagu (2.2) pewna liczba pojawi si¢ po raz drugi (a musi to nastapi¢ wczesniej lub
pbzniej, bo istnieje tylko m roznych reszt z dzielenia przez m), to od tej pory caty ciag bedzie juz
tylko reprodukch swojego poprzedniego odcinka. Jezeli okres ciggu jest zbyt maly, to liczby C; =
Xy/m,i = , beda zbyt rzadko wypetniaty przedzml(O 1) i ciag takich liczb nie bedzie rnogl by¢
zaakceptowany jako cigg symulowanych realizacji zmiennej losowej o rozktadzie rownomlernym
U(0,1). O tym jak wybiera¢ parametry generatora, zeby zagwarantowac dostatecznie duzy jego
okres, powiemy w p. 2.2.2.

Po drugie, okazuje sie, ze przy ustalonej liczbie d > 1 punkty
(Uy, Us,..., Uy), (Uy, Us,..., Ugr),...  (2.3)
jak réwniez punkty

(U, Ua...., Ug), (Uget, Ugeas...., Una),... (2.4)

,bardzo nielosowo" wypelniajg kostke jednostkowg 1¢ (tzn. przedziat [0,1]* w d-wymiarowej
przestrzeni RY). Tu znowu mozna przez odpowiednie manipulacje parametrami generatora uzyskaé
mniej lub bardziej zadowalajace wypetienia; méwimy o tym w p. 2.2.3.

Po trzecie, jezeli wynikowy ciag U, U,.. ma udawaé realizacj¢ ciggu niezaleznych
zmiennych losowych o rozkladzie réwnomiernym U(0,1), to $rednia produkowanych przez
generator liczb powinna by¢ rowna 1/2, ich wariancja 1/12, a wspotczynniki autokorelacji w ciggu
tych liczb powinny by¢ réwne zeru. Dla ciagdéw (2.2) znane sg teoretyczne wzory opisujace te
wielkos$ci - zalezg one od parametréw generatora. Wigcej informacji na ten temat podamy w p.
2.2.5.



Po czwarte, jezeli wynikowy cigg U, U,.. ma udawac¢ realizacj¢ ciggu niezaleznych
zmiennych losowych o rozkladzie rownomiernym U(0,1), to ciagi liczb produkowane przez
generator powinny spetnia¢ rézne testy statystyczne. Sprawie testowania generatorOw poswigcamy
caly odrgbny rozdziat 5. W punkcie 2.2.6 podamy przyktadowo kilka generatoréw, ktdre pozy-
tywnie przeszly rozne kryteria teoretyczne i testy statystyczne.

2.2.2. Okres generatora

Okres generatora liniowego (2.2) jest rtowny P = min{i: X; = X,;> 0} (zauwazmy, Ze parametr
aperiodycznosci v = 0). Okres ten nie moze oczywiscie przekracza¢ liczby m. Taki okres przy
odpowiednim wyborze parametréw moze osiggngé generator mieszany, ale nie moze go osiaggnac
generator multiplikatywny. Jezeli np. m = 2", to okres generatora multiplikatywnego nie przekracza
liczby 2'2, a jezeli m jest liczba pierwsza, to maksymalny okres generatora multiplikatywnego jest
rowny m - 1.

Generator multiplikatywny ze stalag m = 2", L > 4, osigga maksymalny okres tylko wtedy, gdy
Xy jest liczbg nieparzysta oraz @ = 3 mod 8 lub @ = 5 mod 8 (zauwazmy, ze fakt osiggania
maksymalnego okresu nie zalezy od liczby L, ktéra tylko decyduje o tym, jak dtugi jest ten maksy-
malny okres). Przykladem generatora o maksymalnym okresie jest generator RANDU z
parametrami a = 2'° + 3 i m = 2°', ktory byt standardowo uzywany w komputerach IBM360/370 i
PDP11. Ma on jednak bardzo krotki okres, a ponadto nie spetnia niektorych testow statystycznych.
Innym przykladem jest generator RNB z parametrami a = 2> « 23" + 1 i m = 2°!, opisany,
uzasadniony i statystycznie przetestowany w pracy Zielinskiego (1966).

Generator multiplikatywny z liczbg pierwsza m osiagga maksymalny okres tylko wtedy, gdy
a™"? # 1 mod m dla kazdego czynnika pierwszego p liczby m — 1. Przyktadem takiego generatora
jest generator z parametrami a = 7° oraz m = 2°' - | (m jest przyktadem tzw. liczby Mersenne'a,
czyli liczby postaci 2” - 1, gdzie p jest liczba pierwsza).

Generator mieszany osiagga pelny okres m wtedy, gdy jednoczes$nie sg speilnione trzy
nastepujace warunki:

a) liczby ¢ 1 m nie majg wspolnych dzielnikow,
b) a =1 mod p dla kazdego czynnika pierwszego liczby m,
9) a =1mod 4, jezeli 4 jest dzielnikiem liczby m.

Przyklad takiego generatora uzyskujemy przyjmujac: a = 69069, ¢ = 1, m = 2*%,
Dowody odpowiednich twierdzen mozna znalez¢ w monografiach Janssona (1966), Knutha (1981)
i Ripleya (1987).

Zwracamy uwage jeszcze na jedng wlasno$¢ zwigzang z okresowos$cig ciggéw liczb
produkowanych przez generatory liniowe w przypadku parametru m nie bedacego liczbg pierwsza.
Mianowicie, jezeli liczby X otrzymywane z takiego generatora zapiszemy w pewnym systemie
pozycyjnym, w szczegdlnosci w systemie binarnym, w postaci X = b;b,...b, 1 nastgpnie przez
obciecie poczatkowych (najstarszych) bitow utworzymy nowe liczby, np. X' = bb;i;...by, to te nowe
liczby takze utworzg cigg okresowy, a okres nowego ciggu bedzie krotszy od okresu ciggu
wyjsciowego. W szczegolnosci dla ¢ = 0, m = 2", koncowe (najmiodsze) bity tworzg cigg o okresie
rownym 1; np. jesli a = 8k+5, X, = 4s + 1 (gdzie k, s sa pewnymi liczbami catkowitymi) oraz ~ m
= 2% to trzy koncowe (najmlodsze) bity tworzg cigg o warto$ciach postaci 001 i 101 (Zielinski
(1979), Andersen (1990)). Wynika stad, ze liczby losowe z omawianego generatora liniowego
mogg by¢ uzywane tylko w takich obliczeniach, w ktorych koncowe bity liczb nie odgrywaja
istotnej roli; w szczego6lnosci poszczegdlne cyfry liczb nie moga by¢ traktowane jak cyfry losowe,
chociaz w przypadku ,prawdziwych" ciaggéw niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie



rownomiernym U(0,1) takie postepowanie jest w petni uzasadnione
2.2.3. Struktura przestrzenna
jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie

Jezeli U,U,,... j 1381 1

rownomiernym U(0,1), to punkty losowe (2.3) i (2.4) maja rozklad rownomierny na kostkach
jednostkowych 7 w d-wymiarowej przestrzeni R“. Jezeli natomiast punkty (2.3) i (2.4) sa
utworzone przez liczby U,,U,,... produkowane przez generator liniowy, to po pierwsze nie
wypetniajg one tych kostek dostatecznie gesto 1 po drugie - uktadajg si¢
w tych kostkach w regularne struktury geometryczne.

Zbior punktow (2.3) jest zawarty w zbiorze postaci L'n (x+ A)  gdzie
X = (x1,X2, Xd) x1=0, x2=c/myx;=axi-1tc/mi=3..,d
oraz A jest kratg, czyli zbiorem wektorow postaci tie;+...+tseq dla pewnych liniowo niezaleznych
wektorow bazowych e,e»,...,eq4 1 liczb ¢,,1,,...,t, przebiegajacych zbior liczb catkowitych Z
Przyktadowe zbiory I n (x+ A) wraz z wektorami bazowymi, przedstawiono na rys. 2.1.
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Rys 2.1. Wykres zbioru punktéw (X;/m, Xin1/m), 1 = 0,1,2,.
plikatywnego dla: a) m =101, e =12; b} m=101,a =7

Zbidr punktow (2.4) jest oczywiscie pewnym podzbiorem zbioru (2.3)

Szczegblng role w opisie rozktadu punktow (2.3) w kostce ¥ odgrywa tzw. baza fizyczna
{e1,e,.. . ,ea}, charakteryzujaca si¢ tym, ze e; jest najkrotszym wektorem w A oraz dlai > 2 e;, jest
najkrotszym wektorem w podprzestrzeni ortogonalnej do podprzestrzeni rozpigtej na wektorach
€1,€2,.. . ,ei1 (por. rys. 2.1). Jedng z miar zageszczenia punktow (2.3) w 7 jest wtedy dlugo$é¢
najdtuzszego wektora bazy fizycznej, a jedng z miar rownomierno$ci rozkltadu tych punktow jest
iloraz [/1;, gdzie [, jest dlugo$ciag najkrotszego wektora tej bazy. Inng miarg gestosci wypetnienia
kostki 7¢ punktami (2.3) jest maksymalna odleglo$¢ D, migdzy hiperptaszczyznami, na ktorych leza

te punkty. Pomyst obliczania wielkosci D, pochodzi z pracy Coveyou i MacPhersona (1967), gdzie
zastosowano metode analizy Fouriera, stad w literaturze problem wyznaczania D, jest nazywany

testem spektralnym.
Znane sa nastgpujace nierdwnosci wigzace wprowadzone wielkosci (Ripley (1987), Tezuka

(1995)):
I<1,/D,<yY, mDiy,21 dla d>?2

gdzie yq jest tzw. stalqg Hermiet 'a; a doktadne wartosci tej statej sa znane tylko

dla d < 8D = 1,4/3,2,4,8,64/3,64,256,d = 1,2,....8)] (Knuth (1981)

Odlegtos¢ D, mozna réownowaznie zdefiniowa¢ jako dhugo$¢ najkrotszego niezerowego
) {el ,€,,...¢,[ okresla si¢ za

wektora tzw. bazy dualnej do bazy {e, €s,..., es}. Baze dualng



pomoca zaleznosci: €; e; = 0 (gdzie d; jest delta Kroneckera: d; =1 dla i = j, J; = O dla
i # j). Podana definicja sprowadza obliczanie D, do problemu minimalizacji
calkowitoliczbowej z kwadratowg funkcja celu.

Wigcej szczegdldéw oraz wybrane algorytmy numeryczne zwigzane z badaniem struktury
geometrycznej generatoréw liniowych mozna znalez¢ w obszernej literaturze (Coveyou i Mac
Pherson (1967), Knuth (1981), ASerbach i Grothe (1985), Fincke i Pohst (1985)).

Pewne oszacowania z gory wielkosci /; 1 I, mozna uzyska¢ przez obliczenie dlugosci
odpowiednich wektoré6w dowolnej bazy. Taka baza moze by¢ np. baza zawierajaca wektor
e; = (1, a, a*,..., a*')/m i wektory e;,i > 2, o i-tej skladowej rownej jedno$ci i pozostatych
sktadowych réwnych zeru.

Lepsze przyblizenie otrzymuje si¢ poprawiajac t¢ baze w jeden z nast¢pujgcych
Sposobow:

(1) W kazdej parze wektorow ei,e; vgektor dtuzszy, np. e;, zastepujemy wektorem ej-se;,
gdzie s jest zaokragleniem liczby ~e/e;/(e/e)do najblizszej liczby catkowitej, ktora
jednocze$nie blizsza jest zeru. Kontynuujemy t¢ procedure dopodty, dopdki mozna jeszcze
uzyskac¢ redukcje dtugosci rozwazanych wektorow (Marsaglia (1972)).

(2) Wektory e; porzadkujemy wedtug dlugosci i kazdy z nich zastepujemy najkrotszym
wektorem postaci ¢; % «ce,  gdzie ¢, 0{0,*1-1}(Ripley (1983)).

Stosujac powyzsze algorytmy, zawsze po skonczonej liczbie krokow osiggamy baze, ktorej
juz nie mozna poprawi¢, gdyz wspotrzedne wektoréw bazowych s3g pewnymi
wielokrotno$ciami wartosci 1 /m. Na rysunku 2.1 dla dwéch przyktadowych generatorow
liniowych zaznaczono wektory bazowe zbioru A . Wektory te uzyskano wykonujac jeden krok
zgodnie z algorytmem (1), przy czym baza poczatkowa miata postaé: e; = (I/m, a/m), e, =
(0,1).

2.2.4. Ogolne generatory liniowe

Jako naturalne uogélnienie generatorow (2.1) rozwaza si¢ rOwniez generatory postaci

Xu+1 = AX, mod m (2.5)

gdzie X,,Xs,... s3g wektorami w R¥, k > 1, A jest macierzg. Operacja mod jest wykonywana ,,po
wspotrzednych". Te ogoélniejsze generatory umozliwiaja symulowanie wielowymiarowych
zmiennych losowych o rozkladzie rownomiernym na kostkach 79, a mozliwo$é wyboru
macierzy A pozwala na manipulowanie zalezno$ciami miedzy sktadowymi generowanych
wektorow. Nie bedziemy tutaj rozwijali tej problematyki; zainteresowanego Czytelnika
odsytamy do literatury (L'Ecuyer (1990, 1996a), Eichenauer-Hermann, Grothe i Lehn (1989)).

2.2.5. Parametry statystyczne

Jak juz podkreslalismy, ciagi liczb z generatora liniowego (2.1) s3 ciggami deterministycznymi 1
tylko pewne ich wlasno$ci ,,nieuporzadkowania" usprawiedliwiaja stosowanie ich do symulacji
ciggow losowych: jezeli wynikowy cigg U;,U,,... ma udawaé realizacje ciggu niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadzie rownomiernym U(0,1), to §rednia produkowanych przez gene-
rator liczb powinna by¢ réwna 1/2, ich wariancja 1/12, a wspdlczynniki autokorelacji w ciggu
otrzymanych liczb powinny by¢ réwne zeru. Dla ciggéw produkowanych przez generatory liniowe
(2.2) znane sg wzory teoretyczne dla tych wielkosci (Jansson 1966); zalezag one od parametréw
generatora. Podamy kilka takich wzoréw dla konkretnej klasy generatoréw multiplikatywnych w
celu zilustrowania zagadnienia.

WeZmy pod uwage dowolny multiplikatywny generator liczb L-bitowych o maksymalnym okresie,



tzn. o okresie 2. Generator taki produkuje tylko cztery rodzaje ciggow:

(1) jeslic=3 mod 8 oraz X, = 1,3,9 lub 11 méd 16, to ciag Xy, X, X, ... jest permutacja liczb
postaci & +1i8 +3,;=0,1,2,..,2"-1;

(2) jeslic=1mod 8 oraz X, = 5,7,13 lub 15mod 16, to ciag X, X, X>, ... jest permutacja liczb
postaci§j +5i8j +7,j=0,12,..,2"° - 1;

(3) jeslic=5mod 8 oraz X,= 1 mod 4, to ciag X, X}, X, ... jest permutacja liczb postaci
4i+1,7=0,1,2,.,2"*1;

(4) jesli c =5 mod 8 oraz X, = 3 mod 4, to cigg Xy, X, X, ... jest permutacja liczb postaci
4i+3,j=0,1,2,..,2"- 1.

Rozwazmy np. ciag postaci (1). Srednia wszystkich liczb U; = Xi/2" produkowanych przez
generator jest rowna 1/2 - (1/2)"', a ich wariancja 1/12 — 13/(3 * 2*™). Wynika stad, Ze taki cigg
jako calos¢ wypelnia, przy odpowiednio duzym L, przedzial (0,1) prawie tak dobrze jak ciag
»prawdziwych" liczb losowych.

Wzory dla wspotczynnikéw autokorelacji sg nieco bardziej zawite, ale wykonanie obliczen
wedlug tych wzordw nie nastrgcza wigkszych trudnosci; np. dla generatora multiplikatywnego

X1 = aX,mod 2 mamy

A (p2m ~ gxom - 1)-
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gdzie a, = a" mod 2" . Odpowiednie algorytmy obliczeniowe, a takze tablice juz obliczonych
wspotczynnikéw autokorelacji w standardowych generatorach liniowych, mozna znalez¢ w
monografii Janssona (1966).

Znane s3 réwniez mniej doktadne, ale wygodniejsze w projektowaniu generatoréw wzory,
np. wartos¢ wspoiczynmka autokorelacji| ml%@zﬁ dvglﬁmaa kolejnymi liczbami z generatora
mieszanego (2.2) znajduje si¢ w przedziale — 1 — (Greenberger (1961, 1962)).

2.2.6. Wybor parametrow dla generatorow liniowych

Ostatecznym  kryterium zaakceptowania generatora jest to, ze mnie =zostal on
zakwestionowany przez zaden z zastosowanych testow statystycznych. Metody testowania
omowimy doktadnie w rozdz. 5., gdzie rowniez opiszemy liczne testy statystyczne. Tutaj, mowiac
o generatorach liniowych, zwracamy uwage, ze jezeli warto$ci pewnych parametrow, jak np.
srednia 1 wariancja produkowanych liczb, okres ciggu lub wspdiczynniki autokorelacji w ciggu



liczb produkowanych przez generator, moga dla danego generatora by¢ wyznaczone teoretycznie w
sposob $cisty, to oczywiscie nie ma zadnego sensu testowanie hipotez o takich parametrach za
pomocg testow statystycznych.

W obszernej, liczacej juz ponad 40 lat, literaturze poswigconej generatorom
multiplikatywnym i mieszanym, mozna znalez¢ liczne raporty z wykonanych analiz teoretycznych
oraz testow statystycznych i wyrdzni¢ generatory, ktore najlepiej spelnialy przyjete kryteria
porownawcze. W tabeli 2.1 przedstawiamy kilka takich generatoréw postaci (2.2); odnosniki do
wielu wezeséniejszych prac znalez¢ mozna w ksigzce Zielinskiego (1979).

Wszytkie podane w tabeli generatory osiggaja maksymalne okresy. Popularno$¢ parametrow
m postaci 2** lub 2°' — 1 wynika z tatwosci implementacji takich generatorow we wspotczesnych
systemach komputerowych. Wiele generatoréw z tabeli nadal stanowi standardowe wyposazenie
szeroko uzywanych systemow operacyjnych, jezykow programowania, a nawet specjalistycznych
pakietow oprogramowania do obliczen naukowych. Nalezy tutaj podkreslic, ze w obecnie
realizowanych obliczeniach symulacyjnych z uzyciem liczb pseudolosowych okres generatora
rzedu 2*? jest zbyt maty, gdyz zuzycie wszystkich liczb z takiego generatora nastgpuje za szybko.
Wielu autoréw sugeruje, aby liczba N liczb z generatora uzywanych w symulacji byta duzo
mniejsza niz okres generatora P. W pracy Maclarena (1992) uzasadniano, ze liczba N nie powinna
przekraczaé liczby P*/; odpowiednie ograniczenie w przypadku generatoréw liniowych, podane
przez Ripleya (1987), wynosi P'/%.

Generatory liniowe postaci (2.2) nie spetniaja pewnych nowszych testow statystycznych, np. testu
OPSO (patrz rozdz. 5.). Eksperymenty numeryczne potwierdzity réwniez (np. Marsaglia
(1984,1995)) lepsze wiasnosci statystyczne generatorow liniowych konstruowanych z parametrem
m bedacym liczba pierwsza (jednak komplikuje to implementacje¢ generatora oraz wplywa na jego
szybkos¢).

Tabela 2.1
a c m Zrédto
224237 +1 0 2% Zielifski (1966)
69069 1 2% Marsaglia (1972)
Park, Miller (1980)
16807 0 21
Carta (1990)
630360016 0 2%-1 .
397204094 0 T Fishman, Moore (1982)
410092949 0 2% Borosh, Niederreiter (1983)
742938285 0 2% Fishman, Moore (1986)
40692 0 23 -249 L'Ecuyer (1988)
1099087573 0 2% Fishman (1990)
68909602460261 0 2% Fishman (1990)

Z ogolniejszych generatorow liniowych (2.1) dobrg ocen¢ statystyczng (w tym we
wspomnianych nowszych testach) uzyskaly m.in. nastepujace generatory (Marsaglia (1995)):



) X, =(1176X,. + 1476X,.,+ 1776X,-;) mod (2% - 5)
2) X, =2"(Xni + Xna + Xis) mod (27 - 5)

3) X, =(1995X,.1 + 1998X,.,+ 2001X,.3) mod (2* - 849)
4) X, =2"Xy + Xuat+ Xos3) mod (2% - 1629)

Generatory te osiggaja maksymalne okresy rowne m’ — 1, gdzie liczba m jest odpowiednim
modulem: dla pierwszego i drugiego z powyzszych generatorow rownym 2°2-5, dla trzeciego

2%°-849 oraz dla czwartego 2°°-1629. Przedstawione generatory mogg by¢ tatwo zaimplementowane
na wspodlczesnych komputerach w kazdym jezyku programowania. Przykladowa implementacje

ogolnego generatora liniowego zamieszczamy w podrozdz. 2.11 (patrz rowniez uwagi w podrozdz.
2.10).

2.3. Generatory oparte na rejestrach przesuwnych

Przyjmijmy, ze k jest ustalong liczbg naturalng 1 wezmy pod uwage ciagg bitow
zdefiniowany wzorem rekurencyjnym

bi = ((l,’br] + ...+ akbi-k)m0d2, 1= k + I,k + 2, (26)
gdzie wspotczynniki a;,as..., a; sg statymi binarnymi, tzn. liczbami 0 lub 1, oraz b,,b,,..., by
jest ustalonym ciggiem inicjujacym.

Zalezno$¢ (2.6) mozna opisa¢ za pomocg operatora logicznego xor, zwanego roznicq
symetryczng lub alternatywq wytqczajgcq, o nastepujacej tabelce dziatan:

a b a xor b
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Inaczej to ujmujac, dla zmiennych boolowskich mamy po prostu
axor 6 =(a+ 6)mod 2

Dalej bedziemy uzywaé tego operatora rowniez w odniesieniu do liczb catkowitych; w takim
przypadku wynik jest liczba catkowita ztozong z bitow powstalych w wyniku dziatania operatora na
poszczegbdlnych pozycjach reprezentacji binarnej argumentow.

Wzér (2.6) przyjmuje wtedy rownowazna postac: jesli a;; =...=aj,= 1, a pozostate wspotczynniki
sa rOwne zeru, to

b; = by xor b, ;> x0r ... XOT by

Cigg bitow (2.6) jest oczywiscie ciggiem okresowym. Poniewaz istnieje 2* roznych uktadoéw k-
elementowych (by,b,,...,by), okres ciggu (2.6) nie moze by¢ wigkszy od 2*. Faktycznie moze on by¢
rowny co najwyzej 2* - 1, bo gdyby pojawilo si¢ w nim & kolejnych zer, to caty ciag musiatby sktada¢
sie z samych zer. Mowigc dalej o ciggu o maksymalnym okresie, mamy na mysli cigg o okresie 2% - 1.

Metodami algebraicznymi mozna badaé, dla jakich wspélczynnikow a;, aa, ..., a; ciag (2.6) ma
maksymalny okres. Nie bedziemy tutaj rozwijali tego technicznego watku (odsytamy Czytelnika np.
do pracy Golomba (1967)), ograniczymy si¢ natomiast do prostszego, ale dla nas atrakcyjnego przy-
padku, gdy w formule rekurencyjnej (2.6) tylko dwa wspotczynniki a, sa rozne od zera. Schemat
iteracyjny (2.6) ma wtedy postaé

b[ = b,'-p Xor bi-q (27)



dla pewnych ustalonych liczb naturalnych p oraz ¢. Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan
przyjmijmy, ze p > q.

W tabeli 2.2 podajemy przyktadowe warto$ci parametrow p i g, dla ktorych cigg (2.7) ma
maksymalny okres. Tabele t¢ utworzono na podstawie tabeli z ksigzki Ripleya (1987), gdzie
podano wartos$ci (p,q) zapewniajace maksymalny okres dla p < 36 oraz tabeli z Berdnikova, Turtii i
Compagnera (1996), w ktorej z kolei zawarto znane wartos$ci (p,g), dajace maksymalny

Tabela 2.2
P q P q
2 1 33 13
3 1 35 2
4 1 36 11
5 2 89 38
6 1 127 1,7,15,30,63
7 1,3 521 32,48, 158, 168
9 4 607 105, 147, 273
10 3 1279 216,418
11 2 2281 715,915, 1029
15 1,4,7 3217 67,576
17 3,5,6 4423 271, 369, 370, 649,
18 7 1393, 1419, 2098
20 3 9689 84,471, 1836, 2444, 4187
21 2 19937 881, 7083, 9842
22 1 23209 1530, 6619, 9739
23 5,9 44497 8575, 1034
25 3,7 110503 25230, 53719
28 3,9,13 132049 7000, 33912, 41469,
29 2 52549, 54454
31 3,6,7,13

okres ciggu (2.7) dla liczb p < 132049, gdzie 2” - 1 sg liczbami pierwszymi (zalozenie to znacznie
upraszcza obliczenia). Dodatkowo mozna rozwaza¢ pary wspotczynnikow (p,p — q), gdyz jesli
cigg (2.7) ma maksymalny okres dla pewnych p i g, to wlasnos$¢ t¢ ma rowniez schemat iteracyjny z
parametramip i p — q.

Istnieje wiele sposobow uzyskiwania L-bitowych liczb losowych o warto$ciach w przedziale
(0,1) na podstawie ciggu bitow (b;,i = 1,2,...). Najprostszy polega na konstruowaniu ich za pomoca
wzoru
2. Generatory o rozkladzie rownomiernym

ist j

L
U=y 27b,=0b by o (2.8)
S



gdzie s jest ustalona dodatnig liczbg catkowita oraz s < L. Jezeli s < L, to kolejne liczby U;
wykorzystuja te same podciagi bitow, a jezeli s — L, to liczby U, i Ui:, utworzone sg z roztagcznych
fragmentoéw ciagu (b; = 1,2,...). Liczby U; otrzymuje si¢ tatwo za pomocg rejestréw przesuwnych
oraz bramek logicznych, realizujagcych operator xor (ten fakt uzasadnia nazwe¢ rozwazanej klasy
generatorow). Generator (2.8) jest znany w literaturze jako generator Tauswortha, gdyz po raz
pierwszy byt analizowany w pracy Tauswortha (1965). Jezeli liczba s jest tak wybrana, ze nie ma
wspolnych dzielnikoéw z liczbg 2* - 1, to cigg (2.8) jest ciggiem o maksymalnym okresie, ktory jest
rowny 2% - 1.

Efektywny algorytm generowania tak zdefiniowanych ciggdéw (U, i= 1,2,...) za pomoca
ciaggu bitow (2.7), w przypadku, gdy ¢ < p/2 oraz O <s < p - g, podat w swojej monografii Tezuka
(1995). W formalnym zapisie tego algorytmu uzyjemy nastepujacych symboli: 4 << k oznacza
przesunigcie bitdow reprezentacji binarnej liczby 4 o k pozycji w lewo, natomiast A >> k oznacza
takie przesunigcie w prawo. Przy przesuwaniu w lewo mtodsze (zwalniane) bity sg zapekniane
zerami. Przy przesuwaniu w prawo zwalniane starsze bity sa rowniez zapelniane zerami. Zwracamy
jednak uwage na to, ze w konkretnej implementacji dziatanie operatora przesunigcia bitowego w
prawo moze zaleze¢ od zadeklarowanego typu liczby catkowitej.

W ponizszym algorytmie A jest L-bitowa liczba calkowita o bitach poczatkowych bi,..., &I
(sa to bity sktadajace sie na liczbg C/0), natomiast B jest L-bitowa zmienng pomocnicza.

ALGORYTM T:IMPLEMENTACJA SCHEMATU TAUSWORTHA (2.8)
DLA 0 <s<p-q

1:B=((4A«q)xorAd)«(L-p)

2: A=(A« s) xor (B » (L - s))

3: Return A; goto [

Algorytm ten jest bardzo tatwy w realizacji np. w jezyku C, ktory zawiera operatory
przesuwania bitowego oraz operator xor. W podrozdziale 2.11 zamieszczamy przyktadowa
implementacje¢ w tym jezyku. Podana tam realizacja uzywa dodatkowo kombinacji trzech
generatorOw omawianego typu za pomocg operatora xor (patrz podrozdz. 2.6). W ksigzce Tezuki
(1995) jest zawarta analiza struktury punktow w kostce (O,1)4, d = 2,3,...,20, tworzonych z
kolejnych liczb z generatora.

Lewis 1 Payne (1973) zaproponowali inny schemat generowania L-bitowych liczb
catkowitych Y; na podstawie ciggu (2.6), wedtug zaleznosci

Yi=bbip...biw

gdzie 1,,...1; sg ustalonymi parametrami przesuni¢cia. Dla ciggu (2.7) otrzymujemy stad schemat

Y; = Yi, xor Y, Generatory realizujace ten schemat sa nazywane wuogodlnionymi generatorami
opartymi na rejestrach przesuwnych. Wymagaja one odpowiedniego wyboru punktéw startowych
(Y7, .., Yp) (Lewis i Payne (1973), Collings i Hembree (1986)). Interesujace przyktady efektywnej
implementacji w omawiane]j klasie generatoréw zawieraja artykuly: Kirkpatricka i Stolla (1981)
(dla p =250, g = 147) oraz Ripleya (1990) (dla p = 521, g = 32).

W pracy Berdnikova, Compagnera i Turtii (1996) zaproponowano kombinacje (patrz
podrozdz. 2.5) kilku generatorow z omawianej klasy, dla odpowiednio dobranych parametréw p i g.
Gwarantuje to bardzo duzy okres generatora (np. dla konkretnej kombinacji czterech generatoréw
sktadowych uzyskano okres rzedu 10'%7). Ponadto wykazano, ze taka konstrukcja zapewnia bardzo



dobre wlasnos$ci dotyczace niezalezno$ci kolejnych dlugich (rzgdu kilkunastu tysiecy) ciggow liczb
z generatora (patrz réwniez Com-pagner i Wang (1993), Compagner (1995)). Kody zrédlowe w
jezyku C omawianych generator6w mozna znalezé w Internecie (np. http://www.can.nl lub

ftp.can.nl).

2.4. Generatory Fibonacciego

Ciag rekurencyjny

Jo=fo2t fu, 122, fo=fi=1

badat juz Fibonacci (Leonardo z Pizy) 1 wyniki swoich badan opublikowal w pracy Liber abaci w
1202 roku. Ciag reszt, przy ustalonej dodatniej liczbie catkowitej m, zdefiniowany wzorem

X, =Xt X, ymodm, n>2, (2.9)

zachowuje si¢ na tyle beztadnie, Ze juz dawno zainteresowatl matematykow poszukujacych prostych
modeli dla proceséw losowych. Wydaje si¢, ze pierwsze wyniki sprawdzania tego ciggu za pomoca
testow statystycznych zostaly opublikowane w pracy Taussky i Todd (1956).

Okazalo sie, ze ciagi (2.9) spetniaja testy rownomierno$ci rozktadu, ale nie spetniajg testow
niezaleznosci, a wigc takze wielu innych testow (np. testow serii), gdzie niezalezno$¢ odgrywa
kluczowa rolg. Tej wady mozna byto si¢ pozby¢, uogdlniajac ciag (2.9):

X, =X, + X,smodm, n>> r>s>1 (2.10)

ale odbywalo si¢ to kosztem czasu, co czynilo takie generatory mato konkurencyjnymi dla
rozpowszechnionych generatorow multiplikatywnych. Argument, ze takie uogdlnione generatory
mialy duzo dluzszy okres od generatorow multiplikatywnych, nie byt przekonujacy, bo na
stosunkowo wolnych komputerach rzadko dochodzito do wyczerpania okresu ciggéw multiplikaty-
wnych. Trudno si¢ natomiast dziwié, ze w dzisiejszej dobie szybkich komputeréw generatory
Fibonacciego, w r6znych wersjach uogolnien, przezywaja prawdziwy renesans.

Nastepny krok w tych uogoélnieniach polega na zastgpieniu dodawania w (2.10) jakas$ inng
operacja. Ogolnie, wybrang operacj¢ oznaczamy symbolem o i1 zaktadamy, Ze jest ona wykonywana
modulo m. Uogo6lniony generator Fibonacciego przyjmuje wtedy postac

X =X 0 Xy n>r, r>s2>1 (2.11)
1 jest oznaczany przez F(r, s,0).

Jezeli m = 2%, to maksymalny okres generatorow F(r,s,+) oraz F(r,s,-) jest rOwny (2" - 1)2"";
dla F(r,s,*), gdzie * oznacza tu (i w calej ksigzce) mnozenie, wynosi on (2" - 1)2™*, natomiast dla
generatora F'(7,s, xor) wynosi 2" -1. Dowodzi si¢ tego, korzystajac z pewnych witasnosci odpowied-
nich macierzy; szczegoty mozna znalez¢ w pracach Marsaglii (1984) oraz Marsaglii 1 Tsaya (1985).
Generatory F(r,s,xor) dla m = 2* opisaliémy juz w poprzednim podrozdziale, w klasie generatorow
opartych na rejestrach przesuwnych.

Ponizej podajemy tabelk¢ z przyktadowymi parametrami, zapewniajacymi maksymalny
okres generatora (2.11):


ftp://ftp.can.nl/

r s
17 5
31 13
55 24
68 33
97 33
607 273

1279 | 418

Na przyktad, generatory F(17,5,+) oraz F(17,5,-) dla m = 2°* daja ciagi o okresie (27 - 1)2*,
generator F(17,5,%) osigga okres (2'7 - 1)2%, natomiast F(17,5, xor) osigga okres 2'7-1 = 131071.
Omawiane generatory s3 tatwe w implementacji.

2.5. Kombinacje generatorow

Doswiadczenia z uzyciem generatoréw skonstruowanych przez taczenie dwoch lub wigkszej
liczby prostszych generatorow wykazaly, ze generatory takie maja lepsze wlasnosci statystyczne niz
generatory wyjsciowe. Przytoczymy wyniki, ktére potwierdzaja te obserwacje.

Zatdozmy, ze mamy zmienne losowe X 1 Y, okreslone na zbiorze S = {1,2,..., n}, o
rozktadach prawdopodobienstwa

P{X=i}=p, P{Y=i}l=gq, i=12..,n

Niech p = I,... ,00 bedzie dowolng ustalong liczbg i niech ¢ = (t,1,,...,t,) bedzie ustalonym
wektorem. Wezmy pod uwage p-norme tego wektora, zdefiniowang wzorem

n 1/p
t:H t"H
It DZI '

Dla zdefiniowanej wyzej zmiennej losowej X wprowadzmy miare d(X) ,,bliskosci" rozktadu
tej zmiennej do rozktadu réwnomiernego na zbiorze S

0(X) = [[(prp2,--- spn) - (Un, Un,..., Un))|

Rozpatrzmy dwuargumentowe dziatanie o na zbiorze § takie, ktorego tabelka tworzy
kwadrat lacinski (tzn. kazdy jej wiersz i kolumna jest pewng permutacja elementéw zbioru S).
Mozna udowodni¢ (np. Brown i Solomon (1979)), ze rozktad zmiennej losowej X o Y jest blizszy
rozktadowi réwnomiernemu na zbiorze S w tym sensie, ze

o(X) <min {5(X),6(Y)}

W odniesieniu do ciggdéw produkowanych przez generatory liczb losowych ten wynik teoretyczny
mozna interpretowa¢ w nastgpujacy sposob: jesli tablica dziatan operatora o jest kwadratem
facinskim, to nowy ciag (X; o Y, X; 0 Y»,...) powinien by¢ bardziej rGwnomiernie (a przynajmniej
nie mniej rownomiernie) roztozony niz kazdy z ciagdw X, X;,...1 Y, Y»,... Najczesciej za operator
0 przyjmuje si¢ rozwazane wczesniej operatory +, -, *, xor. Ponadto okazuje si¢, ze kombinacje



generatorow produkuja ciagi, ktoére sa nie tylko ,bardziej rownomierne", ale rowniez ,bardziej
niezalezne". Podang konstrukcje¢ dla dwoch generatorow w naturalny sposob uogolnia si¢ na
wieksza liczbe generatorow sktadowych. Ponadto kombinacje generatorow produkuja ciagi o
wiekszym okresie niz okresy ciggow sktadowych. W szczego6lnosci wiadomo, ze jesli ciag X;, Xo,...
ma okres P, oraz ciag Y, Y,,... ma okres P, gdzie P, i P, sg liczbami wzglednie pierwszymi, to
okres ciagu X,0Y,X> o Y,,... wynosi P,P,. Fakt ten jest prostym wnioskiem z tzw. chinskiego
twierdzenia o resztach (patrz np. Graham, Knuth, Patashnik (1996)).

Idea kombinowania generatorow w celu zwickszenia okresu i polepszenia wtasnos$ci
statystycznych ma juz swoja historie¢ za soba, ale ciagle jest bardzo czesto stosowana w
najnowszych konstrukcjach generatoréw. Pierwsze pomysty dotyczace kombinacji generatoréw
pojawily si¢ w pracach Mac Larena i Marsaglii (1965) oraz Marsaglii i Braya (1968). Duza
popularnoscig wsréd uzytkownikdéw cieszyt si¢ pomyst kombinowania generatordw za pomoca
dodawania modulo 1 w dziedzinie liczb rzeczywistych, zaproponowany w pracy Wichmanna i Hilla
(1982). Wyniki teoretyczne zwigzane z kombinacjami generatorow mozna znalezé réwniez w
pracach: Brown 1 Solomon (1979), Marsaglia (1984), Deng (1990), L'Ecuyer i Tezuka (1991).
Najnowsze rezultaty zawiera np. praca L'Ecuyera (1996b).

2.6. Uniwersalny generator liczb losowych o rozkladzie
rownomiernym

Przez generator wumiwersalny rozumiemy generator dajacy identyczne wyniki na
komputerach, w ktorych liczby catkowite sg reprezentowane, przez co najmniej 16 bitow, a liczby
W arytmetyce zmiennopozycyjnej maja przynajmniej 24-bitowa reprezentacj¢ mantysy.
Przedstawimy tutaj szczegdtowo generator liczb losowych o rozkladzie réwnomiernym na
przedziale [0,1), opublikowany w pracy Marsaglii, Zamana i Tsanga (1990). Bedziemy go nazywali
generatorem MZT. Spelnia on wszystkie znane testy statystyczne i ma duzy okres, réwny 2'*.
Generator ten jest kombinacja dwoch prostszych generatorow.

Pierwszy z nich jest generatorem typu F(97, 33, o) (patrz podrozdz. 2.4) i produkuje liczby
V, z przedziahu [0,1) wedtug wzoru rekurencyjnego:

Vn = I/n-97 (V) Vn-33
gdziexoy =x-ydlax>yorazx oy =x-y + [/ dlax <y Zainicjowanie generatora polega na
wyznaczeniu liczb Vi, V,,... ,Vy; za pomocg ciggu bitow (b,) w taki sposob, ze V= 0.b,b;... by, V>
= 0.bs5bss...bss, ... 1td. Z kolei cigg bitow jest generowany za pomoca kombinacji dwdch réznych i

fatwych w implementacji generatorow zadanych ciggami liczb catkowitych (yn) 1 (z,):

yn: (yn—3 *yn-Z *yn-l) mOd ] 79
Zn = (522)1—]+]) mod ]69

{ 0, jesli y,z, mod 64 < 32

b, =1 w przeciwnym wypadku



Wybdr matych wartosci 179 1 169 zapewnia uniwersalno$¢ generatora. Uzytkownik musi
dostarczy¢ procedurze inicjowania czterech wartosci catkowitych:

viyy; € {1, 2,..., 178} (nie wszystkie rowne 1), z; € {O, 1...., 168}
Okres tego generatora jest rowny 2'%.
Drugim generatorem jest generator liczb losowych z przedziatu (0,1):

Cn=Cns 0 (7654321/16777216), n=>2, ¢ =362436/16777216

gdziecod=c-ddlac>dorazcod=c-d+ (16777213/16777216) dlac < d, ¢, d € [0, 1). Okres
tego generatora jest rowny 2% - 3,
Ostatecznie generator MZT przyjmuje postacé

U,=V,0c,

Przyktadowa implementacje¢ (w jezyku C) generatora MZT podamy w podrozdz. 2.11.

2.7. Generatory oparte na odejmowaniu z pozyczkq i generator
ULTRA

W pracy Marsaglii i Zamana (1991) wprowadzono nowa klas¢ generatorow wykorzystujaca
operacje tzw. odejmowania z pozyczkq (SWB - ang. substract with borrow). W tej operacji
(oznaczymy ja przez O) bierze dodatkowo udziat parametr ¢, przyjmujacy wartosci O lub 1, zwany
bitem przeniesienia. Wynikiem operacji x © y mod m sg liczby

x-y-c+m oraz c=1, gdyx-y-c¢<O
lub x-y-c oraz ¢=0 w przeciwnym przypadku,

a poczatkowa wartoscig bitu przeniesienia c jest 0.

Omawiana klasa generatorow zostala wykorzystana przez Marsaglie 1 Zamana do
konstrukcji generatora ULTRA. Parametrami generatora ULTRA s3 dodatnie liczby catkowite
L >32,s, r(r>s). Wygodnie jest uzywa¢ oznaczenia m = 2. W etapie inicjowania generatora
tworzy si¢ cigg liczb catkowitych Xj,... ,X, € (O, m) oraz ustala si¢ ¢ = 0. W etapie roboczym

wyznacza si¢ kolejne liczby X, wedtug wzoru

X, = X © X,.s mod m (2.12)
Etap inicjowania polega na utworzeniu L-bitowych liczb X}, X;,... ,X.:

X] = bLbL.1...b1



Xo=boyboi...br+;
Gdzie b,b,,... jest ciggiem utworzonym z bitow znakéw liczb wj,w,,..., otrzymywanych w
nastgpujacy sposob: uzytkownik generatora podaje dwie liczby uo,v, € (O,m), a nastgpnie s3

obliczane kolejno liczby:

u;— xuu mod m
v = (vi >> kj)xor v;
vi = (vi << k) xor v;

W; = U; Xor v;

gdzie ki, k> sa ustalonymi dodatnimi liczbami catkowitymi, a operacje: xor, <<, >>
zdefiniowano w podrozdz. 2.3.

Generator ULTRA jest bardzo szybki, gdy operacj¢ (2.12) programuje si¢ z uzyciem jezyka
maszynowego danego procesora. Tak skonstruowany generator ma dobre wilasnosci statystyczne
oraz dlugi okres, ktéry mozna obliczy¢ teoretycznie, korzystajac z nastgpujacego twierdzenia:

Jesli M =m"— m® + 1 jest liczbg pierwszq, to okres generatora SWB jest rtowny najmniejszej

liczbie naturalnej k, takiej ze m* mod M = 1.

W stworzonym przez Marsagli¢ i Zamana pakiecie ULTRA przyjeto L =32, r =37, s = 24,
a do inicjowania A = 69069. Tak skonstruowany generator ma okres rzedu 10°**. Odpowiednie
wywolania generatora ULTRA pozwalaja na bezposrednie otrzymywanie dodatnich catkowitych
liczb losowych: 32-, 31-, 8-, 7-, a nawet 1-bitowych (w tym ostatnim przypadku -bitow losowych),
jak rowniez liczb losowych z przedziatu (0,1) lub (-1,1), o pojedynczej lub podwojnej precyzji.

2.8. Generatory oparte na mnozeniu z przeniesieniem

Marsaglia rozwingt ide¢ konstrukcji generatorow klasy omodwionej w podrozdz. 2.7,
wprowadzajac nowa rodzing generatoréw opartych na tzw. mnozeniu z przeniesieniem (MWC - ang.
multiply with curry). Klasa ta daje mozliwos$ci tatwej implementacji szybkich generatorow o duzych
okresach, przy czym wszystkie grupy bitow uzyskiwanych ciaggdéw liczb calkowitych spelniaja
wiele znanych testow losowosci. Doktadniejszy opis i1 przyklady implementacji znalezé mozna w
Internecie, w 16024 artykule grupy dyskusyjnej sci .math.num-analysis oraz na wydanym przez
Marsaglie CD-ROMie (1995). Ponizej przedstawimy gtowne idee tej nowej metody generowania
liczb pseudolosowych.

Algorytm typu mnozenia z przeniesieniem jest oparty na zaleznosci

X, = (a X + axXoo + ... + X, + ¢) mod m

gdzie ay,...,a, sa ustalonymi parametrami oraz X,,...,X, 1 ¢ inicjujemy dowolnymi wartosciami
poczatkowymi; nowa warto§¢ zmiennej ¢ (tzw. warto$¢ przeniesienia) jest liczba catkowita,
okreslong wzorem

[(aXor + axX,2 + ... + a. X, + c)/m]

(gdzie [*] oznacza cz¢s$¢ catkowit).



Wprowadzmy oznaczenie M = am" +... + a;m - 1. Okres generatora MWC jest rowny
najmniejszej liczbie naturalnej £, takiej ze m* mod M = 1. W praktyce przyjmuje si¢ m =2'° lub m =
2%2 wtedy nowa warto$¢ X, i nowe przeniesienie ¢ sg po prostu dolng i gorng czescig odpowiednio
32- lub 64-bitowej liniowej kombinacji 16- lub 32-bitowych liczb catkowitych. Jesli dobierze si¢
liczbe m tak, aby M 1 (M - 1)/2 byly liczbami pierwszymi, to okres bedzie rowny (M - 1)/2
(szczegotowe wyniki dotyczace okresu generatora MWC mozna znalez¢ w pracy Koca (1995)).

Przyktadem efektywnej realizacji omawianego generatora jest nastgpujaca propozycja
Marsaglii:

X, = (12013X,5 + 1066X,; + 1215X,.s + 1492X, 5 + 1776X,., + 1812X,; + 1860X,., + 1941X,, + ¢)

mod 2

Otrzymuje si¢ stad liczby catkowite 16-bitowe. Aby uzyska¢ zakres 32 bitow i1 okres rzgdu
2% dokonuje si¢ potgczenia bitow z innego generatora:

X, = (9272X,5 + T777X,.; + 6666X,.s + 5555X, 5 + 4444X, , + 3333X,; + 2222X,> + 1111X,.; + ¢)
mod 2

Opisany generator wymaga zainicjowania w postaci 16 liczb catkowitych 16-bitowych, co
fatwo zrealizowac, np. za pomocg jakiego$ klasycznego generatora liniowego.

Innym przyktadem potaczenia dwoch generatorow typu MWC jest konstrukcja ciggu liczb
catkowitych 32-bitowych za pomoca dwoch ciggdéw 16--bitowych

X, =18000X,., + ¢; mod 2'
Y, =30903 Y, ; + ¢, mod 2'°

Okres takiego generatora jest rzedu 2%. W etapie inicjowania uzytkownik podaje dwie
liczby catkowite 32-bitowe, z ktorych formuje si¢ 16-bitowe wartosci Xy, ¥, oraz ci,c,. Generator ten
jest bardzo szybki i1 tatwo go zaprogramowaé, uzywajac jezyka maszynowego. Przykladowa
implementacja w jezyku C moze by¢ podana w szczegdlnie prostej postaci:

x = 18000 * (x&65535) + (x >> 16); y = 30903 * (y&65535) + (v >> 16);
return ((x << 16) + (y&65535));

gdzie zmienne x oraz y oznaczajg liczby 32-bitowe, zawierajace w swych starszych i mtodszych 16-
bitowych czeSciach odpowiednio wartosci X,,c; oraz Y,c,, natomiast & jest standardowym
operatorem jezyka C.

2.9. Generatory nieliniowe

Przedstawione w poprzednich podrozdziatach klasy generatorow sa oparte na liniowych
wzorach rekurencyjnych. Niepozadang konsekwencja tej liniowosci jest fakt, ze odpowiednie
punkty (2.3) 1 (2.4) w przestrzeni wielowymiarowe] skupiaja si¢ tylko na pewnej liczbie
hiperptaszczyzn, co razaco odbiega od naszych oczekiwan wobec punktow losowych (por. p. 2.2.3).



Na przezwycigzenie przeszkdd naturalnym pomystem wydaje si¢ zatem rozwazenie ciggow
opartych na formutach, ktére nie sg liniowe. Ten kierunek badan nad generatorami rozwija si¢
dopiero od niedawna i1 nadal jest otwarty. Przedstawimy tutaj pewne wyniki, ktore dotycza
generatoroOw opartych na obliczaniu odwrotnos$ci oraz kwadratow.

W pracy Eichenauera i Lehna (1986) zaproponowano generator
X,e1 = (aX,” + b) mod m, n=0,1,.. (2.13)

gdzie m jest liczbg pierwsza. Odwrotno$¢ modulo m jest definiowana nastepujaco: jesli ¢ =
0, to ¢’ mod m = 0, w przeciwnym przypadku ¢ mod m jest taka liczbg calkowita, ze c*c' mod m
=1, czyli ¢! = ¢™?*mod m. W ten sposob uzyskujemy cigg o warto$ciach w zbiorze {O, 1,... ,m - 1},
ktory mozna w zwykty sposob przeksztalci¢ na ciag liczb w przedziale [0,1) za pomocg wzoru
U, = X,/m.

Innym wariantem generatora opartego na odwrotnosci jest zaproponowany w pracy
Eichenauera-Hermanna (1993a) generator

X, = (a(n + ny) +b) "mod m, n=0,1,.. (2.14)

ktory wyrdznia si¢ tym, ze kolejna warto$¢ X, moze by¢ uzyskana niezaleznie od innych elementow
produkowanego ciggu. Taki generator moze by¢ szczegélnie uzyteczny w obliczeniach
prowadzonych na komputerach réwnolegtych. Okazuje si¢, ze dla kazdej liczby a € {1,2,..., m) jego
okres jest rowny m, a wigc jest to generator o okresie maksymalnym. Warunek na to, aby generator
(2.13) osiggat maksymalny okres réwny m, jest nieco bardziej skomplikowany: tak si¢ dzieje wtedy,
gdy m? - 1 jest najmniejszg liczbg catkowity taka, ze "' - 1 mod (2° - bz -a).

Struktury  przestrzenne tworzone przez odpowiednie ciggi w  przestrzeniach
wielowymiarowych dla omawianych generatoréw sg opisane przez Eichenauera-Hermanna (1991)
oraz Niederreitera (1994)). Ponadto wiele eksperymentow obliczeniowych potwierdzito dobre
wlasnosci statystyczne tej nowej klasy generatorow.

W pracach Eichenauera- Hermanna (1993b, 1994, 1995) analizuje si¢ kombinacje kilku
generatoré6w postaci (2.13) lub (2.14) (patrz réwniez podrozdz. 2.5). Przypusémy, ze mamy » > 5
takich generatorow

X0, j=1,...r
z parametrami m;, j = L,..., r, ktore sg liczbami pierwszymi. Zdefiniuyjmy nowy ciag
U,=U+.. +U,")ymod 1, n=0,1,2,..
gdzie U,9 = X,9m, j= 1, 2,..., r. Okres tego ciagu jest rowny m = me...>m,. Pozwala to na
efektywna konstrukcje generatora o dlugim okresie, przy czym - jak si¢ okazuje - ten wynikowy

generator zachowuje dobre wlasnosci strukturalne generatorow sktadowych.

Innym przyktadem generatora nieliniowego jest rozwazany w pracy Bluma (L.), Bluma (M.)
i Shuba (1986) generator liczb losowych postaci

X =X"modm, n=0,12...

W cytowanej pracy pokazano zastosowania takiego generatora w kryptologii (jest to dziedzina
badan zajmujaca si¢ metodami szyfrowania informacji). Bardziej szczegotowe informacje



dotyczace zwigzkow miedzy teorig szyfrowania a generatorami liczb losowych, Czytelnik moze
znalez¢ na przyktad w ksigzkach Tezuki (1995) oraz Schneiera (1995).

2.10. Uwagi o implementacji numerycznej

Jak juz mowilisSmy (p. 2.2.1), generatory produkuja ostatecznie liczby U,,U.,... z przedziatu
(0, 1). W niektorych generatorach moga pojawi¢ si¢ klopoty, gdy w ciaggu kolejno otrzymywanych
liczb pojawi si¢ O lub 1.

Te ktopoty moga mie¢ charakter wewnetrzny w tym sensie, ze po wyprodukowaniu zera
generator w dalszym ciagu produkuje juz tylko same zera, albo zewng¢trzny w tym sensie, zZe
niektore dziatania na kolejnych liczbach losowych moga okaza¢ si¢ niewykonalne (dzielenie przez
zero lub liczbg bliska zeru, logarytmowanie takiej liczby, itp.). Dodatkowa trudno$¢ polega na tym,
ze faktycznie liczby U,,U,,... sa uzyskiwane z liczb catkowitych X;,X;,... za pomoca standardowej
operacji dzielenia U, = X, /m 1 wowczas mala liczba catkowita X, moze zamieni¢ si¢ w maszynowe
zero. Zwracamy uwage na ten rodzaj trudnos$ci, chociaz nie potrafimy podaé tutaj zadnej
uniwersalnej recepty na poradzenie sobie z nimi.

Inny problem jest zwigzany z tym, ze typowe generatory sg oparte na arytmetyce reszt
wzgledem ustalonej dodatniej liczby catkowitej m. Przed obliczeniem takiej reszty musimy jednak
wykona¢ pewne inne operacje, np. dodawanie lub mnozenie, na liczbach calkowitych ze zbioru
{1,2, ...,m), a otrzymany wynik moze wyprowadzac i z reguty wyprowadza poza ten zbior. Istniejg
specjalne algorytmy pozwalajace operowac liczbami catkowitymi w taki sposob, zeby wyniki
dziatan posrednich nie przekraczaly liczby m. Nie bedziemy rozwija¢ dalej tego watku;
zainteresowanego Czytelnika odsylamy do prac: L'Ecuyer (1990), L'Ecuyer i Cote (1991), Dwyer
(1995), Knuth (1981).

2.11. Przykladowe implementacje w jezyku C

2.11.1. Inicjowanie generatorow

W konkretnych realizacjach algorytméw generujacych liczby losowe, pojawia si¢ problem
wyboru odpowiednich warto$ci inicjujacych generator. Jezeli uzytkownik chce zautomatyzowac
rowniez ten poczatkowy etap obliczen, moze wykorzysta¢ jaki§ generator fizyczny np. zegar
systemowy. W standardowym jezyku C wbudowany generator liniowy inicjuje si¢ np. wywotujac
funkcj¢ srand((unsigned)time(NULL)); liczba poczatkowa dla generatora jest wtedy rowna liczbie
sekund, ktére uptynety od I stycznia 1970 roku. ,,Bardziej losowe" liczby startowe dla generatora
mozna uzyskiwa¢ za pomoca dostepnych w systemie parametrow zwigzanych z czasem oraz data.
Anderson (1990) zaproponowal nastepujaca formute dla liczby poczatkowej X):

Xo=r+100(m -1+ 12(d -1+ 31(g + 24 * (min + 60 * s))))
gdzie r oznacza dwie ostatnie cyfry roku, m - miesigc (od 1 do 12), d - dzien (od 1 do 31), g -
godzing (od O do 23), min - minut¢ (od O do 59) oraz s - sekunde (od O do 59). Pewng odmiang tej
formuty jest podana w opracowaniu Rundom numbers (1991-1995) propozycja

X, =5 + 60(min + 60(g + 24(d - 1 + 31 (m - 1 + 127))))

Dodatkowo, w celu zapewnienia nieparzystosci liczby X, zaleca si¢ zamiang ostatniego bitu tej



liczby na 1.

Powyzsze metody sa z reguly stosowane do prostych generatoréw liniowych, natomiast w
przypadku innych klas generatorow, wymagajacych duzej liczby punktoéw startowych, zaleca si¢
inicjowanie za pomocg prostszego generatora, np. liniowego, ktdry zainicjowano opisanymi wyzej
metodami.

2.11.2. Ogolny generator liniowy

Omowiony tu generator jest implementacja schematu liniowego (2.1). Okres takiego generatora jest
rzedu 2%, Ponadto generator ten spelnia znane testy statystyczne, m.in. baterie testow DIEHARD
(Marsaglia (1995)). W proponowanej implementacji plik nosi nazwe ecng.c. Do inicjowania ge-
neratora shuzy procedura init_ecng(), ktora wykorzystuje trzy nieujemne liczby catkowite i, j, k
podane przez uzytkownika. Generator jest realizowany przez funkcje ecng(), ktora przed
pierwszym uzyciem wymaga inicjowania za pomocg procedury init.ecng(), a ktorej wynikiem jest
liczba losowa #ypu double (jest to przeksztalcona na typ double i przedziat (0,1) liczba catkowita
32-bitowa).
Odpowiednia implementacja przyjmuje nastgpujaca postac:

/* PLIK: ecng.c */

»include <stdlib.h>

[* zmienne wykorzystywane przez generator */
static double a,b,c;

void init_ecng(int ia, int ib, int ic)

{

a =ia; b=ib; c=ic;

}

double ecngO

{

static int n;

static double d,x;
d=(a+b+c)*8192;

x =fmod(d,4294967291.0);

a = b; b=c; c=x;

if (x < (float)2147483648.) n=(int) x;
else n = (int) (x - 4294967296.);
return (n*2.3283064365e-10) ;

2.11.3. Generator Tauswortha z podrozdzialu 2.3

Omawiany tu generator jest implementacjg algorytmu opisanego w podrozdz. 2.3, a
dokladniej jest to kombinacja za pomoca operatora xor trzech generatorow opartych na rejestrach
przesuwnych. Okres generatora wynosi (2% -1) (2% -1) (2*' -1), czyli jest rzedu 3 * 10*. Pewne
wlasnosci teoretyczne takiej konstrukcji zostaty podane w ksigzce Tezuki (1995). Proponowany
generator spetnia znane testy statystyczne. W prezentowane] implementacji plik nosi nazwe
tezuka.c. Do inicjowania generatora stuzy procedura init(), ktéra wykorzystuje trzy nielokalne
nieujemne liczby catkowite podawane przez uzytkownika: sl, s2, s3. Liczby te powinny speiniaé
nierownosci: s 1 < 2%, 52 < 2%, s3 < 23!, Generator realizowany przez funkcje combT(), ktora przed
plerwszym uzyciem wymaga zainicjowania za pomocg procedury init(), a ktorej wynikiem jest
liczba losowa typu double (doktadniej méwiac precyzja wyniku wynosi 32 bity), przyjmuje postac:



Generator uniwersalny opisany w podrozdz. 2.6 nie zostal dotychczas zakwestionowany
przez zaden test statystyczny. Jego okres jest rowny 2'*. Liczby produkowane przez ten generator
sg identyczne we wszystkich komputerach, w ktorych liczby catkowite maja co najmniej 16 bitow i
mantysa liczb zmiennopozycyjnych ma co najmniej 24 bity. W proponowanej implementacji plik
nosi nazwe¢ uni.c. Procedura rstart stuzy do inicjowania generatora. Danymi wejSciowymi tej
procedury sa liczby catkowite i, j, k z przedziatu [l, 178] oraz liczba catkowita / z przedzialu
[0,168], przy czym liczby i, j, k nie powinny by¢ jednocze$nie rowne 1. Wynikiem procesu inicjo-
wania jest wypelniona tablica pomocnicza wuu[0],..., uu[96]. Generator jest realizowany przez
funkcj¢ uni(), ktora przed pierwszym uzyciem wymaga inicjowania za pomocg procedury rstart, a
ktorej wynikiem jest liczba losowa typu double. Zmiennymi nielokalnymi sg ip, jp, uu[97],cc, cd,

cm.

/* PLIK: tezuka.c */
[* zmienne wykorzystywane przez generator */

static unsigned int s1, s2, s3;

void init(unsigned int i, unsigned int j, unsigned int k)

2.11.4. Generator uniwersalny z podrozdzialu 2.6

unsigned int b;

s1=i; s2=j; s3=k;
b=((s1 «9)—s1) «4;
s1=(s1«4)-(b» 28);

b=((s2 «2)-s2)«3;
s2 = (s2 « 3) - (b » 29);
b=((s3 «6)-s3) «1;
s3=(s3«1)-(b»31);

double combT()

unsigned int b;

b= ((s1<<9) -s1)<<4;

s1= (s1 <<13) - (b>>19);

b= ((s2 <<2) - s2)<<3;

s2 = (s2<<20) - (b>>12)

b= ((s3<<6) -s3) <<1;

s3= (s3<<17) - (b>>15);

return ((s1 - s2 -s3)*2.3283064365e-10) ;

Odpowiedni program przyjmuje postac:

/* PLIK: uni.c */

[* zmienne wykorzystywane przez generator */
static double uu[97] ;

static int ip=97,;

static int jp=33;

static double cc=362436. 0/16777216.0;

static double cd=7 654321. 0/16777216.0;
static double cm=16777213. 0/16777216.0;

void rstart(int i, int j, int k, int 1)

{

{

int ii, jj,m,wi,wj,wk,wl; double s, t;
wi=i; wj=j; wk=k; wi=1;
for(ii=0;ii<97;ii++)

s=0;t=0.5;

for(jj=1;ji<=24;jj++)



m= ( ( (wi*w j) %179) *wk) %179 ;
wi =wj; wj=wk; wk=m ;
wl=(53*wl+1)%169;
if ((WI*m)%64>=32 ) s+=t;
t*=0.5;

}

}

double uni(void)

{

uulii]=s;

double pom;
pom=uu[ip-1] -uu[jp-1] ;

if (pom < 0.0) pom+=1,;
uufip-1]=pom;

ip -

if (ip==0) ip=97;

jp-;

if (jp==0) jp=97,

cc -=cd;

if ( cc<0.0) cct=cm;
pom - =cc;

if (pom < 0.0) pom+=1;
return(pom) ;

Jako test poprawno$ci zaprogramowania generatora stluzy nizej podany program
tuni.c. W wyniku powinni§my otrzymac tablice:

6 3 11 3 0] 4 0]
13 8 15 11 11 14 0]
6 15 0 2 3 11 0
5 14 2 14 4 8 @)
7 15 7 10 12 2 0

/* PLIK: tuni.c. */
[* Test uniwersalnego generatora liczb losowych uni(). */
#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "uni.c"
void main(void)
{
double x;
int ij,ii;
rstart(12,34,56,78); /* inicjowanie generatora */
for (ii=1;ii<=20005;ii++)

{
x=uni();
if (ii>20000)
{
for(i=1;i<=7;i++)
printf(“%5.0f",fmod(floor(pow(16,i)*x),16));
printf("\n");
}
}



3. Generatory liczb losowych o dowolnych rozkladach
prawdopodobienstwa

3.1. Ogolne metody konstrukcji generatorow liczb losowych o
dowolnych rozkladach prawdopodobienstwa

3.1.1. Metoda odwracania dystrybuanty

Zatézmy, ze U jest zmienng losowa o rozktadzie réwnomiernym C/(0, 1). Niech F
bedzie ciaggla 1 $cisle rosnaca dystrybuanta pewnego rozktadu prawdopodobienstwa. Zdefiniujmy
nowg zmienng losowg

X=X"(U) (3.1)
Poniewaz
P{X<x}=P{F'(U)<x} =P{U<F (x)} = F (x)

wiec zmienna losowa X ma rozklad prawdopodobienstwa o dystrybuancie F. Jezeli zatem
wygenerujemy ciag liczb losowych U,,..., U, o rozktadzie rownomiernym U(0, 1) i na tej podstawie
wyznaczymy nowy cigg X; = F' (Uy), i = 1,2, ... ,n, to ten nowy ciag X,...,.X, bedzie ciaggiem liczb
losowych o rozktadzie z dystrybuantg F.

Opisane postgpowanie mozna uogélni¢ na przypadek dowolnych, niekoniecznie
ciggtych i §cisle rosnacych dystrybuant /. W tym celu wystarczy zdefiniowad

FI(t) = inf{x:1<F(x)} (3.2)

i postepowaé w sposodb wyzej opisany. W szczegolnosci liczby losowe X, X5, X;,... o rozkladzie
dyskretnym p, = P{X =k}, k = 0,1,2,..., moga by¢ generowane przez przeksztatcenie liczb losowych
Ui, U,,... o rozktadzie rownomiernym U(0,1) za pomoca wzoru

k
X, = minHk:Un < z piH, n=12,. (3.3)
i =0 [



Twierdzenie 3.1. Niech F' bedzie dystrybuanta pewnego rozktadu prawdopodobienstwa. Jezeli U
jest zmienng losowa o rozktadzie rownomiernym U(0,1), to zmienna losowa X = inf{x: U < F(x)}
ma rozktad o dystrybuancie F.

Dowdd. Udowodnimy, ze zdarzenie losowe {X < ¢! zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi zdarzenie {U < F (1)}.

Przypus¢my, ze zachodzi zdarzenie {X <t¢}.

Niech X = ¢. Z definicji zmiennej losowej X (infimum) wynika, ze dla kazdego m = 1,2,...
istnieje punkt x,, spetniajacy warunki ¢ <x,, < t+1/m oraz U < F(x,,). Gdy m — +oo , wtedy ¢ <x,—t
(z prawej strony), a stad, wobec prawostronnej cigglosci dystrybuanty, otrzymujemy nierownos¢
U<F@).

Niech X < t. W zbiorze {x: U < F(x)} istnieje zatem punkt y < t. Wtedy oczywiscie
F(y) <F(t) oraz, z racji przynaleznosci punktu y do zbioru {x: U < F(x)}, mamy U < F(y).
Czyli U< F(1).

Przypus¢my, ze U < F(t); zatem t nalezy do zbioru {x: U < F (x)}, czyli
t> inf{x: t <F(x)} = X, co konczy dowod twierdzenia.

By¢ moze najbardziej spektakularnym efektem zastosowania metody odwracania
dystrybuanty jest generator liczb losowych o rozkladzie wyktadniczym z gestoscig f'(x) = e™, x >
0 : jezeli U,,U,,... jest ciggiem liczb losowych o rozktadzie rtownomiernym U(0,1), to X, X;,..., gdzie
Xi = - InU,, jest ciggiem liczb losowych o rozkladzie wyktadniczym z gestoscia f(x), a w przypadku
gdy X, = 6 - A In U, - ciggiem liczb losowych o rozkladzie wyktadniczym E(O,4) z ggstoscig
(/A)exp (- (x — ex)/A), x > 6.

Odwracanie dystrybuanty jest jednak zwykle zabiegiem skomplikowanym numerycznie i
dlatego opisang wyzej metod¢ rzadko sie¢ stosuje. Na przyktad, dla funkcji odwrotnej do
dystrybuanty rozkladu normalnego N(0,1) podano (patrz Odeh i Evans (1974)) nastepujace
przyblizenie w praktycznie wystarczajacym przedziale:

0 () - % g(u), gdy 107 < u< 0.5
- g(1-u), gdy 0.5¢u<1-10"

gdzie:

t-Lt) t=+-2lnu

g(u) = M)

3.1. Metody ogolne

L(t) = 0.322232431088 + ¢ + 0.342242088547¢ +
+0.02042312102457 +0.0000453642210148¢,

M(t) = 0.0993484626060 + 0.588581570495¢ + 0.5311034623661” +
+0.1035377528507 + 0.0038560700634¢*



Metoda odwracania dystrybuanty mozna oczywiscie generowaé wszelkie zmienne losowe,
chociaz czasami moze to by¢ bardzo ucigzliwe numerycznie.

Przyklad 1. Jezeli zmienna losowa U ma rozklad rownomierny U(0, 1), to zmienna losowa
X = bU"/* ma rozklad Pareto o dystrybuancie F,;, (x) = 1-(b/x)“, x >b. .

Przyklad 2. Jezeli zmienna losowa U ma rozklad rownomierny U (0,1), to zmienna losowa X
= In (U/(1-U)) ma rozktad logistyczny o dystrybuancie F' (x) = 1/(1 +e”). .

Przyklad 3. Jezeli zmienna losowa U ma rozklad rownomierny U(0,1), to zmienna losowa
X = F!(F(a) + (F(b) - F(a))U) ma rozktad o dystrybuancie F ucietej do przedziatu [a, b]. .

Przyklad 4. Jezeli Uy, jest k-tg statystyka pozycyjng z ciagu U,,... ,U,niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie rownomiernym U(0,1), to £/(U;.,) ma taki sam rozktad jak k-
ta statystyka pozycyjna z ciagu X,..., X, niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym roz-
ktadzie z dystrybuantg F. .

Podstawowa zaleta metody odwracania dystrybuanty polega na tym, ze do wygenerowania
zmiennej losowej o danym rozkladzie potrzebna jest tylko jedna zmienna losowa o rozktadzie
rownomiernym U(0,1). Fakt, ze wyrdzniamy to jako zalet¢ metody, jest zwigzany z niedoskonatoscia
generatoréw liczb losowych o rozktadzie rownomiernym, polegajaca na tym, ze kolejne liczby
z takiego generatora mogg nie by¢ niezalezne, a wigc uzycie kilku kolejnych liczb U(0,1) moze
deformowa¢ wynikowy rozklad prawdopodobienstwa. Obserwuje si¢ to szczegélnie wtedy, gdy
uzywa si¢ standardowych procedur typu Random wmontowanych w kompilatory typowych
jezykow programowania lub gdy niektore rozpowszechnione pakiety programow sg uzywane
bezkrytycznie.

3.1.2. Metoda eliminacji

Metode eliminacji zaproponowal John von Neumann (von Neumann (1951)). Najpierw
przedstawimy te metod¢ dla najprostszego przypadku, gdy gestose prawdopodoblenstwa f (x)
interesujacego nas rozkladu Jest dodatnia na pewnym ograniczonym przedziale (a, b), ograniczona
przez pewna statg d > O i réwna zeru poza tym przedzialem. Nastgpnie podamy ogdlng postac tej
metody, jej zastosowanie do bardzo waznego w praktyce generatora liczb losowych z ogona
rozktadu normalnego oraz zaprezentujemy metod¢ eliminacji dla przypadku, gdy gesto$¢ rozktadu
prawdopodobienstwa generowanej zmiennej losowej mozna przedstawi¢ w pewnej szczeg6lnej
postaci. Powiemy takze o pewnych mozliwosciach przys$pieszania algorytmow konstruowanych ta
metoda.

Wariant podstawowy metody eliminacji
Niech f bedzie gestoscia prawdopodobienstwa interesujacego nas rozktadu, dodatnig na
pewnym ograniczonym przedziale (a,b), rtd6wna zeru poza tym przedzialem i ograniczong przez

pewna stala d > 0. Nastepujacy algorytm generuje liczby losowe o rozkladzie z takg gesto$cia f'(x):

1. Wygenerowa¢ dwie niezalezne zmienne losowe U, 1 U. o rozktadach rownomiernych U(a,b)

i U(0,d).

2. Jezeli U, < f(U)), to przyja¢ X = U,; w przeciwnym przypadku pare(U,, U,) wyeliminowac i
powtdrzy¢ obliczenia od wygenerowania nowej pary zgodnie z punktem 1.

Otrzymana w ten sposob zmienna losowa X ma rozktad o gestosci f; méwia o tym dwa podane
nizej twierdzenia. Zanim je sformutujemy, wprowadzimy niezbedne oznaczenia.



Jezeli C jest danym zbiorem na plaszczyznie, to przez /(C) oznaczamy pole powierzchni
(miar¢ Lebesgue'a na ptaszczyznie) tego zbioru. Przez 4 oznaczamy zbiodr (rys. 3.1a)

A={(x,u)a<x<bh0<u<f(x)}
Niech (a, b) x (0, d) oznacza prostokat o wysokosci d > O, zbudowany na odcinku (a, b).

Mamy oczywiscie L((a,b) x (0,d)) = (b - a)d, a poniewaz f jest gestoscig pewnego rozktadu
prawdopodobienstwa, wigc 1,(A) = 1.

g) j b) )
| [ u
d-—4-——-—- . df- =+
: :
{ [
|
| -
A\
N \ - .
@ boox A
Rys. 3.1

Moéwimy, ze punkt losowy w ma rozklad réwnomierny na zbiorze DU 072, jezeli dla
podzbioréw C tego zbioru zachodzi rdownos¢ P{w € C} =L (C)/l5(D)

TWIERDZENIE 3.2. Mech (Xi, U)), (Xz, U»),... bedzie ciggiem punktow losowych o
rozktadzie réwnomiernym na prostokacie (a, b) x (0, d) 1 niech (X, U) bedzie pierwszym punktem
tego ciggu, ktory wpada do zbioru A. Wtedy punkt losowy (X, U) ma rozktad rownomierny na
zbiorze A.

Dowdd. Rozwazmy podzbiér B zbioru A4 (rys. 3.1b) i1 niech [x(B) bedzie polem jego

powierzchni. Mamy udowodnié, ze P{(X,U) € B} = [,(B)/l:(4). Wynika to latwo z nastepujacych
rachunkow:

P{(X,U)0 B} = Z P{(X,,U)D A, (X,.,,U,. )0 A,(X,,U)0 B} =

¥ (1 By LB L®B)
= (b- a)d (b-a)d 1,(A)

TWIERDZENIE 3.3. (a) Jezeli U ma rozktad rownomierny U(0,1), X ma rozktad o gestosci f
(x) oraz X i U sg niezalezne, to punkt losowy (X, U f (X)) ma rozktad rownomierny na zbiorze A.

(b) Jezeli punkt losowy (X, U) ma rozklad rownomierny na zbiorze A, to zmienna losowa X ma
rozktad o gestosci f(x).

D ow 6 d. (a) Jezeli U ma rozktad rownomierny U(0, 1), to dla kazdego ustalonego x zmienna



losowa V' = U f (x) ma rozktad réwnomierny U (0, f (x)). Dla ustalonego x i dla danego zbioru
B U C oznaczamy B, = {u: (x, u) € B}.

Wtedy

L(B)
L(4)

PICXUX))] By | % [ %%f(x)dx: [[ i 1,(B):

czyli (X,U £ (X)) ma rozktad rownomierny na zbiorze A.

b) Oznaczamy 4, = {(x,u):a<x<t,0 <u <f(x)}. Wtedy

t f(x) t
megzpm&UmAgﬂq'ﬂz:Iﬂmw

czyli f(x) jest gestoscig rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.
Wariant ogolny metody eliminacji

W rozwazanej najprostszej wersji algorytmu metody eliminacji wyjsciowy punkt losowy (U;,
U,) miat dwuwymiarowy rozktad rownomierny na prostokacie o podstawie (a, b) i wysokosci d.
Wykres funkcji gestosci catkowice miescit si¢ w tym prostokacie. Punkt (U;,Us) byt akceptowany,
jezeli wpadt pod wykres funkcji gestosci lub eliminowany w przeciwnym przypadku.

Najogolniejszy wariant metody eliminacji, w ktorym generowany element losowy X moze by¢
wielowymiarowa zmienng losowa (wektorem losowym), a obszarem zawierajacym wykres gestosci
moze by¢ dowolny obszar w przestrzeni o odpowiedniej liczbie wymiarow, jest teoretycznie
uzasadniony przez dwa nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 3.2 A. Przypu$émy, ze &,,&,... jest ciggiem niezaleznych elementéw losowych o
jednakowym rozkladzie w R*. Niech 4 bedzie zbiorem w R, takim ze P{&, € A} > O oraz niech 5
oznacza element losowy réwny pierwszemu elementowi &, przyjmujacemu warto§¢ w zbiorze A.
Wtedy dla B0 R*zachodzi rownosé

Pmum:%mguAnm

gdzie p = P{& € A}. W szczegolnosci, jezeli &;,&,... sg niezaleznymi punktami losowymi o
rozktadzie rownomiernym na pewnym zbiorze Q 0 A, to # ma rozktad rownomierny na zbiorze A.
D

Twierdzenie 3.3A. (a) Jezeli X jest punktem losowym o rozktadzie z gestoscia g¢ w k-
wymiarowej przestrzeni R¥, U jest zmienng losowa o rozktadzie rownomiernym U (0, 1) i X oraz U
sg niezalezne, to punkt losowy (X, Cug (X)) ma rozktad rOwnomierny na zbiorze Q = {(x, u): x ¢ R¥,
0 <u<cg(x)} ¢ R, gdzie ¢ > 0 jest dowolng stalg, (b) Odwrotnie: jezeli punkt losowy (X, U) ma
rozklad rownomierny na zbiorze €, to X ma rozktad o gestosci g.
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Dowody tych twierdzen sg fatwymi modyfikacjami dowodéw twierdzen 3.2 i 3.3. Prowadza
one do nastgpujacej konstrukcji generatora liczb losowych o rozktadzie z ggstoscig f, okreslong na
niekoniecznie ograniczonym zbiorze w przestrzeni k-wymiarowej R* dla k> 1 (rys. 3.2).

1. Wybra¢ takg gestos¢ prawdopodobienstwa g, zeby generowanie liczb losowych o tej
gestosci bylo tatwe i1 szybkie oraz wyznaczy¢ statg ¢ > O, takg zeby

f(x)< cg(x) dlawszystkich x (3.4)

Ze wzgledu na ten warunek gestos¢ g(x) bedziemy nazywali gestoscig dominujaca. Za obszar Q w
twierdzeniu 3.2A przyjacé

Q={(x, u): xe R*, 0<u<cg(x)}

2.Wygenerowa¢ punkt losowy X o rozkladzie z gestoscig g oraz liczbe losowa U o rozkladzie

rownomiernym U(0,1). Wtedy, na mocy pierwszej tezy tw. 3.3A, punkt losowy (X, cUg(X)) € R*"
ma rozktad rownomierny na zbiorze Q.

3. Powtarza¢ generowanie wedlug p. 2 dopoty, dopdki kolejno wygenerowany punkt nie
wpadnie do zbioru 4 = {(x, u): x € R*, 0 <u < f(x)}, tzn. dopoki nie zostanie spetniony warunek
akceptacji

cUg (X) =1 (X) 3-5)

Na mocy tw. 3.2A tak uzyskany punkt ma rozktad r6wnomierny na zbiorze 4, a wigc na mocy
rugiej tezy tw. 3.3A X ma rozktad o gestosci f'(x).

Podstawowy algorytm metody eliminacji ma, wigc nastgpujacg postac:

ALGORYTM 3.1
Repeat
Generuj X o rozkladzie z gestoscig g
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0,1)
until
cUg(X) = f(X)
Return X



Zauwazmy, ze do tej pory nie powiedzieliSmy doktadnie, jak wyznacza si¢ stalg ¢ w opisanym
algorytmie; sformulowaliSmy dla niej tylko jeden warunek: (3.4). Jest oczywiste, ze jezeli pewna
liczba ¢, spelnia warunek (3.4), to rowniez spetnia go kazda liczba ¢, > ¢,. Wyznaczenie ,,dobre;j"
statej ¢ opiera si¢ na nastgpujacym rozumowaniu: pewnym elementem algorytmu jest powtarzanie
losowania punktow (X,U) dopoty, dopoki nie zostanie spetniony warunek (3.5), powinniSmy wigc
postara¢ si¢ o to, zeby zostal on spetniony jak najszybciej. Mozemy to osiggnaé wybierajac taka
stala c, aby prawdopodobienstwo spelnienia warunku (3.5) byto mozliwie jak najwicksze. Ale

f(x)/eg(x)
PlUcg(X)s f(X)}= [gdr [ du=

R¥ 0

o | —

wiec optymalna stala ¢ jest najmniejszg stalg spetniajaca zaleznos¢ (3.4). Jest nig oczywiscie

VACY)
¢ = sup—— 3.6
£(®) (36
Przyklad 1 (generowanie rozktadu normalnego za pomocq rozktadu wykladniczego).
Generujemy zmienng losowa o rozkladzie normalnym N (0, 1). W tym celu generujemy najpierw X
o gestosci  f(x)= ~2/1 exp(- x*/2) (dodatnia poléwka rozkladu normalnego), a pdzniej

wyposazamy X w znak + lub -, kazdy z prawdopodobienstwem 1/2. Za ggstos¢ dominujaca
przyjmijmy gesto$¢ g(x) = e™, x > O, rozkltadu wyktadniczego. Jest to rzeczywiscie tatwy rozklad,
bo jezeli U ma rozkltad réwnomierny U(0,1), to - In U ma rozktad o gestosci g (patrz p. 3.1.1).

Otrzymujemy stala ¢ = </2e/m 1algorytm przyjmuje postaé

ALGORYTM 3.2
Repeat
Generuj X o rozktadzie wyktadniczym E(0,1)

Generuj U o rozktadzie rownomiernym U(0,1)

Wf%Ue'x < \/ze”‘z/2
m m

until

Return X

Warunek zakonczenia pgtli powtorzen jest oczywiscie rOwnowazny z warunkiem

(X-1?<-2InU

W celu zakonczenia generowania zmiennej losowej o rozkladzie N(0,1) wystarczy teraz
wyprodukowa¢ kolejne U o rozktadzie U(0,1) i zamieni¢ X na - X, gdy np. U < 0.5. Mozna
ewentualnie skorzysta¢ z generatora liczb losowych V' o rozktadzie réwnomiernym U (-1,1) 1
zakonczy¢ obliczenia dzialaniem X = XsignV. Dalsze uproszczenie, polegajace na tym, ze generuje
si¢ tylko dwie zmienne losowe V1 X zamiast trzech U, V1 X, opiera si¢ na nastgpujacym lemacie:

LEMAT 3.1. Jezeli zmienna losowa W ma rozklad rownomierny U(-1,1), to zmienna losowa |—

[Wl ma rozktad réwnomierny U(0,1), a dwupunktowa zmienna losowa sign W ma rozklad
rownomierny na zbiorze {-1,1} i te dwie zmienne losowe sg niezalezne.



Latwy dowod tego lematu, jak réwniez odpowiedniga modyfikacje algorytmu, pozostawiamy
Czytelnikowi. y

Przyklad zastosowania: ogon rozkladu normalnego

Jako przyktad praktycznego zastosowania metody eliminacji, a zarazem przyktad réznych
trikow stosowanych w programowaniu generatorow liczb losowych o zadanych rozkladach
prawdopodobienstwa, omoéwimy zagadnienie generowania zmiennej losowej z prawego ogona
rozktadu normalnego N(O, 1), tzn. zmiennej losowej X o rozktadzie z gestoscia

i B e-x2/2
Ji(x) = \/n:m, x2t 3.7

Przedstawimy trzy algorytmy generowania tej zmienne;j.

Przyklad 2 (ogon rozktadu normalnego 1). Generator liczb losowych X o rozkladzie z
gestoscig (3.7) mozna skonstruowaé metodg eliminacji, korzystajac z oczywistej nierdéwnosci

Prawg strong tej nierdwno$ci mozna przedstawi¢ w postaci c(f) * g«(x), gdzie c(z) jest stalg (zalezng
od parametru obciecia £) oraz g(x) jest gestoscia pewnego rozktadu prawdopodobienstwa. Zeby z
funkcji x exp (-x?/2) zrobi¢ gesto$¢ prawdopodobienstwa na przedziale (¢, +o), obliczamy stalg
normujaca

+o
-x2 /2 - -2
Ixe “Tdx=e

t

1 otrzymujemy

1 2 2H
(0= xexpl= (> - ... (%)
Dz D(a )

gdzie 1a(x), jak zwykle, oznacza funkcj¢ wskaznikowa zbioru A4, tzn. funkcj¢ przyjmujaca wartosé
1 na zbiorze A4 oraz 0 poza nim.

Ograniczenie z gory gestosci (3.7) przyjmuje postaé

i D) e-x2/2
Si(x)= \/n:ms c(t)g,(x)

gdzie:

R
O -0 )

W standardowym algorytmie, konstruowanym metoda eliminacji, generujemy X o rozkltadzie z
gestoscig g(x) oraz U o rozktadzie rownomiernym U (0, 1) 1 sprawdzamy warunek akceptacji

c(t) Ugdx) < fi(x)
ktory po prostych przeksztalceniach przyjmuje postac
UX <t



Jezeli X ma rozktad prawdopodobienstwa o gestosci gi(x), to
PLX S x}= [ g, ()= 1- exph= (¢ - x)H
! 02 0

wiec zmienng losowa X mozemy generowa¢ metoda odwracania dystrybuanty: X = /¢ - 2InV ,

gdzie V jest zmienng losowa o rozktadzie rownomiernym U(0, 1). Ta operacja wymaga obliczania
logarytmu naturalnego 1 pierwiastka kwadratowego w gltoéwnej petli algorytmu. Obliczanie
logarytmu mozna ewentualnie zastapi¢ generatorem zmiennej losowej o rozktadzie wyktadniczym,
natomiast obliczanie pierwiastka da si¢ wyprowadzi¢ poza gldwna petle algorytmu, gdzie bedzie on
obliczany tylko jeden raz dla kazdej generowanej liczby losowej zamiast wielokrotnie, przy okazji
kazdego kandydata na te liczbe. Mozna to wykona¢ w nastgpujacy sposob. Warunek {UX < ¢} jest
tutaj rownowazny z warunkiem {U’X* < #}. Ale X* = £ -2InV = 2(#/2 - InV). Wprowadzajac stalg r
= /2 i zmienng losowg Y o rozkladzie wyktadniczym E(r, 1), otrzymujemy algorytm

ALGORYTM 3.3

Repeat
Generuj Y o rozkladzie wyktadniczym E(r, 1)
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0, 1)

until

20°Y <r

Return X = \J2Y

Przyktad 3 (ogon rozktadu normalnego 11). Wezmy pod uwage nastepujacg nieroOwnosc:
exp (-x%/2) <exp (£/2 —tx), x>t
Gesto$¢ dominujgca wyraza si¢ wzorem

exp(t’/2- &), (%)
gt(x) = +wo o) = texp(l‘2 - tx)l(t,m)(x)
L exp(t’/2- ty)dy

Algorytm przyjmuje postaé: generuj X o rozkladzie z gestoscia g(x) oraz U o rozkladzie
rownomiernym U (0, 1) dopoty, dopoki nie zostanie spelniony warunek

Uexp (£ /2 - tx) < exp (-x*/2)

czyli warunek

(X-1)> <2In U

Pozostaje wybdor metody generowania zmiennej losowej X o rozktadzie z gestoscia g (x).

LEMAT 3.2. Jezeli zmienna losowa Y ma rozktad wyktadniczy E(0,1), to zmienna losowa X
=t + Y/t ma rozktad o gestosci g#(x).

Po podstawieniu w warunku akceptacji ¥/f zamiast X - ¢ oraz zmiennej losowe] W o rozkladzie
wyktadniczym E (0,1) zamiast — In U, otrzymujemy



ALGORYTM 3.4

Repeat
Generuj Y o rozkladzie wyktadniczym E(0,1)
Generuj W o rozktadzie wyktadniczym E(0,1)
until
Y < 26w
Return X =t + Y/t

W przyktadach 2 i 3 mamy statg c(¢) = o(¢) / (¢(1 - D(¢))), czyli efektywnosé eff(t) =1 /c(¢)
mierzona prawdopodobienstwem akceptacji, jest rowna odpowiednio: eff(l) = 0.6556, eff(2) =
0.8427, eff(3) = 0.9138, eff(4) == 0.9470, itd.

Algorytm przedstawiony w nastepnym przyktadzie jest bardziej efektywny, ale wymaga nieco
dtuzszego czasu przygotowawczego, potrzebnego do obliczenia statych algorytmu.

Przyklad 4 (ogon rozkiadu normalnego 111). Tak samo jak w przyktadach 2 1 3, generujemy
zmienng losowa X o rozkladzie z gestoscia (3.7), ale za gestos¢ dominujaca przyjmujemy teraz
gestos¢ przesunigtego rozktadu wyktadniczego

g, (x)= Ae' 0, x>t

Dystrybuanta tego rozktadu jest G,, (x) = 1- exp(-1 (x - 1)). Generowanie zmiennej losowej X o
takim rozkfadzie mozna wykona¢ metodg odwracania dystrybuanty za pomocg wzoru
X =1t-(1/1)In(l- U) gdzie U jest zmienng losowa o rozktadzie rownomiernym U (0,1) lub wzoru
X =1t-Y, /), gdzie Y, jest zmienng losowg o rozktadzie wyktadniczym E(0,1). Zgodnie z og6lng
zasadg metody eliminacji bedziemy teraz generowac niezalezne zmienne losowe U 1 V' o rozkladzie
rownomiernym U(0,1) i obliczaé¢ X = ¢- (1/1)InU dopéty, dopdki nie zostanie spetniony warunek
cVg,, (X)< f,(X)przy odpowiednio wybranej stalej c. Dla ustalonych wartosci parametrow ¢ oraz
A optymalna stata ¢ = c(¢,1 ) wynosi

sup £ (x) _ Sup J2in

.0 x21g,(x) x2 tm

exp@A (x- 1) - %ng

Maksimum po prawej stronie tego wzoru jest osiggane dla takiej wartoSci x > ¢, ktora

1
maksymalizuje wielko§¢ A (x - £)* - Exz , czyli dla x = A, gdy A > ¢ lub dla x = ¢t w przeciwnym
przypadku. Otrzymujemy stad optymalng wartos$¢ statej c(A, f), wyrazajaca si¢ wzorem

D / 2
Hﬁ/qf([))exp%%-/\t%, gdy A2t
A =
R N
321 (1- 9 (1)

Parametr A jest do naszej dyspozycji, mozemy zatem przypisa¢ mu taka warto$¢, zeby przy danym ¢
zminimalizowa¢ c(A, f). Tg warto$cig jest

IIENIOE %(\/ﬁTm z) (3.8)

exp(-t*/2), gdy A<t



1 stad otrzymujemy optymalng warto$¢ c,,=c(?):

i 2/ HWE +4-30( + 4+ 0
= exp
e+ asna-o@) 4 8 ]

c(t) (3.9)

Po podstawieniu w warunku akceptacji optymalnych warto$ci parametréw A i ¢, po prostych
przeksztatceniach warunek ten przyjmuje postaé

Lex-ay
VSexp@ 2(X A)@

skad ostatecznie otrzymujemy algorytm

ALGORYTM 3.5

Repeat
Generuj Y, o rozktadzie wyktadniczym E(0, 1)
Generuj Y> o rozkladzie wyktadniczym E(0, 1)

X=t+Y/A

until
1 2
E(X‘ 1) <Y,

Return X

Efektywnos¢ eff(¢) = 1/c(¢), na mocy wzoru (3.9), wynosi eff(l) = 0.8765, eff (2) = 0.9336,
eff(3) = 0.96009, eff(4) = 0.9749, itd. .

Metoda eliminacji dla gestosci /' (x) = cp(x)g(x)
Podamy kilka wersji metody eliminacji, zwigzanych ze szczegdlnymi postaciami gestosci.
1. Jezeli gestos¢ f mozna przedstawi¢ w postaci f'(x) = cp(x)q(x), gdzie p(x) jest takze gestoscia

pewnego rozkladu, a funkcja g(x) przyjmuje wartosci tylko w przedziale [0,1], to algorytm
przybiera postac

ALGORYTM 3.6
Repeat
Generuj X o rozkladzie z gestoscig p
Generuj U o rozkiadzie rownomiernym U(0,1)
until
U=q(X)
Return X
2.Jezeli gestos¢ f mozna przedstawi¢ w postaci f (x) = cp(x)g(x), gdzie p(x) oraz ¢(x) sa,

odpowiednio, gesto$cig 1 dystrybuantg pewnych rozkladow prawdopodobienstwa, to algorytm
przyjmuje postac



ALGORYTM 3.7

Repeat
Generuj X o rozkladzie z gestoscig p
Generuj Y o rozkiadzie z dystrybuantq q
until
Y<Xx
Return X
3.Jezeli gestos¢ f mozna przedstawi¢ w postaci f(x) = cp(x)q(#(x)), gdzie p(x) oraz g(x) sa,

odpowiednio, gestoscig 1 dystrybuantg pewnych rozktadéw prawdopodobienstwa, to algorytm
przyjmuje postacé

ALGORYTM 3.8
Repeat
Generuj X o rozkladzie z gestoscig p
Generuj Y o rozkladzie z dystrybuantq q
until
Y<¢X)
Return X
4.Jezeli gestos¢ f mozna przedstawi¢ w postaci f (x) = cp(x)(1 - g(x)), gdzie p(x) oraz g(x) sa,

odpowiednio, gestoscia i dystrybuantg pewnych rozktadow prawdopodobienstwa, to algorytm
przyjmuje postac

ALGORYTM 3.9
Repeat
Generuj X o rozkladzie z gestoscig p
Generuj Y o rozktadzie z dystrybuantq q
until
Y>X
Return X
5.Jezeli gestos¢ f mozna przedstawi¢ w postaci f(x) = cp(x) (1 - g(t(x))), gdzie p(x) oraz g(x) sa,

odpowiednio, gestoscia 1 dystrybuantg pewnych rozktadow prawdopodobienstwa, to algorytm
przyjmuje postac

ALGORYTM 3.10

Repeat Repeat
Generuj X o rozkitadzie z gestoscig p
Generuj Y o rozktadzie z dystrybuantq q
until
Y > t(X)
Return X

Przyklad 5 (dodatnia potowka rozktadu normalnego N(0,1)). Dla dodatniej potéwki rozktadu



normalnego N(0,1) mamy f(x)= +/2/1 exp(- x*/2), x> O, co mozna zapisa¢ w postaci
f@= | 2ei- a- e
n

Algorytm przyjmuje zatem nastepujaca postac:

ALGORYTM 3.11

Repeat
Generuj X o rozkladzie wykiadniczym E(0,1)
Generuj Y o rozktadzie wyktadniczym E(0,1)
until

1 2
= —(X-1
S (XD
Return X
O pewnych dalszych rozwinigciach i zastosowaniach metody eliminacji powiemy w p. 3.1.4
Warunki szybkiej eliminacji lub szybkiej akceptacji

W przedstawionych wyzej algorytmach pojawiat si¢ warunek eliminacji, ktéry mogt przybierad
rozne postaci:

ve SO
cg(X)
lub
cUg(X)< f(X)
lub

X <hU)
przy odpowiednio zdefiniowanej funkcji h, itp. Skoncentrujmy uwage na warunku (3.10).

Moze si¢ okazaé, ze obliczenie prawej strony nierownosci (3.10) jest czasochtonne i, wobec
koniecznosci generowania dziesigtek lub setek tysiecy liczb losowych, moze optaci¢ si¢
wyznaczenie dwoch prostych funkcji a(x) 1 f(x), bliskich funkcji f{x)/cg(x), takich ze

o (x)< S < B (x) dla wszystkich x
cg(x)
Zdarzenie
{U<a(X)} (3.11)
prowadzi oczywiscie do zaakceptowania wygenerowanej liczby losowej X, a zdarzenie
{U>pX)} (3.12)

prowadzi do jej eliminacji i w konsekwencji do nowego generowania pary (X, U) (patrz rys. 3.3).
Jezeli zadne z tych zdarzen nie zachodzi, o akceptacji lub eliminacji pary (X, U) decyduje spetnienie
lub niespelnienie warunku (3.10), ale jezeli réznice p(x) - a(x) sa male, to czasochtonna
weryfikacja nieréwnosci (3.10) bedzie odbywata si¢ rzadko.



Rys.3.3

Warunek (3.11) nazywa si¢ warunkiem szybkiej akceptacji, a warunek (3.12) warunkiem
szybkiej eliminacji.
Uogolnienie opisanego wyzej pomystu polega na konstrukcji ciagu nieréwnosci

Q@SA@ﬁﬁﬁ»%u) 3.13)

1 kolejnym sprawdzaniu odpowiednich warunkéw, np. w nastepujacej kolejnosci

0, ()<, (x)$..0,(x)¢

Usa, (X), U>B,(X), Usa, (X),.,Us S
cg(x)

Oczywiscie, pierwsze spelnienie jednej z kolejnych nierownosci przerywa procedurg.

Przyklad 6. W wielu algorytmach pojawiajg si¢ warunki akceptacji lub eliminacji postaci

V <e™ lub Y < InX. Korzystajac z nierdwnosci
2

1-x<e <l-xt
2

lub

- (- x)< -x, 0¢< x<1

fatwo mozemy skonstruowac¢ odpowiednie warunki szybkiej akceptacji i szybkiej eliminacji. .

Jeden z efektywnych sposobow konstruowania ciggu nieréwnosci (3.13) polega na
rozwinigciu w szereg naprzemienny funkcji f{x)/cg(x) wystepujacej w warunku 3.10. Szczegotowe
sformutowanie tej idei pozostawiamy Czytelnikowi.

3.1.3. Metoda superpozycji rozkladow

Konstrukcja ogolna
Przedstawmy gestos¢ f rozktadu zmiennej losowej X w nastepujacej postaci

S = [ g (h(n)di (3.14)

gdzie g(x) jest dla kazdej ustalonej wartoSci parametru ¢ gestoscia pewnego rozktadu
prawdopodobienstwa oraz A(¢) jest rbwniez pewng gestoscia.



Wz6r (3.14) mozna réwniez odczyta¢ w nastepujacy sposob: zmienna losowa X ma rozktad
0 gestosci gi(x) zaleznej od pewnego parametru 7, ktory z kolei jest zmienng losowa o gestosci A(%);
wtedy f'(x) jest gestoscig bezwarunkowego rozktadu zmiennej losowej X.

Rozktad prawdopodobienstwa o gestosci (3.14) nazywa si¢ rozkladem ztozonym, (patrz np.
Fisz (1967), Krysicki i1 in. (1989)), a w literaturze angielskiej (np. Devroye (1986)), w takich
przypadkach méwi si¢ o dekompozycji rozktadu f.

Sposob generowania zmiennej losowej X o rozktadzie z gestoscig (3.14) jest catkiem
naturalny:

1. Wygenerowaé zmienng losowg T wedhlug rozktadu o gestosci 4.
2. Dla wygenerowanej warto$ci ¢t zmiennej losowej 7 wygenerowac¢ X wedtug rozktadu
z gestoscig gi(x).

Metoda superpozycji rozktadéw zostata zaproponowana w pracy Butlera (1956), gdzie
rowniez podano pierwsze przyktady jej zastosowania.

Reprezentacja (3.14) gestosci f (x) za pomoca caltki jest bardzo ogolna i w szczegdlnosci
obejmuje przypadek, w ktorym

f@= Y pg (315

gdzie p; 2 0, Z jl p; = 1 oraz g gestosciami pewnych rozktadow prawdopodobienstwa. W

praktycznych zastosowaniach najczesciej uzywa si¢ dekompozycji

fx)= z p:g:(x) (3.16)

gdzie K jest skonczong, zwykle nieduzg liczbg. Jeden ze sposobdéw dokonania takiej dekompozycji
polega na tym, ze przedzial, na ktorym gestos$¢ f(x) jest dodatnia, rozbija si¢ na sum¢ rozigcznych
przedziatléw (lub ogoélniej: zbiordw) A4,, As,..., Ax w taki sposob, zeby procedury generowania liczb
losowych na kazdym z tych matych zbioréw byly tatwe i szybkie.

Po rozbiciu przedzialu okre§lonos$ci gestosci na przedzialy 4,,4,,..., Ax1 wyznaczeniu liczb
P [ S

otrzymujemy nastepujaca reprezentacj¢ dla gestosci f:

£ 1, (x)f(x)
f(x) - Z pigi(x)’ gi(x) = AT
i=1 i
Stad otrzymujemy algorytm:
1. Wygenerowaé zmienng losowa / o warto$ciach w zbiorze {1,2,..., K}.
2. Dla wygenerowanej wartosci / =i wygenerowa¢ X wedlug rozktadu z gestoscig

gi(x) = Li(x) f (x) /pi.

Na malym przedziale mozna tatwiej znalez¢ ,,dobra" gestos¢ A majoryzujaca g w tym
sensie, ze gi < ¢; h; dla odpowiedniej statej ¢; (por. p.3.1.2). Powiemy o tym doktadniej ponizej. W



szczegolnosci, gestos¢ h; moze by¢ wielomianem, ktoéry dobrze przybliza z goéry funkcje gi. O
generowaniu zmiennych losowych o rozkladach z gestoSciami wielomianowymi powiemy
doktadniej na s. 59.

Kombinacja metody superpozycji z metoda eliminacji

W przypadku gdy liczby losowe o rozktadach zdeterminowanych przez dekompozycje
(3.15) sa generowane metoda eliminacji za pomoca odpowiednio wybranych gesto$ci dominujacych
hi, punkt 2 w podanym wyzej algorytmie przyjmuje postac:

2'. Dla wygenerowanej warto$ci / = 1 wygenerowac¢ X o rozktadzie z gestoscia /; oraz U o
rozktadzie rownomiernym U(0, 1). Zaakceptowaé ten wynik, gdy ¢;Uhi(X) < gi(X) lub powtoérzy¢
losowanie pary (X, U). Przypadek dekompozycji (3.14) jest analogiczny, wigc nie bedziemy si¢ nim
zajmowali.

Dwa nastepujace przyktady, oba zwigzane z rozkladem normalnym, ilustrujg opisang
metode.

Przyklad L. (dodatnia potowka rozktadu normalnego N(0, 1)). Generujemy zmienng losowa
X o rozkladzie z gestoscia

f(x)= \Ee'm, x2 0 (3.17)
m
Przedstawiamy t¢ gesto$¢ w postaci
S =0, /,(0)g(x)+0,1,(x)g, (%) (3.18)
gdzie
o el
1 i 2 \/E
01 di 0< x<1 022D 2 1
fw=g, 0 S JAC R ©
10  pozatym 70  pozatym
gl(x) - e-x2/2 gz(x) - e—(x-2)2/2

Poniewaz a,/( o4 + an) = 2/3 oraz ax/( oy + az) = 1/3, wiec z prawdopodobienstwem 2/3 bedziemy
generowali zmienng losowa X o rozkladzie z gestoscig fi 1 dokonywali ewentualnej eliminacji
wedlug funkcji g, lub z prawdopodobienstwem 1/3 bedziemy generowali zmienng losowa X o
rozkladzie z gestoscig f, 1 dokonywali eliminacji wedtug funkcji g». Otrzymujemy nastepujacy
algorytm:

ALGORYTM 3.12

Generuj V o rozkladzie rownomiernym U(0,1)
2
IV < 3

then
Repeat
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0,1)



Generuj X o rozktadzie rownomiernym U(0,1)
until U <exp (- X°/2)
else
Repeat
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0,1)
Generuj X z gestoscig 2"
until U < exp(-(X - 2)’/2)
Return X

Ze wzgledéw dydaktycznych pozostawiamy ten algorytm w takiej wilasnie postaci,
nawigzujacej bezposrednio do wzoru (3.18), ale Czytelnik z tatwoscia zauwazy, ze jezeli w
pierwszym kroku algorytmu zamiast U bedzie generowana zmienna losowa o rozkladzie
wyktadniczym E(0,1), to z warunkéw akceptacji zniknie funkcja exp. Przedstawiony tu algorytm
pochodzi z pracy Butchera (1960).

Przyklad 2. Pewne uogodlnienie metody przedstawionej w poprzednim przyktadzie polega
na wprowadzeniu parametréw liczbowych do reprezentacji (3.18), ktorg teraz traktujemy jako
reprezentacje gestosci rozktadu normalnego N(0,1) na calej prostej, i optymalizacji algorytmu przez
odpowiedni wybor wartosci tych parametrow. W tym celu w dekompozycji (3.18) definiujemy

a:sz a -1 1exﬁ-Au
A N TR

1 } |ITERD
fosty A e foe gt e b
5 0 poza tym 50 poza tym
g(x)= exp(-x"/2) 2, ()= exp(-(f - 1)°/2)

Proponujemy Czytelnikowi sprawdzenie, ze oczekiwana liczba obliczen potrzebnych do uzyskania
jednej wartosci zmiennej losowej X jest najmniejsza wtedy, gdy ) = /2 orazy = 1/ V2.
Przedstawione tu uogoélnienie pochodzi z ksigzki Hammersleya i Handscomba (1961). .

Rozklady o gestosciach wielomianowych

Przypus¢my, ze zmienna losowa X ma rozktad o gestosci f, ktorg mozna przedstawi¢ w postaci
szeregu potgegowego

1

M
f()=Y ex, 0< x<1, ¢ 20
=1

przy czym M < oo . Wtedy Z le ¢; /(i+ 1) = 1i otrzymujemy prosty algorytm:

1. Wygenerowa¢ indeks 7 € {1,2,...} wedhug rozktadu prawdopodobienstwa
P{I=1}=c/(i+1).

2. Dla danej wartosci / = i wygenerowa¢ zmienng losowa o rozkladzie z gestoscia
G+Dx, 0<x<1.



Zmienng losowg o rozkladzie z gestoscig (i + Dx?, 0 < x <1, mozna tatwo wygenerowaé
metoda odwracania dystrybuanty albo za pomoca wzoru
X:maX{U1, Ug, veey UVH-]}

gdzie Uj,...,n; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie rownomiernym
U(0,1).

Moze si¢ okazaé, ze w ,,dobrym" wielomianie aproksymujacym gesto$¢ nie wszystkie
wspotczynniki ¢; sg dodatnie. Zapiszmy ¢;, w postaci

c=c - Gi, Ci+, >0

Wtedy

M M

f(x)= 2 c;x' < 2 ¢, x'

1 =1

Oznaczmy  g(x)= Z jwl ¢, x" . Funkcja

2= g7y ¢

jest gestoscig pewnego rozktadu prawdopodobienstwa i w generowaniu zmiennej losowe] X o
rozkladzie z gestoscia f moze odgrywac role gestosci dominujacej. Otrzymujemy algorytm

ALGORYTM 3.13

Repeat

Generuj X o rozkladzie z gestoscig g

Generuj U o rozkiadzie rownomiernym U(0, 1)
until Ug(X) <f(X)
Return X

Przyklad 3. Zilustrujemy przypadek, w ktorym nosnikiem rozktadu generowanej zmiennej losowe;j
X jest przedziat [-1,1], a nie, jak w algorytmie 3.13, przedziat [0,1],
Niech zmienna losowa X ma rozktad prawdopodobienstwa o gestosci okreslonej wzorem

A 0 poza tym
Otrzymujemy algorytm
ALGORYTM 3.14
Repeat

Generuj X o rozkladzie rownomiernym U(-1,1)
Generuj U o rozkiadzie rownomiernym U(0,1)
until U<1-X°
Return X .

Zauwazmy, Ze ten sposob traktowania wielomiandw z ujemnymi wspotczynnikami tatwo



uogolnia sie na przypadek dekompozycji (3.14), (3.15) 1 (3.16).

W procesie projektowania algorytméw generowania liczb losowych o rozkladach z
wielomianowymi gesto$ciami sg przydatne dwa nastepujace lematy (Devroye (1986)).

Lemat 3.3. Jezeli U, i U, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkiadzie
réwnomiernym U(0,1) oraz a > 1 jest pewng stalq, to zmienna losowa X =U,; " U, ma rozklad o
gestosci

fx) = - x, 0¢ x<1
a-1

Dowod jest elementarny.

Lemat 3.4. Zakiadamy, ze U,,..., U,, n=> 2, jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o
jednakowym rozkladzie rownomiernym U(0,1) i zZe L jest numerem pierwszej zmiennej losowej
U,...,U, ktora nie jest rowna max{U,...,U,}. Niech f(x) bedzie gestosciq rozktadu
prawdopodobienstwa zmiennej losowej U, Wtedy

f(x)= %(l- X, 0¢ x< 1 (3.19)

Dowod. Kazda zmienna losowa U; ma rozktad rownomierny U(0,1), tzn. ma gestos¢ rowng |
na przedziale (0,1). Kazda losowo wybrana zmienna losowa U; ma taki rozklad. Ale losowo
wybrana zmienna losowa U, jest rowna max{U,,..., U,} z prawdopodobienstwem 1/n oraz nie rowna
si¢ max{U,,..., U,} z prawdopodobienstwem (n - 1)/n. W pierwszym przypadku ma rozklad o
gestosci nx™', a w drugim rozktad o gestosci f'(x).

Mamy zatem

n

_1f(x)+lnx”_1:1, 0<x<1
n 2

a stad wzor (3.19).
Przypadek K = 2. Metoda AC

Przedstawmy gestos¢ f zmiennej losowej X w postaci f=f;+f>, gdzie f; oraz f> s3 pewnymi
funkcjami nieujemnymi. Oznaczmy przez p catke I Si(x)dx . Wtedy fi/p oraz f>/(1 -p) sa gestosciami

pewnych rozktadow prawdopodobienstwa. Jezeli funkcje f; 1 f> sg tak wybrane, ze fatwo 1 szybko
potrafimy generowac liczby losowe o rozkladzie z ggstoscia f/p metoda eliminacji (powiedzmy, z
dominujacg gestoscig g) oraz liczby losowe o rozkladzie z gestoscig fo/(1 - p), to generowanie
zmiennej losowej X mozemy wykona¢ za pomoca nastgpujacego algorytmu:

ALGORYTM 3.15

Generuj X o rozkladzie z gestosciq g
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0,1)
1If Ug(X)>/1(X)
then generuj X wedtug rozkladu z gestoscig f>/(1— p)
Return X



W celu przekonania si¢ o poprawnosci tego algorytmu, przesledZzmy nastepujace rachunki.
Dla zbioru B w przestrzeni warto$ci zmiennej losowej X, zgodnie z tym algorytmem mamy

P{XT B}= P{X0 BU,(X)< fi(X)}+
t PU(X)> fi(X)}e J'sz(x)dx/(l' p)

Ale
Si(e)
P{x0 B,U,(X)< fi(X)}= IBEg(x)IOgW du%dx = J'Bfl(x)dx
oraz
PU,(X)> f,(X)}= IHg(x)'[;(m)dxH: Ig(x)dx- Ifl(x)dx: 1- p
g(w)
wiec

P{X0 B} = J'B f(x)dx

Zauwazmy, ze w tym algorytmie mamy w istocie rzeczy do czynienia z dekompozycjg

T RPN A6

=1
/@ O T o

gdzie A¢ jest dopetlnieniem zbioru A, natomiast zbidér A jest zdefiniowany w taki sposob, ze
zdarzenie {X € A}, gdzie X jest zmienng losowa o rozkladzie z gestoscig g, jest rownowazne ze
zdarzeniem {Uy(X) < f;(X)}, gdzie X jest zmienna losowa o rozkladzie z gestoscig g oraz U jest
zmienng losowg o rozktadzie rownomiernym U(0,1) i te dwie zmienne losowe sg niezalezne.

Zaj$cie zdarzenia losowego {U,(X) <f; (X)} przesadza o tym, ze wylosowana w pierwszym
kroku algorytmu liczba losowa X zostanie zaakceptowana, a zajScie zdarzenia przeciwnego
(,,uzupehiajacego") prowadzi do ostatecznego losowania X zgodnie z rozktadem o gestosci fa(x)/
(I-p). Stad wlasnie pochodzi angielska nazwa tej metody: acceptance-complement method lub
krétko: metoda AC. Autorami tego pomystu sa Kronmal i Pe-terson (1981, 1984).

Algorytm 3.15 staje si¢ szczegdlnie prosty 1 szybki, gdy 2 = const; generowanie wedlug
gestosci fo/(l-p) jest wtedy generowaniem zmiennej losowej o rozktadzie roéwnomiernym na
odpowiednim przedziale. Taki algorytm udaje si¢ skonstruowaé, gdy oryginalna gestos¢ f jest
»odcieta od zera": mozna wtedy przyjac f>(x) = inf. f(x). Ten pomyst wykorzystujemy w konstrukcji
generatora liczb losowych o rozktadzie Cauchy'ego (p. 3.2.6).



3.1.4. Metoda ROU

Nazwa metody zaproponowanej przez Kindermana i Monahana (1977) pochodzi od
angielskiego ratio-of-uniforms method. Opiera si¢ ona na podanym nizej twierdzeniu.

Dla danej nieujemnej i catkowalnej funkcji f'(x), -0 <x < oo, zdefiniujmy zbidr

A= %(u,v):Os u < FHZH
i Jull

I |

Twierdzenie 3.4. Jezeli punkt losowy (U, V) ma rozkiad rownomierny na zbiorze A, to
zmienna losowa X = V/U ma rozktad o gestosci f/c, gdzie ¢ = I f=2L(4).

Dowod. Niech (U, V) bedzie punktem losowym o rozktadzie rGwnomiernym na zbiorze A4,
tzn. punktem losowym o rozktadzie z ggstoscia

1
u,v) = 1,(u,v
Juy @, v) L) URY
Wezmy pod uwage wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie X = V/U, Y = U. Jakobian
. . 0o 10
przeksztatcenia u =y, v = xy, jest rowny [det 0= v,
0y x[

wiec gestos¢ rozktadu dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) wyraza si¢ wzorem

1
h,(4)

Sra (8= =1, x)" y= 12(%01[0, ]

Otrzymujemy zatem gesto$¢ rozktadu zmiennej losowej X

1 o, 1
R TR YA

FQ)= [ fry(xy)dy =
co konczy dowdd.

Z tego twierdzenia wynika nastepujacy algorytm: wygenerowaé punkt losowy (U, V) o
rozktadzie rownomiernym na zbiorze 4 i obliczy¢ X = V/U . Od strony technicznej realizacja tej
metody sprowadza si¢ do sprawnego generowania punktow losowych (U, V) o rozktadzie
rOwnomiernym na zbiorze A. Jezeli zbior 4 mozna zamkng¢ w pewnym prostokacie
{(u,v): O<u<b, a <v<a'},to algorytm przyjmuje postac

ALGORYTM 3.16

Repeat
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0, b)
Generuj V o rozkladzie rownomiernym U(a , a")
X=V/u
until U < f(X)
Return X

W celu optymalnego wyboru statych a -, a+, b zauwazmy przede wszystkim, ze w



przestrzeni R* punktow (u, v)

- zbior 4 lezy w polptaszczyznie u > 0,

- jezeli funkcja fjest symetryczna wzgledem zera, to zbior A jest symetryczny wzgledem osi O,,

- jezeli funkcja f'jest ggstoscia pewnego rozkladu prawdopodobienstwa, skoncentrowanego na
dodatniej pétosi 0 <x < oo, to zbidr 4 zawiera si¢ w dodatniej ¢wiartce uktadu wspotrzednych
O., (bo wtedy f'(v/u) > 0 tylko dla v/u > 0, czyli dla v > 0).

Wprowadzajac parametr ¢ = v/u, mozemy napisaé¢ rOwnania parametryczne brzegu tego zbioru:

u=~f @, vy ()

Jezeli zbidér A ma by¢ zamknigty w prostokacie [a, a'] x (0,6), to stale a, a*, b musza
spetnia¢ warunki

O N [ N[0

a optymalne stale a, a”, b spelniajg te warunki ze znakami réwnosci.

Przyklad 1 (rozkiad wyktadniczy E(0, 1)). Zilustruyjemy w mozliwie najprostszy sposob
metode ROU; skonstruowany tu algorytm nie wytrzymuje jednak konkurencji z prostym
generatorem X = -In U, gdzie U jest zmienng losowg o rozktadzie rownomiernym U (0,1).

Dla rozktadu wyktadniczego E(0,1) mamy f'(x) = e*, x > 0. W tym przypadku a = 0, a" = 2/e oraz
b = 1. Zbidr A4 przedstawiono na rys. 3.4.

2/et

A\

Rys.3

Otrzymujemy algorytm

ALGORYTM 3.17

Repeat
Generuj U o rozkltadzie rownomiernym U(0,1)
Generuj V o rozktadzie rownomiernym U(0, 2/e)
X=V/u

until U < e™



Return X

Jeden ze sposobow przyspieszenia tego algorytmu pokazemy w p. 3.2.2.

Przyklad 2 (rozkiad normalny N(0,1)). Obecnie zaprezentujemy algorytm, ktory jest bardzo
efektywny 1 z sukcesem konkuruje z innymi generatorami liczb losowych o rozkladzie normalnym
N(0,1). W konstrukcji algorytmu uzyjemy funkcji f{x) = exp( -x*/2), bo odpowiednia stala normujaca i
tak pojawia si¢ automatycznie.

Mamy a = -+2/e, a =+2/e, b=1.Zbidr 4 jest symetryczny wzgledem osi Ou (patrz
rys. 3.5), a rOwnania parametryczne brzegu tego zbioru maja postac

uz=e "', vztee -0 < f<
v
Vore-
N
- Ca t={
N A/ S
Rys. 3.5
Otrzymujemy algorytm
ALGORYTM 3.18
Repeat
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0,1)
Generuj V o rozktadzie rownomiernym U (-2 /e,~/2/ e)
X=V/U
until P < e™”
Return X

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, odpowiednie warunki szybkiej akceptacji i
szybkiej eliminacji moga znacznie przyspieszy¢ dziatanie algorytmu (patrz p. 3.2.3). .

Zwro¢my uwage na nastepujace dwa lematy:
LEMAT 3.5. Jezeli punkt losowy (U/, V) ma rozktad rownomierny na zbiorze {(u,v): 0 < u
<f(u + v)}, to zmienna losowa U + V ma rozktado gestosci proporcjonalnej do f.

LEMAT 3.6. Jezeli punkt losowy (U, V) ma rozktad rownomierny na zbiorze
{(u,v): 0 us (f(v/ Ju )3} to zmienna losowa V /\JU ma rozkiad o gestosci proporcjonalnej
do f.

Te dwa lematy sugeruja inne warianty oraz uogdlnienia metody ROU.



3.1.5. Rozklady dyskretne

Metoda odwracania dystrybuanty

Metoda odwracania dystrybuanty, o ktorej mowilismy w p. 3.1.1, w przypadku rozktadow
dyskretnych prowadzita do wzoru (3.3) . Dla rozktadu prawdopodobienstwa P{X = k! = p;, k = 0,
1,2, .... otrzymujemy prosty algorytm

ALGORYTM 3.19

X=0, S=p,

Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0, 1)
While U > §
doX=X+1 8=S+p,

Return X

Latwe uogdlnienie tego algorytmu na przypadek rozktadu
P{X=xi}=pm, k=0,12,.. (3.20)
pozostawiamy Czytelnikowi.

Liczba N krokéw w petli while ma rozktad P {N = k! = p;, moze si¢ wiec okazac, ze warto$¢
oczekiwana tej zmiennej losowej jest bardzo duza lub nawet réwna +oo. Wynika stad, ze ten prosty
algorytm moze pracowac bardzo wolno. Tak jest np. w niektorych dyskretnych wersjach rozktadu
Pareto. Pewne przys$pieszenie algorytmu mozna uzyskaé przez takg permutacje ciagu liczb po,p;,p»,
..., zeby w nowym ciagu p), pay, P, --- byly spelnione nierownosci

Po)ZPpnyZpe) = ...

Jezeli dokonamy takiej samej permutacji liczb x,x,,x>,..., to zmienna losowa Y o rozkladzie P {Y =
Xw} = pw, k= 0,1,2,..., bedzie miata taki sam rozktad jak zmienna losowa X, ale $rednia liczba
krokow w petli while bedzie mniejsza.

Metoda rownomiernego rozbicia przedziatlu (0, 1)

Metode odwracania dystrybuanty mozna interpretowa¢ w nastepujacy sposob. Rozbijamy
przedzial (0,1) na rozlagczne podprzedziaty o dhlugosciach rownych po.pips,.... Kazdemu
podprzedzialowi przyporzadkowujemy odpowiednig warto$¢ zmiennej losowej: podprzedziatlowi o
dtugosci pi wartos¢ x;. Generujemy liczbe losowa U o rozktadzie rownomiernym U(0, 1) i za wynik
generowania zmiennej losowej X przyjmujemy t¢ warto$¢ x;, ktora odpowiada podprzedziatowi, do
ktorego wpadto to U .

Metoda rownomiernego rozbicia przedziatu (0,1) polega na podzieleniu przedziatu (0,1) na
jednakowo dlugie podprzedzialy, sprawdzeniu, do ktérego z nich wpadlo U, a nastepnie na
identyfikowaniu wartos$ci generowanej zmiennej losowej X juz tylko w tym matym podprzedziale.
Oto szczegoty.

Rozwazamy zmienng losowa X przyjmujaca skonczong liczbg roznych wartosci
P{X = k}=py, k=0,1,..,K (3.21)



i-1 I
K+1 K+1

Dzielimy przedziat (0,1) na K+1 podprzedzialow @ @ o jednakowej dhlugosci i

1
umawiamy si¢, ze odcinek @O’ﬁ@ ma numer 1. Zatem zmienna U wpada do podprzedziatu o

numerze [(K+ 1)U + I].

Dla danego rozktadu (3.21) tworzymy ciag ¢; = Z ;zop,«,i = 0,L...,K,, i przyjmujemy ¢.,= 0.

Nastepnie tworzymy pomocniczy ciag liczb

) P2 12K+ 1
K+ llj

0.
g = maxfij:q, <

umawiajgc si¢ przy tym, ze maksimum na zbiorze pustym jest rowne zeru. Po tych
przygotowaniach algorytm generowania liczb losowych o rozktadzie (3.21) przyjmuje nastgpujaca
postac:
ALGORYTM 3.20
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U (0,1)
X=[(K+1)U+1]
X=qg.+ 1
While ., > Udo X =X - 1
Return X

Najwazniejsza wlasnos$¢ tego algorytmu jest opisana w nastgpujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 3.5. Oczekiwana liczba porownan {q., > U} jest nie wigksza od 2.

Dowod. Jezeli w pierwszym kroku algorytmu zostat wybrany podprzedziat o numerze i, to
liczba poréwnan {qr; > U} nie bedzie wigksza od liczby réznych warto$ci ¢; w tym podprzedziale,

plus jeden. Kazdy z K + 1 podprzedziatéw jest wybierany z jednakowym prawdopodobienstwem,
wiec oczekiwana liczba poréwnan <

1
K+1

K
<1t 2 (liczba réznych g; w i-tym przedziale) = 2
=0

Pomyst metody rownomiernego rozbicia przedziatu (0,1) pochodzi z pracy Chena i Asau
(1974), a opis tej metody podaliSmy wedlug monografii Devroya (1986). W literaturze
anglojezycznej ta metoda nosi nazwe method of guide tables.

Mieszanina rozkladow dwupunktowych
Mowimy, ze rozklad o ggstosci f (x) jest mieszaning k rozktadow o gestosciach fi(x),
i=0,L..., k-1, jezeli
k-1
OERRIAC)
i=0
gdzie



k-1
Y=, 1,50, iz 0.k~ 1
=0

Wezmy pod uwage zmienng losowa X o rozktadzie dyskretnym

PIX=x}=p, i=01..k-1 (3.23)

Mowimy, ze rozklad (3.23) jest rownomierng mieszaning rozktadow dwupunktowych, jezeli
istniejg ciagg par liczb (u,v)), j =0, 1,..., k - 1, oraz ciag liczb g; € (0,1), j = 0,1,...,k-1, takie ze

D %Z ( G+ (L= g (x), iz0l,..k-1 (3.24)

Generowanie liczb losowych X o rozkladzie dyskretnym (3.23), ktory jest rOwnomierng
mieszaning rozktadow dwupunktowych, jest bardzo tatwe i1 szybkie: wystarczy wygenerowac
indeks J wedhug rozktadu rownomiernego na zbiorze {O, I, ... , k - 1}, a nastgpnie wygenerowac X
wedtug J-tego rozktadu dwupunktowego

P{X=u;} =g, PX=vi=1-¢
Twierdzenie 3.6. Kazdy rozklad dyskretny postaci (3.23) mozna przedstawi¢ w postaci
rownomiernej mieszaniny (3.24) rozktadow dwupunktowych.
Dowdd (indukeyjny). Dla £ = 1 mamy oczywiscie uy = xyp 1 ¢, = p.( = 1). Przypusémy, ze
teza jest prawdziwa dla rozktadow (k - 1) - punktowych i rozpatrzmy k-punktowy rozktad (3.23).
Niech i, bedzie takim wskaznikiem, ze

min p,
0<i<k

P -

Podstawmy u, = x;, oraz q, = kp;, (mamy oczywiscie p;, < 1/k, wiec kp;y < 1). Niech j, bedzie takim
wskaznikiem, ze
max p,

0<i<k

b, -

Mamy oczywiscie p;, > 1/k, wiec (1 - q,) /k < p;,. Podstawmy v, = x;,,. Wielkosci (u,,v,) oraz g
potraktujmy jako pierwszy sktadnik sumy (3.24).

Liczby
. 1 .
P b el @) Al @) 0sisk

1
sg nieujemne i sumujg si¢ do 1- ©’ przy czym p'y = 0. Teraz

%xo Xy XX ...xk_IH
by Dy Pi, Pi,, Pr-



gdzie p; = kp'./(k-1), jest (k - 1) -punktowym rozkladem prawdopodobiefistwa, ktory na mocy
zatozenia indukcyjnego moze by¢ przedstawiony w postaci (3.24), co konczy dowdd.

Algorytm korzysta z trzech nastepujacych blokow liczb: (qo,q1,..,qx1), (Uo,us, ... uxr) oraz (vy,
Vi,... ,Vi.) 1 przebiega wedlug nastepujacego schematu:

ALGORYTM 3.21

Generuj U, o rozktadzie rownomiernym U(0, 1)
Generuj U, o rozkladzie rownomiernym U(0, 1)

I=[kUJ
If Uy<q,then X =u, else X =v,
Return X

Ten algorytm dwukrotnie odwotuje si¢ do generowania liczb losowych o rozktadzie
réwnomiernym U (0, 1); korzystajac z nastgpujacego lematu, mozna te dwa odwotania zredukowaé
do jednego.

LEMAT 3.7. Jezeli zmienna losowa U ma rozklad rownomierny U(0, 1), to zmienna losowa
[kU] ma rozktad rownomierny na zbiorze {O.,,....,k-1}, zmienna losowa {kU} ma rozktad
rownomierny U (0, 1) i te zmienne losowe sq niezalezne.

Dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.

3.2. Metody konstrukcji generatorow dla podstawowych rozkladow
prawdopodobienstwa

3.2.1. Rozklady dyskretne

Rozklad dwumianowy

Zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy b(n,p), jezeli

piX = x}= EZEPZ(I- P, x=0l,...,n (3.25)

Najprostszy algorytm generowania zmiennej losowej o rozktadzie dwumianowym, oparty na jej
definicji (liczba sukcesow w schemacie Bernoulliego), nie wymaga komentarzy:

ALGORYTM 3.22

X=0
Fori=1tondo

Generuj U o rozktadzie rownomiernym U(0, 1)
IfU<pthen X=X +1

Return X

Ten algorytm wymaga wielokrotnego odwotywania si¢ do generatora liczb losowych o rozktadzie
rownomiernym U(0, 1), co czasami moze okaza¢ si¢ jego wada.

Jezeli n nie jest bardzo duze, to moze optacaé si¢ stablicowanie dystrybuanty tego rozktadu,
tzn. obliczenie liczb



Dy * Zk P{X = i} (3.26)

1 skorzystanie z nastgpujacego algorytmu, ktéry wymaga tylko jednej liczby losowej o rozktadzie
U(0,1):

ALGORYTM 3.23

Generuj U o rozkiadzie rownomiernym U(0, 1)
X=0

While U >p, do X = X + 1

Return X

Jezeli n jest duze, ale moze by¢ przedstawione w postaci n = km, gdzie z kolei m nie jest
bardzo duze, to moze optaca¢ si¢ generowanie k liczb losowych o rozktadach dwumianowych
b(m,p) za pomocg algorytmu 3.23 i obliczenie X jako sumy tak wygenerowanych liczb.

Inny algorytm, ktory tylko raz odwotuje si¢ do generatora liczb losowych o rozkladzie
rownomiernym U(0,1), jest oparty na nastepujacym lemacie (patrz Devroye (1986)):

LEMAT 3.8. Jezeli zmienna losowa U ma rozktad rownomierny U(0,1), to zmienne losowe

0 -ULl
lo U) oraz V= minug,iﬂ
0p 1-pQ

sq niezalezne i V ma rozktad rownomierny U(0,1).

Dowdd. Prawdopodobienstwo tacznego zajscia zdarzen {ly) (U) =1} oraz {V <x}, dlax <1,
jest rowne px. Prawdopodobienstwo zdarzenia {lo, (U) = 1} jest rowne p. Zdarzenie {}V < x}
przedstawiamy w postaci sumy rozigcznych zdarzen {V < x, U <p} 1 {V < x, U > p}.
Prawdopodobienstwo pierwszego z tych zdarzen jest rowne px, a drugiego (I-p)x, wiec
prawdopodobienstwo zdarzenia {V <x} jest rOwne x.

Z lematu 3.8 wynika, ze zmienng losowa 1o,(U) mozemy traktowac jako wskaznik pojawienia
si¢ sukcesu, a zmienng losowa V' mozemy uzy¢ jako zmienng losowag o rozkladzie U(0,1) w
niezaleznym powtorzeniu doswiadczenia w schemacie Bernoulliego. Prowadzi to do nast¢pujacego
algorytmu:

ALGORYTM 3.24
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0,1)
X=0
Fori=Itondo
IfU<pthen X=X+ 1, U= U/lp
else U= (1-U)/ (I-p)
Return X

Podkreslamy jednak, ze manipulacje liczbg losowa U w tym algorytmie moga by¢ na
niektorych komputerach bardziej czasochlonne niz wielokrotne odwolywanie si¢ do generatora
liczb losowych o rozkladzie réwnomiernym U(0,1) (algorytm 3.22) lub korzystanie z tablic
(algorytm 3.23). Jeszcze inny algorytm, dla przypadku rozkltadow dwumianowych z duzymi
warto$ciami oczekiwanymi, podali Kachitvichyanukul i Schmeiser (1988).



Rozklad Poissona

Zmienna losowa X ma rozklad Poissona P(1), jezeli

P{X = x}= A;'e'*, x=0,1,... (3.27)
X.

Najprostszy algorytm generowania zmiennej losowej o tym rozkladzie jest oparty na
nastepujacym lemacie:

LEMAT 3.9. Jezeli &, &1,6,... jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie wyktadniczym E(0, 1), to zmienna losowa

min{j: i{; > A}

ma rozktad Poissona P (M).

Dowdd. Zdarzenia losowe {X < k} oraz {Z lk OE ;> A }sa rownowazne. Zmienna losowa

{2 iof ; ma rozktad 7' (k+1,1) gdzie I" (o, ©) oznacza rozktad gamma o gestosci

- 1 a-1 _-x/6
f;lﬂ(x) I-(a)eax €

Zatem P{XZ k} = I: S (¥)dxi wystarczy pokazaé, ze P{X = k}=P{X>k} - P{X>k- 1}
jest rowne prawdopodobienstwu (3.27).
Odpowiedni algorytm przyjmuje postac:

ALGORYTM 3.25
X=-1,S=0
While S < A do
Generuj Y o rozkladzie E(0, 1), S =S5+Y, X=X+I
Return X

Oczywista jest nast¢pujgca odmiana tego algorytmu:

ALGORYTM 3.26
X=-1,8=1, g=e*
While S > q do
Generuj U o rozkladzie U0, 1), S=S*U, X=X+ 1
Return X

Oba algorytmy maja t¢ wade, ze wymagaja wielokrotnego odwotywania si¢ do generatora
liczb losowych o rozktadzie wyktadniczym (algorytm 3.25) lub réwnomiernym (algorytm 3.26),
przy czym liczba tych odwotan ro$nie wraz z A. Nastepujacy algorytm, oparty na metodzie

odwracania dystrybuanty, wymaga tylko jednej liczby losowej U o rozkladzie rownomiernym
u(o,1)



ALGORYTM 3.27
g=¢e’,X=0,S=q P=q
Generuj U o rozkladzie U (0, 1)
While U > Sdo X=X+ 1, P=P *1/X,S=S+P
Return X

Przy duzych warto$ciach A nastgpuje kumulacja btedow zaokraglen, zwiazana z sumowaniem duzej
liczby skladnikow (algorytm 3.25), mnozeniem duzej liczby czynnikow (algorytm 3.26) lub z
obliczaniem prawdopodobienstw P (algorytm 3.27), tak ze kazdy z tych algorytméw moze by¢ bez
dodatkowych zabezpieczen uzywany tylko dla matych lub niezbyt wielkich wartosci A.

Dla duzych wartosci A, powiedzmy A > 30, rozwazymy dwie sytuacje:

a) Jezeli dla pewnego, ustalonego, duzego A mamy wygenerowa¢ duzo liczb losowych X o
rozktadzie P()), to moze si¢ optacac, kosztem pewnych obliczen przygotowawczych, wyznaczenie
odpowiednich parametrow dla metody eliminacji i generowanie X ta metoda;

b) Jezeli mamy generowac liczby losowe o rozkladach P(A), ale A zmienia si¢ przy kolejnych
odwotaniach do generatora (co zdarza si¢ np. w symulacjach zwigzanych z procesem Poissona o
zmiennej intensywnos$ci), to moze si¢ oplaci¢ przygotowanie tablic rozkltadow P(l), P(2),
P(4), P(8)... oraz programu generujacego zmienng losowa Z o rozktadzie P(u) dla 4 < 11, np.
zmienng losowg X o rozkladzie P(75.3) generowa¢ w postaci sumy zmiennych losowych o
rozktadach P(0.3), P(1), P(2), P(8), P(64).

W przypadku a) dobrze si¢ spisuje nastgpujacy algorytm zaproponowany przez Atkinsona
(1979a) (patrz tez Atkinson (1979b)), skonstruowany metodg eliminacji z gestoscig rozktadu
logistycznego jako gestoscig dominujacg. Oto szczegoty.

Generujemy zmienng losowa X o rozkladzie Poissona P(A). Wezmy pod uwage rozktad
logistyczny o dystrybuancie

GA(x): ! , -0 < x< tw
1+ exp(@ - fx)

gdzie parametry

ﬁ:%, Y

sg tak dobrane, zeby warto$¢ oczekiwana a/B i wariancja n/(3*) w tym rozkladzie byly rowne
odpowiednio wartosci oczekiwanej i wariancji w rozktadzie Poissona P(A). Zaproponowana przez
Atkinsona ,,poprawka na cigglo$¢" polega na tym, zeby po wylosowaniu X wedlug rozktadu
logistycznego, za kandydata na liczb¢ losowg o rozktadzie Poissona przyja¢ N = [X]. Standardowa
realizacja metody eliminacji przybiera teraz postaé: generowaé X o rozktadzie logistycznym z
dystrybuanta G,(x) oraz U o rozktadzie rownomiernym U(0,1) dopoty, dopoki nie zostanie
spetniony standardowy warunek akceptacji, ktéry - w nawigzaniu do oryginalnych oznaczen
Atkinsona - zapiszemy w postaci

Up exp@ - v 1Y,
p(1+ exp(@ - fx))> ~ N!

gdzie p jest takg stalg, ze



3 B exp(@ - fx)
Nt p(l+ exp@ - fx))’

dla wszystkich x

Stata p jest roéwna prawdopodobienstwu spelnienia warunku akceptacji, a wigc powinna by¢
najwigkszg statg spelniajaca ten warunek. Taka stata p jest okre§lona wzorem

Nlexp(- fx)
AM(1+ exp(@ - Bx))°

p= B exp@ *+ 1)min

Kazdorazowe obliczanie stalej p moze by¢ zbyt czasochtonne i dlatego Atkinson (1979a) podaje
nastgpujaca tabelke:

A 10 20 30 50 70 100 150 200

p | 05925 (.6306 0.6760 (.7049 0.7202 0.7348 (.7472 0.7552

1 sugeruje interpolacj¢ liniowg wzgledem 1| /L. Taka interpolacja migdzy A = 70 i A = 100
prowadzi do wygodnego wzoru p = 0.767 - 3.36 / A. Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy
algorytm:

ALGORYTM 3.28
B=n/\3,0=8),k=Inp-)-Inp

Repeat

Repeat
Generuj U o rozktadzie rownomiernym U(0, 1)

- n-ley 1-U
X=0"@-In U)

until X >-1/2
N = [X]

Generuj U o rozktadzie rownomiernym U(0, 1)

(1+ exp((i]- ﬂX))2 <kt Nlnk - In(N')

until 0 - fX + In

Return N
Istnieje wiele innych metod generowania zmiennej losowej o rozktadzie Poissona. Kilka

algorytmow, o ktorych tutaj nie moéwili§my, mozna znalez¢ w cytowanych wyzej dwoch pracach
Atkinsona oraz w duzej monografii Devroye'a (1985).

Rozklad geometryczny
Zmienna losowa X ma rozktad geometryczny G(p), jezeli

P{X=x}=({-pp*, x=0,1,2,.

Najprostszy algorytm generowania zmiennej losowej o tym rozktadzie jest oparty na
nastgpujacym lemacie:



LEMAT 3.10. Jezeli zmienna losowa X ma rozktad wykladniczy o gestosci ae™ , to zmienna
losowa [X] ma rozktad geometryczny G(e™).

Na mocy tego lematu, w celu wygenerowania zmiennej losowej X o rozktadzie (3.28) wystarczy
wygenerowac zmienng losowa U o rozktadzie rownomiernym U(O0, 1) i obliczy¢ X = [InU / In p].

3.2.2. Rozklad wykladniczy

Gestos$¢ prawdopodobienstwa rozktadu wyktadniczego E(O,4) wyraza si¢ wzorem

1 x-0
fe,A(x):/\—eXp@' ) @, 0< x< +o

Jezeli zmienna losowa Y ma rozktad wyktadniczy E(8 ,A), to zmienna losowa X = (Y -0 ) /4
ma rozktad wyktadniczy o gestosci

fi(x) = e, 0<x<+oo (3.29)

wiec w dalszym ciagu bedziemy zajmowali si¢ tylko rozktadem (3.29).
Dystrybuanta rozktadu £(0,1) ma postaé

Fx)=1—¢e7, 0 <x <too (3.30)

skad wynika prosty sposob generowania liczb losowych o rozktadzie wyktadniczym E(0, 1) metoda
odwracania dystrybuanty: X = - In U, gdzie U jest zmienng losowg o rozktadzie rownomiernym
U0, 1). Jest to sposob doktadny i1 szybki, ale gdy trzeba generowa¢ duzo liczb losowych o
rozktadzie wykladniczym, bardziej przydatne moga okazac si¢ jeszcze szybsze algorytmy, nie
odwotlujace si¢ do funkcji standardowej In. Oméwimy dwa takie algorytmy. Jeden z nich
(algorytm 3.17), skonstruowany metoda ROU, przedstawilismy w p. 3.1.4. Warunek akceptacji
{U? < e*} w algorytmie (3.17) mozna zapisa¢ w postaci {X < - 2 In U}. Korzystajac z
nier6wnosci

-%Sln(l-t)s-t, 0<r<1
-t

otrzymujemy warunek szybkiej akceptacji {X <2(1 - U)} oraz warunek szybkiej eliminacji {X >
2/U - 2}. Prowadzi to do nastgpujacego szybkiego algorytmu:



ALGORYTM 3.29

Repeat
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0,1)
Generuj V o rozkladzie rownomiernym U(0, 2/e)
X=V/U
If X< 2(1-U) then akceptuj=true
else If X < 2/U -2 then
If X< -2 In U then akceptuj=true
until akceptuj
Return X

Proponujemy Czytelnikowi obliczenie, z jakim prawdopodobienstwem dochodzi do
sprawdzania oryginalnego warunku {X <-2 In U}.

Drugi algorytm, o ktéorym chcemy powiedzie¢, oparty na metodzie serii monotonicznych
zaproponowanej przez von Neumanna (1951), pochodzi jeszcze z epoki wolnych komputerow o
czasochtonnych podprogramach dla funkcji standardowych. Korzysta on tylko z porownania liczb
1 dwoch licznikow. Oto jego konstrukcja.

Generujemy ciag U,,U,,... niezaleznych liczb losowych o jednakowym rozktadzie
rownomiernym U(0,1). Obserwujemy kolejne serie postaci

U >U,>...2U,< U,y
1 numerujemy je kolejnymi liczbami O,l,2,... Numer pierwszej serii, w ktorej n (dlugos$¢ serii) jest

liczba nieparzysta, przyjmujemy za cz¢§¢ catkowita generowanej liczby losowej X, natomiast
warto$¢ R; pierwszej liczby w tej serii - za jej czg$¢ utamkowa.

Aby przekona¢ si¢, ze generowana w ten sposob liczba losowa X ma rozktad wyktadniczy
E(0,1), rozpatrzmy nastepujace zdarzenia losowe:

E.(w) ={u=U,=2U,=.2U,}
A,w)={u>U>U,>..>U,< Uy}

Zauwazmy, ze A,(u) = E, (u) - E,+; (u) oraz ze zdarzenie B(1) polega na zaobserwowaniu
serii ,,nieparzystej".

Niech By(u), Bi/(u),... bedzie ciggiem niezaleznych zdarzen losowych, takich jak zdarzenie
B(u). Wtedy

P{m< X< m+ut= P{B,S()n B Wn ..n B, “(Dn B, (u)}

gdzie B¢ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia B.



W wyniku obliczen otrzymujemy

n

u

P{E (u)} = I ....... du,du,...du, =

U2 U2 .2 unJ n!

_ ] o u”
Pl @}z PE} = PAE,E= =0 0o,

_ ® Z/l2n+l i u2n+2 ) i -
]%B“”}'Zo%2n+n! an+2nﬁ'1 ¢

Pim< X S m+ u} = P{(B*(1)"}P{B(u)} =
= (¢)"(1- €)= F(m+ u)- F(u)

gdzie F jest dystrybuantg rozktadu wyktadniczego (3.30).

Generator liczb losowych o rozktadzie wykladniczym jest jednym z najczesciej uzywanych
generatorow - badz bezposrednio do produkeji liczb losowych o tym rozkladzie, badz jako pewien
element w generatorach liczb losowych o innych rozktadach. W bogatej literaturze mozna znalez¢
kilkanascie innych generatorow liczb losowych o rozktadzie wykladniczym (patrz np. monografia
Devroye'a (1986)).

Jako pewng ciekawostke odnotujmy, ze n niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkladzie wykladniczym E(0, 1) mozna wygenerowa¢ za pomocag (n-1) liczb losowych o
rozktadzie réwnomiernym U(0, 1) 1 jednej liczby losowej Z o rozkladzie gamma 7I(n, 1): jezeli
Uini...,Unini jest statystyka pozycyjng z rozktadu rownomiernego U(0,1), to ZU, .1, Z(Z::n-1- Uj.n.
)seresZ(1-Un1n1) jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
wyktadniczym E(0, 1).

3.2.3. Rozklad normalny

Gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu normalnego N(u,0) wyraza si¢ wzorem

N O eE L
fu,a(x) U\/ECXPH @ ’ @H’ < x<

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad normalny N(u,0), to (X-u)/o ma rozktad normalny N (0,1);
dalej bedziemy zajmowali si¢ wiec tylko zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym N(0, 1).
Gestos¢ prawdopodobienstwa tego rozktadu oznaczamy przez ¢, a dystrybuante przez @.

Ze wzgledu na liczne i bardzo réznorodne zastosowania rozktadu normalnego opracowano
wiele algorytméw generowania liczb losowych o tym rozkladzie.



Metode odwracania dystrybuanty dla rozkladu normalnego przedstawiliSmy w p.
3.1.1. Jest to metoda doktadna i przy dobrej implementacji komputerowej (schemat Homera!)
na tyle szybka, Zze warto jej si¢ przyjrze¢ na swoim komputerze. Podstawowa jej zaleta polega
na tym, ze uzywa tylko jednej liczby losowej o rozkladzie rownomiernym U(0,1) (por. p.
3.1.1).

Metode eliminacji z ge¢stoscig rozkladu wyktadniczego jako gesto$cia dominujaca
podaliSmy w przyktadzie | w p. 3.1.2. Inny algorytm opracowany wedlug tej metody, oparty
na pewnej szczegodlnej faktoryzacji gestosci, podaliSmy w tym samym punkcie w przykladzie
5.

Metode superpozycji rozkladéw ilustrowaliSmy w p. 3.1.3 generatorem liczb
losowych o rozktadzie normalnym w przyktadach 11 2.

Metode ROU dla rozktadu normalnego przedstawiliSmy w p. 3.1.4 w przykladzie 2.
Warunek akceptacji w podanym tam algorytmie 3.18 mial posta¢ {U> < ¢ ¥/} .W punkcie
3.1.2 moéwiliSmy o warunkach szybkiej akceptacji i szybkiej eliminacji, opartych na
odpowiednio dobranych nierowno$ciach. Rozwazany teraz warunek akceptacji mozna zapisac
w postaci {X° <-4 1n U }. Korzystajgc np. z nierbwnosci

E- 2u+ lL12< -lnuc< lHl- uH
2 20u 0

otrzymujemy szybki i elegancki algorytm

ALGORYTM 3.30
Repeat

Generuj U o rozktadzie rownomiernym U(0,1)

Generuj V o rozkladzie rownomiernym U(— N2/e, N2/ e)
X=V/U
If X’ <2(3 - U(4 + U)) then akceptuj=true Ele
If X? < 2/U-2U then
If X’ <-41n U then akceptuj=true
until akceptuj

Return X

Metoda Marsaglii i Braya z 1964 roku jest tak pickna i pouczajaca, ze mimo upltywu
lat ciaggle przycigga uwage wszystkich zajmujacych si¢ symulacjami komputerowymi i w
roznych wersjach jest cytowana prawie w kazdej ksigzce na temat generatorow liczb
losowych (Zielinski (1972, 1979); Devroye (1986), Ripley (1987) i in.). Implementacja, ktora
podajemy, pochodzi od Kindermana i Ramage'a (1976).

Istota rzeczy tkwi w odpowiednio wykonanej dekompozycji gestosci rozktadu normalnego.
Rozpocznijmy te dekompozycje od obcigcia ogondw; eleganckie i efektywne algorytmy
generowania zmiennych losowych z ogona rozktadu N(0, 1) pokazaliSmy w przyktadach w p.
3.1.2. Dokonajmy obcigcia na poziomie a = 3 i gestos¢ tej ,,ogonowej" zmiennej losowej skon-
centrowanej na sumie przedziatow (-oo, -3] 1 [3, +0), oznaczmy przez fi. Uwzgledniajagc wzor
(3.16) dla K = 4, otrzymamy ps = P{|N(0,1)[> 3}=0.002699796063...

Po dokonanym obcieciu pozostaje cz¢$¢ rozktadu normalnego, skupiona na przedziale
(-3,3). Krzywa gestosci ¢(x) tego rozkladu, o punktach przegigcia x = -1 1 x = 1, wklesla
na odcinku (-1,1) 1 wypukta poza nim, wydaje si¢ by¢ calkiem dobrze przyblizana za



pomoca odpowiednich fragmentdéw paraboli drugiego stopnia:

0 (B-x)/8 dlalx| < 1
fi(x)= %(3- " /16 dla 1< |x<3
H 0 pozatym

Aby wykorzysta¢ najbardziej efektywnie te prosta aproksymacj¢, wybierzemy maksymalne p; ,
dla ktorego

p(x) - pifilx)=0 dla wszystkich [x/< 3

Otrzymamy p, = 16//21e = 0,86385546 Oznacza to - tu powotujemy si¢ znowu na
dekompozycje (3.16) - ze z pokaznym prawdopodobienstwem p; bedziemy dokonywali
losowania zmiennej losowej X z gestoscia f;(x). Zauwazmy, ze jest to gesto$¢ rozkladu sumy V,+
V,+V,, gdzie V.,V,V; s3g niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
rownomiernym U(-1,1), a wigc z duzym prawdopodobienstwem p,; generowanie zmiennej
losowej X o rozktadzie normalnym N (0,1) redukuje si¢ do wygenerowania trzech niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie rownomiernym U(-1,1) i dodania ich do
siebie.

Do dalszej dekompozycji pozostaje funkcja ¢ - p, f,(x),ktorg - jak sie okazuje - mozna
dobrze przyblizy¢ za pomoca gestosci

473 3
e IO
0 pozatym

Jest to gesto$¢ rozktadu zmiennej losowej 3(U,;+U,-1)/2, gdzie U, i U, sg niezaleznymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie U(0, 1). Wyznaczajac maksymalne p,, dla
ktorego

o(x) — pifi(x) > 0 dla wszystkich |x| < 3

otrzymujemy p, = 0.1108179673.... Z pozostatym prawdopodobienstwem p; = 1 — p;— p,— ps =
0.02262677245... trzeba bedzie losowaé X wedlug rozktadu o gestosci

fis piw - i pofs- Dot

Gestos¢ ta wyraza si¢ wzorem



cle”‘z/2 - c,(3- x%)- q@%- |x|@ dla |x|s 1

0

0

0 3 .
f3(x) - %Cle'x /2 _ 04(3‘ |x|)2 - 03@5_ |x|@ dla 1< |x|s 5

0 e - ¢,(3- i)’ dla %< < 3

H 0 pozatym

gdzie

¢ =17.49731196, c¢,=4.73570326, c3=2.15787544, c¢4=2.36785163

Gestosc f5 (x) skupiona na przedziale (-3,3) i jest ograniczona przez

M = max f3(x) = 0.357070192...

a losowanie zmiennej losowej X o tej gestosci mozna wykona¢ prosta metodg eliminacji z gestoscia
rozktadu rownomiernego na tym przedziale jako gestos$cig dominujaca. Wymaga to pewnej liczby
rachunkéw, ale odbywa si¢ dos¢ rzadko. (Odnotujmy, ze Devroye (1986) podaje inng wartos$¢ dla
M, ale cytujac na s. 390 implementacj¢ Kindermana-Ramage'a podaje stale, ktére pochodza
raczej od liczby M podanej tutaj przez nas, a nie przez niego.)

Oto zapowiedziana implementacja Kindermana i1 Ramage'a tego algorytmu. Zauwazmy, ze w
tej implementacji liczba losowa U, wygenerowana w pierwszym kroku algorytmu i stuzaca do
wyboru odpowiedniego przypadku, jest pozniej wykorzystywana w trakcie obliczen na dalszych
etapach tego algorytmu.

ALGORYTM 3.31 (Marsaglia-Bray)
Generuj U o rozktadzie rownomiernym U (0,1)

PRZYPADEK 0 < U< p,
Generuj Vi W o rozktadzie rownomiernym U (1, 1)

2U
Return X=—-"1+V+ W

P
PRZYPADEK p; <U<p; + p:

Generuj V o rozkiadzie rownomiernym U(0,1)

3UU -
Return X = —E—pl- 1+ VE
2 D,

PRZYPADEK 1-p,<U<I1

Repeat
Generuj Vi W o rozktadzie rownomiernym U(0,1)
9
= —-InW
2

until XV?* < %



Return X = V2X ¢ Sigl’l%U' @l- %@E

PRZYPADEK p1 + p2 < U< 1-p,
Repeat
Generuj X o rozkladzie rownomiernym U(- 3, 3)

Generuj U o rozkladzie rbwnomiernym U(O0, 1)
V=[X|

§=0
3 ¢, 03
[V < 2 thens = <42 - yH
e qthenS =ty Ve
o<l thenS:S+]cV[—2(3—V2)-W

until U < ie'Vz/2 -S-w
M

Return X
3.2.4. Rozklad gamma

Gestos¢ rozktadu gamma 7o, A) wyraza si¢ wzorem

o
forlx) = ATE Xl 0< x<w (332)

gdzie a > 0 oraz A > 0 sg parametrami rozktadu.

Jezeli zmienna X ma rozktad 7(a, A) to zmienna losowa X/4 ma rozktad /(a, 1), wigc dalej
bedziemy zajmowali si¢ tylko zmiennymi losowymi o rozktadzie gamma /(a, 1).

Ze wzgledu na liczne 1 bardzo réznorodne zastosowania rozktadu gamma opracowano wiele
roznych algorytmow generowania liczb losowych o tym rozkladzie. Wspotczesny przeglad tych
algorytmoéw oraz wyniki komputerowych studiow poréwnawczych mozna znalez¢ w pracy Szczuki i
Zielinskiego (1993). Tutaj ograniczamy si¢ do przedstawienia metod i algorytmoéw, ktore - wedlug
naszego doswiadczenia - okazaly si¢ stosunkowo proste (wigc tatwe do implementacji) i zarazem
zadowalajaco szybkie.

Rozktad gamma z a =1 jest przypadkiem rozktadu wyktadniczego, ktorym zajmowalismy
si¢ obszernie w p. 3.2.2.

Rozklad /(o) w przypadku o <l

Gdy a < I, wowczas gesto$§¢ rozkladu gamma ma ksztalt przedstawiony na rys. 3.6a.
Zastosujemy w tym przypadku metodg¢ eliminacji z gestosciami dominujgcymi, takimi jak gestos¢
na rys. 3.6b. Odpowiedni algorytm, opracowany przez Ahrensa i Dietera (1974) oraz Besta (1983),
jest znany jako algorytm RGS. Oto szczegdly z nim zwigzane.



i
Fa,1(x) g(x)

Gestos¢ rozktadu gamma 7/« -1) spelnia nastepujace nierownosci:

[

0
, dyx> 0
Sl BT s
f;,l(‘x)_ X € < D 1
r(a) D a-1_-x d >
ﬁmt e, gayxz t
CO zapisujemy w postaci
fa,1(x)S go(x)
gdzie
- 1 ( 0-11 + a-1 'xl )
go(x) = m x (o,z)(x) roe (z,+m)(x)

Pole s(¢) powierzchni pod krzywa gestosci dominujacej wyraza si¢ wzorem

S(”'r(a)ﬁa t e%

d
Bedzie ono najmniejsze, gdy wybierzemy ¢ takie, ZebyES(t): 0, czyli tak, zeby

t+(@-1-¢e'=0. W pracy na temat tego algorytmu Best (1983) wynalazl przyblizenie
t=0.07+ 0.75v1- a . Ggstos¢ dominujaca przyjmuje postac

()= g [

i .
s(t) (+vae’ D0e0 lon(X)te l(t’m)(x)H (3.34)

Otrzymujemy algorytm ALGORYTM 3.32

Repeat

Generuj X o rozkladzie z gestoscig g(x)
Generuj U o rozktadzie rownomiernym U(0,1)



until

Ugo(X) <fui1(X)
Retunt X

Generowanie zmiennej losowej X o rozkladzie z gestoscia dominujacg (3.34) mozna
wykonaé¢ metoda superpozycji rozktadoéw, generujac z prawdopodobienstwem

P [ ey

ttae ttae’

punkt w przedziale (O, f) o rozkladzie z gestoScig proporcjonalng do x*' oraz z
prawdopodobienstwem I-p punkt w przedziale (¢,+o) o rozkladzie =z ggstoscia
proporcjonalng do e™.

Dystrybuanta rozktadu skoncentrowanego na przedziale (0,7) i o ggstosci proporcjonalne;j
do x*' (oznaczymy te¢ dystrybuante przez G,;) wyraza si¢ wzorem G;(x)=(x/f)*. Poniewaz
G;'(u)= "’ , wiec otrzymujemy algorytm: generuj U o rozkladzie réwnomiernym U (0,1) i
oblicz X = tU""

Dystrybuanta rozktadu skoncentrowanego na przedziale (#,0) i 0 ggstosci proporcjonalnej
do e™ (oznaczymy te¢ dystrybuante przez G,) wyraza si¢ wzorem G>(x)=1-e™”. Poniewaz
G,'(u) = t- In(l- u), wiec otrzymujemy algorytm: generuj U o rozktadzie réwnomiernym U
(0,1) 1 oblicz X =t - InU. Fragment

Generuj X o rozkladzie z gestoscig g(x)
algorytmu 3.32 rozwija si¢ teraz do postaci nastepujacej:
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0, 1)
If U < p then Generuj X o rozkiadzie z dystrybuantq G,(x)

else Generuj X o rozktadzie z dystrybuantg G(x)

Liczbe losowa U , za pomocg ktorej rozstrzygaliSmy, wedlug ktérego rozktadu generowaé X,
mozemy powtornie wykorzystaé, tym razem do generowania zmiennej losowej X. Jezeli U <p, to
U/p ma rozktad réwnomierny U(0,1) i dla zmiennej losowej X otrzymujemy wzor: X =
H((U/p)"e. Jezeli U > p, to (U - p)/(1 -p) ma rozktad rownomierny U(0,1) i dla zmiennej

. : . B U-p : :
losowej X otrzymujemy wzoér: X = - Injl- ———HPo wprowadzeniu oznaczen

te,

1+ , c:l
a

b= l:
p t

mamy X = -In(ct(b-bU)). Prowadzi to do algorytmu

ALGORYTM 3.33
Repeat
Generuj U o rozkiadzie rownomiernym U(0,1)
Generuj W o rozktadzie rownomiernym U(0,1)
vV =bU
If V < Ithen
X=wr



Akceptuj =(W <e'X)
Ele
X =-In(ct(b-V))

akceptuj%WS E%E E

until akceptuj

Return X
Mozemy jeszcze dokona¢ drobnych ulepszen, powodujacych przyspieszenie warunkéw
akceptacji (por. s. 54). Mozemy to zrobi¢, np. korzystajac z nierdwnosci
1 0e, 1
b= —=1+4 , €= —
p t a

w celu przyspieszenia warunku W < e * oraz z nierdwnosci

1

1+ cex

<(1+x)°,x20 c0]ol]]

w celu przy$pieszenia warunku W < (X/t)*"'. Ostatecznie dla przypadku o < 1
mozemy zaproponowac nastgpujacy algorytm:

ALGORYTM 3.34

Repeat
Generuj U o rozkiadzie rownomiernym U(0,1)
Generuj W o rozkiadzie rownomiernym U(0,1)

V=>bU
If V<1 then

X=1tr

2-X
akceptuj = HW <
0 2+ X[
if akceptuj = false then akceptuj =(W < e ™)
else

X =-1In(ct(b-V))
Y =X/t
akceptuj=(W(a+Y —aY )<I)

0-1
If akceptuj = false then akceptuj = HW < @%@ H

until akceptuj
Return X

Rozklad I'(a) w przypadku a >1

Gdy a > 1, wowczas gestos¢ rozktadu gamma ma ksztatt przedstawiony na rys.3.7. W tym
przypadku proponujemy metode eliminacji z ggstoscig dominujaca

A-1
X

—_— Au> 2 .
IS 4 >0, x20 (3.35)

g/\,u(x): AIJ



T, 1 (%)

Rys. 3.7

Jest to rozklad XII z rodziny rozktadow Burra (Burr (1942), patrz tez Devroye (1986))-
Dystrybuanta i funkcja odwrotna do dystrybuanty tego rozktadu wyrazaja si¢ wzorami

A
X u

1/A
Gy ()= s Gl (636

co pozwala na latwe generowanie zmiennej losowej o tym rozkladzie metoda odwracania
dystrybuanty. Pewna trudno$¢ moze stanowi¢ odpowiedni wybor parametrow rozktadu Burra:
wybor ten powinien by¢ na tyle prosty i uniwersalny, zeby algorytm generowania zmiennej
losowej I'(a), ktéry przy kazdej nowej wartosci oo musi dokonywac tego wyboru, robit to szybko
1 dokladnie. Pewne rozumowania heurystyczne (Cheng (1977), Devroye (1986)),
uwzgledniajace punkty potozenia maksiméw funkcji gestosci obu rozkladow oraz maksimum
ilorazu tych funkcji, prowadza do propozycji

Ad=~N20 -1, pu=a' (3.37)
Optymalna stalg ¢ w metodzie eliminacji przyjmuje wtedy postac

_date’

IT@)

(3.38)

Generowanie zmiennej losowej X o rozktadzie z dystrybuanta (3-36) zrealizujemy w
nastepujacy sposob:

Generuj U, o rozktadzie rownomiernym U(0, 1)

1 U,
= —In
A 1- U,
X=oae"

Z kolei warunek akceptacji, przy uzyciu zmiennej losowej U. o rozkladzie rownomiernym
U(0,1), niezaleznej od zmiennej losowej U,, przyjmuje postac

1 0-1 _-X
cU X)s —x e
2g/\,u( ) r@)

Korzystajac z (3.37) dla p oraz ze wzoru (3.36) dla dystrybuanty, otrzymujemy
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Ze sposobu, w jaki generowali$my zmienng losowa X wynika, ze G, , (X) = U, oraz In(X/a) =V,
wiec po zlogarytmowaniu tej nierownosci stronami otrzymujemy warunek

InZ<R
gdzie
Z=UU,, R=b+dV-X
przy czym state
b=a -1In4, d=a+)=a+20 -1
moga by¢ obliczone przy inicjowaniu algorytmu.

Warunek akceptacji (3.39) mozna przy$pieszy¢, poprzedzajac go warunkiem

yt-Iny - 1< R
co wynika z nieréwnos$ci

Int<vyt-Iny-1, v>0

ktora jest prawdziwa dla kazdego dodatniego y. W oryginalnej propozycji Chenga (1977) jest
v =9/2. Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy algorytm:

ALGORYTM (3.35)

1 1
d-= , c¢c=a0+t+—, b=0-In4
N2 -1 d

Repeat
Generuj U, o rozkiadzie rownomiernym U(0, 1)
Generuj U, o rozktadzie rownomiernym U(0, 1)

V=de+In Y,

1
X=0e',Z=UU,,R=btcV-X
if akceptu j = false then akceptuj = (R > 1n Z)
until akceptuj
Return X

Jezeli zmienne losowe Xj,..., X, sg niezalezne i zmienna losowa X; ma rozktad I'(a;), to

zmienna losowa X = Z :':IX ; ma rozklad gamma I'(a), gdzie 0 = Z " @, Ten fakt moze byé

=1
wykorzystany w nastgpujacy sposob: jezeli a > 1, to zmienng losowa o tym rozktadzie mozna
wygenerowac jako sumg [a] niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie wyktadniczym E(0, 1)
1 jednej zmiennej losowej o rozktadzie I'({a}).

3.2.5. Rozklad beta

Gestos¢ prawdopodobienstwa rozkladu beta B(a,b) wyraza si¢ wzorem



1

XA X)) 0<x<1
B(a,b)

fa,b (x) =

gdzie B(a,b)=I'(a) I'(b)/ ['(a+b) oraz a > 0 1 b > O sa parametrami rozktadu. Zwracamy
uwage na to, ze zarowno rozktad B(a, b), stala B(a, b), jak i czasami samg zmienng losowg o tym
rozktadzie, oznaczamy takim samym symbolem; z kontekstu zawsze wiadomo o co chodzi, a
unikamy w ten sposob nadmiaru oznaczen.

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad beta B(a,b), to zmienna losowa | -X ma rozklad beta
B(b, a), wigc bedziemy rozwazali tylko przypadek, gdy a < b.

Trzy najprostsze algorytmy generowania zmiennych losowych o rozktadach beta sg oparte na
trzech nastgpujacych lematach:

LEMAT 3.11 (Przypadek catkowitych a oraz b). Statystyka pozycyjna Uy., z n-elementowej proby
z rozktadu rownomiernego U(0,1) ma rozktad beta B(k,n —k +1)

LEMAT 3.12. Jezeli I'(a) oraz I' (b) sq dwiema niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
gamma z parametrami odpowiednio rownymi a i b, to zmienna losowa I (a)/( I (a) + I" (b)) ma
rozktad beta B (a, b).

LEMAT 3.13 (Algorytm Jdhnka (1964)). Jezeli U, V sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie rownomiernym U(0,1) oraz a, b sq dodatnimi stalymi, to rozklad
warunkowy zmiennej losowej

Ul/a
Ul/u + Vl/b

przy warunku {U" + V" < [}, jest rozkladem beta B(a,b).

Ze wzgledu na czas generowania liczb losowych, pierwszy z tych algorytmow moze
konkurowa¢ z dwoma pozostalymi tylko w przypadku matych catkowitych wartosci a oraz b, a
drugi tylko wtedy, gdy dysponujemy szybkimi generatorami liczb losowych o rozktadach
gamma. Algorytm Jdhnka jest efektywny w przypadku malych wartosci parametrow a i1 b:

[l o
prawdopodobienstwo spetnienia podanego w nim warunku jest rOwne w
(at btl)

W literaturze mozna znalez¢ kilkanascie szybkich 1 tatwych do implementacji algorytméw
rozkladu beta. Ze wzgledu na metodyke konstrukcji, warto zwrdci¢ uwage na algorytm
zaproponowany przez Chenga (1978), oparty na nastepujacym lemacie:

LEMAT 3.14 Jezeli zmienna losowa Y ma rozktad beta H rodzaju o gestosci

a-1

a y
9.,(»)= Babir ) y>0 (3.41)

to zmienna losowa X — Y/(1 + Y) ma rozkiad beta B(a, b).

Zmienng losowa Y o rozktadzie (3.41) mozna generowac¢ metoda eliminacji z ggstoscia



dominujaca

A’uy/{-l
gA,u(y):(”-l_y,])za y>0
Odpowiednia dystrybuanta ma postac¢
A
- )
G = , >0
A (J’) ,U + y,\ y

Z kolei zmienng losowa Y o takiej dystrybuancie tatwo otrzymuje si¢ metodg odwracania
dystrybuanty. Standardowy algorytm przyjmuje postaé: generowaé Y o rozkiadzie :z
dystrybuanta G,,(y) 1 zmienng losowg U o rozkladzie rownomiernym U (0, 1) dopoty, dopoki
nie zostanie spetniony warunek {cUg, (YY) < @.p(Y)} 1 obliczy¢ X =Y /(1+Y). Stala ¢ powinna
oczywiscie zaleze¢ od A oraz p, a te parametry chcieliby§my wybraé tak, zeby ta stalg byta jak
najmniejsza. Wybor takich optymalnych A i p zalezy od parametréw a 1 b rozkladu generowane;j
zmiennej losowej, ale - jak zwykle - wolimy tu zdecydowac si¢ na jakie$ proste, uniwersalne (dla
duzego zakresu wartosci parametréw a i b) 1 tatwe do zaprogramowania procedury wyznaczania
A oraz W, niz na rozwigzywanie odpowiedniego zadania optymalizacji przy kazdym odwotaniu si¢
do generatora. Oryginalng propozycja Chenga jest

H a, gdyas<1
A =0 (2ab- (a+ b)
dya> 1

AV a+h-2 sara
)
a
oraz y:H*H
0bo

(Przypominamy ze zgodnie z przyjetymi na poczatku p.3.2.5 oznaczeniami, a < b.) Wtedy
.- 4a‘b’
AB(a,b)(a+ b)*’

(3.42)

Po wykonaniu odpowiednich przeksztatcen otrzymujemy algorytm

ALGORYTM 3.36
a=a+b
Ifa<Ithenf =aelsef = 2ab-q
a -2
y=a-+ /3
Repeat
Generuj U, o rozktadzie réwnomiernym U(0, 1)
1
V = —ln Ul W - aeV
p1-0U,

Generuj U, o rozkladzie rownomiernym U(0, 1)

wtil aIn “W YV - Ind> In(UU,)
Return X = Y
bt Y

Stalg (3.42.) nigdy nie przekracza liczby 4, a jezeli a > 1, to ta stata jest nie wigksza od 4/e =~ 1 .47.

3.2.6. Rozklad Cauchy'ego

Gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu Cauchy'ego C(6,4) wyraza si¢ wzorem
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S OO ey

-0 < x< tm

Jezeli zmienna losowa Y ma rozktad Cauchy'ego C(6,4) to zmienna losowa X = (Y - ©)/A ma
rozktad Cauchy'ego C(0, 1) o gestosci

f(x):F =, -o < x<+o (3.43)

wigc w dalszym ciggu bedziemy zajmowali si¢ tylko rozktadem C(0,1) o gestosci (3.43).
Dystrybuanta rozktadu C(0.1) ma postac

F(x)= nlarctg(x) + % (3.44)

skad wynika prosty sposob generowania liczb losowych o tym rozkladzie metoda odwracania
11
dystrybuanty; X = tg(Un), gdzie U jest zmienng losowg o rozktadzie rownomiernym U @‘ 5 ED .
Przedstawimy szybki i elegancki algorytm generowania liczb losowych o rozkladzie
Cauchy'ego C(0,1) za pomoca pewnej kombinacji metody superpozycji rozkladow 1 metody
eliminacji.
LEMAT 3.15. Jezeli zmienna losowa X ma uciety rozktad Cauchy'ego C(0,1) o gestosci

2 1
f.(x)=10 11+ x° , gdy -1<x¢<1 (3.45)
H0,  poza tym

to zmienna losowa Y, ktora z prawdopodobienstwem 1/2 jest identyczna ze zmienng losowq
X oraz z prawdopodobienstwem 1 /2 jest identyczna ze zmienng losowqg 1/X, ma rozkiad
Cauchy'ego C(0,1).

b
Dowod: Pamigtajac o tym, ze I dt/(1+ t*) = arctg(b) - arctg(a), dla zmiennej losowej Y i dla

wartosci argumentu y < - 1 tatwo otrzymujemy:

1 1. 01 [
P{Y< y}= —P{X< y}+ —P]—< y]=
{Y< y 5 {X <y 5 %X y%
0
O+—PD—SX<0D=lEIO dt2=
0y 0 2mlurl=¢
1

czyli dystrybuante (3.44). Podobnie dowodzimy lematu, gdy y€ (-1,1) oraz gdy y > 1.



Zmienng losowa X o rozktadzie z gestoscia fu(x) wygenerujemy metodg AC (patrz algorytm
3.15), przyjmujac za gestos¢ dominujaca g gestos¢ rozktadu rownomiernego U(-1, 1) oraz za f,
gestos¢ statg (uzywamy tu oznaczen jak w algorytmie 3.15). Poniewaz g(x) = Y2, wiec za f;
przyjmujemy fu(x) — (fmax - 1/2) , gdzie fuax = max f, (x). Wtedy f2 (x) = fmax - 2 (patrz rys. 3.8)

Otrzymujemy nastepujacy algorytm:

ALGORYTM 3.37

Generuj X o rozkladzie rownomiernym U(-1, 1)
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(-1, 1)

1 1
yoSU> L) @f 5@

then Generuj X o rozktadzie rownomiernym U(-1, 1)
Return X

Poniewaz fi.x = 2/, wigc dodatkowego generowania X wedtug rozktadu réwnomiernego
U(-1, 1) przyjmuje posta¢ (U + 0.27324)(1 + X?) > 1.27324. ten warunek jest spelniony z

prawdopodobienstwem f—ll £ (0dx= 2. - 1/2)= 027324

3.2.7. Rozklady a-stabilne

Rozktady o -stabilne tworzg obszerng klase, ktéra zawiera m.in. rozktad normalny (o = 2) i
rozktad Cauchy'ego (a0 = 1). Klopoty z generowaniem zmiennych losowych o takich rozkladach
polegaja przede wszystkim na tym, ze poza wyjatkowymi sytuacjami nie jest znany wzor dla
gestosci lub dystrybuanty tego rozktadu, a wiec takie metody, jak metoda odwracania dys-
trybuanty lub metoda eliminacji, nie znajdujg tutaj zastosowania.

Zmienna losowa X ma rozktad a-stabilny, 0 < o < 2. z parametrem skali ¢ > 0, z
parametrem asymetrii SE[-1, 1] 1 z parametrem potozenia p € R, jezeli jej funkcja
charakterystyczna ¢(t) jest okre§lona wzorem

. g |t|a Hl- iﬁsignttgﬂH+ iwe, gdy a#1

mpo=0 " , 2
J -0 |t|H1+ iﬁsignt—ln|t|H+ it gdy a =1
] 0 Y

Ten rozklad oznaczamy przez S, (o,B,u). Jezeli zmienna losowa X ma rozktad S, (1,B,0), to
zmienna losowa Y okre§lona wzorem



H oX+yu, gdy at#l
r= EX+—ﬂaln0+u, gdy a =1

ma rozktad S, (o,B,n), wystarczy wiec skonstruowanie algorytmu generowania zmiennej
losowej X o rozkladzie a-stabilnym X.(1,B, 0). Mozna to zrobi¢ w nastgpujacy sposob, podany
po raz pierwszy w pracy Chambersa, Mallowsa 1 Stucka (1976): wygenerowa¢ zmienng losowa U o
rozktadzie rownomiernym U(-w/2, m/2) oraz niezaleznie zmienng losowa W o rozkladzie
wyktadniczym E(0,1), a nastgpnie:

1) jezeli a = 1, obliczy¢
— W cosU H

H

i} +/3UHth pin2 1

e 2P0
2

=||[\,)

1) jezeli o # 1, obliczy¢

(1-0)/a

. sing (U + 11/30’/,). HCOS(U- e(U+ B, ))E
’ (cosU)" w
gdzie

1/(20 )

B, =0 *arctg@ﬁtg%@, Sy 4= @H ﬂztgz%@

Nie podajemy tu zadnych dowoddéw; zwigzly wyklad na ten temat oraz bardziej specjalistyczng
bibliografi¢ mozna znalez¢ w ksigzce Janickiego 1 Werona (1994) oraz w pracach Werona (1996a.
1996D).

3.3. Zwiazki mi¢dzy rozkladami

Podstawa konstrukcji generatoréw liczb losowych o zadanych rozktadach prawdopodobienstwa sa
zwigzki teoretyczne miedzy réznymi zmiennymi losowymi. W biezagcym podrozdziale
zamieszczamy liste takich zwigzkdw. Odnalezienie informacji na temat konkretnych,
interesujacych Czytelnika rozktadow, utatwi schemat graficzny przedstawiony na rys. 3.9

1. Rozklad normalny i rozklad Cauchy'ego. Jezeli zmienne X i Y s3 niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym N(0,1), to zmienna losowa Z = X/Y ma
rozktad Cauchy'ego C (0, 1).

2. Rozklad normalny i rozklad Laplace'a. Jezeli X;, X5, X;, X, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym N (0,1), to zmienna X, X, — X>X; ma rozktad

Laplace'a z gestoscig f(x) = —eXpH |x 9|H
3. Rozklad normalny i rozklad chi-kwadrat. Jezeli X,,...X, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie normalnym N(0,1), to zmienna losowa

Z X} ma rozktad chi-kwadrat X > o n stopniach swobody.

4. Rozklad normalny i rozklad lognormalny. JeZeli zmienna losowa X ma rozkfad
normalny N(W,c), to zmienna losowa Y = ¢* ma rozktad lognormalny z parametrami (u,o).
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5. Rozklad normalny i rozklad rownomierny.
(a) Jezeli X 1 Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie réwnomiernym na

przedziale (0,1), to U = +/- 2In X * cos(2nY), V= +/- 2In X + sin(21Y) sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych N(0,1).

(b) Jezeli X 1 Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym N(0,1), to

zmienne losowe U= X*+Y? V= arc sin(X INX+ Y2) sg niezalezne, U ma rozklad
wyktadniczy E(0,2), V ma rozktad rownomierny na przedziale (-n/2, /2).

6. Rozklad normalny, rozklad chi-kwadrat i rozklad #-Studenta.
Jezeli zmienna losowa X ma rozktad normalny N (0,1), zmienna losowa Y ma rozktad chi-
kwadrat o n stopniach swobody i1 te zmienne s3a niezalezne, to zmienna losowa

t = X /<Y /n marozklad Studenta (rozklad z-Studenta) o »n stopniach swobody.

7. Rozklad rownomierny i rozklad Cauchy'ego. Jezeli zmienna losowa X ma rozktad
rownomierny na przedziale (-n/2, 1/2), to zmienna losowa Y = 7gX ma rozklad Cauchy'ego
C(0,1).

8. Rozklad réwnomierny i rozklad Pareto. Jezeli zmienna losowa U ma rozktad
rownomierny U(0,1), to zmienna losowa X = bU" ma rozktad Pareto o dystrybuancie

F,,(x)=1-(b/x)",x2 b.

9. Rozklad réwnomierny i rozklad beta. (a) Jezeli X,,..., X, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozktadzie rownomiernym na przedziale (O, 1), to k-ta statystyka
pozycyjna X,., ma rozktad beta B(k,n - k + 1), a zmienna losowa X,,, —Xx., (dla / > k) ma
rozktad beta B(/ - k,n - I+ k +1).

(b) Jezeli C,V sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie
rownomiernym U(0, 1) oraz a, b sa dodatnimi statymi, to rozktad warunkowy zmiennej
losowe;j



Ul/a
Ul/a + Vl/b

przy warunku {U '/ + V' '"° <1}, jest rozktadem beta B(a,b).

10. Rozklad rownomierny i rozklad logistyczny.

(a) Jezeli zmienna losowa X ma rozkltad réwnomierny na przedziale (0,1), to zmienna
losowa Y = a — bln (1/X - 1) ma rozklad logistyczny L(a, b) o gestosci
exp(- (x- a)/b)
b(1+ exp(- (x- a)/b))*’

b>0

(b) Jezeli zmienna losowa U ma rozktad rownomierny U(0,1), to zmienna losowa
X =In (U/(1 - U)) ma rozklad logistyczny o dystrybuancie F(x) = 1/ (1+e™).

11.Rozklad rownomierny i rozklad potegowy.

(a) Jezeli X,,..., X: sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
rownomiernym na przedziale (0,1), to max (Xj,...., X;) jest zmienng losowa o gestosci
fx) = k™', 0 <x<I.

(b) Jezeli zmienna losowa X ma rozklad réwnomierny na przedziale (O,1), to
zmienna losowa Y = X" ma rozktad potegowy o gestosci f(») = ay “,0<y <1,a > 0.

12.Rozklad réwnomierny i rozklad tréjkatny. Jezeli Xi Y sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadzie rownomiernym na przedziale (-a/2, b/2), to zmienna losowa Z =
X+Y ma rozklad trojkatny na przedziale (a, b) o gestosci

o2
)=

2 X |a+ b-2x|, xU(a,b)
-a

(b
13. Rozklad ré6wnomierny i rozklad wykladniczy.

(a) Jezeli zmienna losowa X ma rozkltad réwnomierny na przedziale (0,1), to zmienna
losowa Y = -4 In X ma rozktad wyktadniczy E(0,4).

(b) Jezeli Xj,...,. X, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie wyktadniczym E(0,1), to
DD T
n n-1 i 0
ma taki sam rozklad jak i-ta statystyka pozycyjna z proby U,..,U, z rozkladu
rownomiernego U(0, 1).

U,,-= -
exp@

n

14.Rozklad wykladniczy i rozklad Laplace'a.

(a) Jezeli X1 Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktadniczym
E (O, 1), to zmienna losowa Z = X - Y + a ma rozkltad Laplace'a (podwojnie wykladniczy
lub dwustronny rozktad wyktadniczy) o gestosci

f(x)= 1) expl- [x-al/h), x00!

(b) Jezeli zmienna losowa X ma rozktad Laplace'a z parametrami (4, a), to zmienna
losowa Y = |X -a | | ma rozktad wyktadniczy E(0, 7).



15. Rozklad wykladniczy i rozklad Poissona. Jezeli 75,73,... sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie wyktadniczym E(0, 1/A) oznaczajacymi kolejne chwile
skoku procesu stochastycznego X, takiego ze X, = 0, to proces ten jest jednorodnym
procesem Poissona z intensywnoscig A.

16. Rozklad wykladniczy i rozklad Weibulla. Jezeli zmienna losowa
X ma rozklad wyktadniczy E(0, X), to zmienna losowa ¥ = X ' @, A > 0, ma rozktad
Weibulla W(4,a) o dystrybuancie P {Y <y} =1- exp(-)*/A), y > 0.

17. Rozklad wykladniczy i rozklad gamma. Jezeli X,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozktadzie wyktadniczym E(0, 1), to zmienna losowa Z 7 X, ma

rozktad gamma 7" (n, A).

18. Rozklad wykladniczy i rozklad geometryczny. Jezeli zmienna losowa X ma
rozktad wyktadniczy E(0, 1), to zmienna losowa Y = [X] ma rozktad geometryczny

PY=yy=(1- p)p’, »y=012,..
z parametrem p = exp(-1/A).

19. Rozklad wykladniczy i rozklad logistyczny. Jezeli niezalezne zmienne losowe X i
1

Y majg rozktad wyktadniczy E(0,1), to zmienna losowa Z = EIH(X /Y) ma rozkiad

logistyczny L(0, 1).

20. Rozklad wykladniczy i statystyki pozycyjne. Jezeli X,,... ,X, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie wyktadniczym E(0, X), to rowniez nX;.,,(n-1)(Xz., —Xi.,),
n-2)(Xs.o -Xom),.o., Xum - Xoam S3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
wyktadniczym E(0, A).

21. Rozklad Cauchy'ego i rozklad Cauchy'ego.

(a) Jezeli X jest zmienng losowa o rozktadzie Cauchy'ego C(0,l), to zmienna losowa
1/X tez ma rozktad Cauchy'ego C(0, 1).

(b) Jezeli X,...,X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Cauchy'ego
C(0, 1), to zmienna losowa (X;+X; + . . .+X,)/n tez ma rozktad Cauchy'ego C(0,1).

22.Rozklad Cauchy'ego i rozklad 7-Studenta. Rozktad Cauchy'ego C(O,1) jest identyczny
z rozktadem #-Studenta z jednym stopniem swobody.

23. Rozklad Erlanga i rozklad gamma. Suma 7 niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadzie 7(1,A) ma rozktad gamma 7(n, A) (jest to tzw. rozklad Erlanga).

24, Rozklad F Snedecora i rozklad beta.

(a) Jezeli X jest zmienng losowa o rozktadzie F' z (m, n) stopniami swobody, to
zmienna losowa Y = n/(mX + n) ma rozktad beta B(n/2,m/2).

(b) Jezeli B(o,p) jest zmienng losowa o rozktadzie beta z parametrami a i ff oraz Fy,,
jest zmienng losowga o rozktadzie F' z (m, n) stopniami swobody, to

0 a U
PB(a < = P{F. >
H ( 9ﬂ) 1+ [}H { 28,20 X}
25. Rozklad F Snedecora i rozklad chi-kwadrat. Jezeli zmienna losowa X ma rozklad

chi-kwadrat o m stopniach swobody, zmienna losowa Y ma rozktad chi-kwadrat o n



X/m

stopniach swobody i te zmienne sg niezalezne, to zmienna losowa £ = ma rozktad F

n
Snedecora (krétko rozktad F,czasami uzywa si¢ tez nazwy rozklad F Fishera) o (m, n)
stopniach swobody.

26. Rozklad F Snedecora i rozklad dwumianowy. Miedzy dystrybuantami rozktadu
dwumianowego z parametrami (n,p) i rozktadu F’ Snedecora zachodzi nastepujacy zwigzek

OnQl ) Q k+11- pl
1- p)™* = PQF, oy § —— ——
;oﬁk%p( p) Hz(n B2k =TT » %

gdzie F,, oznacza zmienng losowa o rozkladzie F' z (a, b) stopniami swobody.

27. Rozklad F Snedecora i rozklad #-Studenta. Jezeli zmienna losowa X ma rozktad
Studenta z n stopniami swobody, to zmienna losowa Y = X? ma rozklad F Snedecora o (1,n)
stopniach swobody.

28. Rozklad Pareto i rozklad potegowy. Rozktad Pareto o gestosci f(x) = (a/xy)
(xo/x)**" dla x > xy, o > 0, jest rozktadem potegowym o gestosci f(x) = ax Y x > O,
ucietym do przedziatu (xo,00).

29. Rozklad Poissona i rozklad chi-kwadrat. Jezeli X jest zmienng losowa o rozktadzie
Poissona z parametrem A, to
P{X<k}=1-Gyy(2N), k=0,1,..

przy czym G,(x) jest warto$cig dystrybuanty rozktadu chi-kwadrat o m stopniach swobody
w punkcie x.

30.Rozklad Weibulla i rozklad Rayleigha. Rozklad Weibulla W(A2) jest nazywany
rozktadem Rayleigha (czyli /X ma rozklad Rayleigha, gdy X ma rozklad wyktadniczy
E0,)).

31.Rozklad Weibulla i rozklad podwdjnie wykladniczy. Jezeli zmienna losowa X ma
rozktad Weibulla #(1, 1), to zmienna losowa Y = - In X ma rozktad podwdjnie wyktadniczy
(rozktad wartos$ci ekstremalnych) o gestosci f(y) = exp(-exp(-x)), x > 0.

32. Rozklad arcusa sinusa i rozklad beta. Rozklad beta B(1/2, 1/2) nazywa si¢
rozktadem arcusa sinusa.

33. Rozklad beta i rozklad beta. Jezeli zmienna losowa X ma rozklad beta B(a, b), to
zmienna losowa | — X ma rozktad beta B(b,a).

34. Rozklad beta i rozklad beta II rodzaju. Jezeli X jest zmienng losowa o rozktadzie
beta B(a,b), to Y = X/1 - X) jest zmienng losowa o rozktadzie beta II rodzaju, ktoérego

gesto$¢ wyraza si¢ wzorem

-1
x[l

SO pamar o 0

35. Rozklad beta i rozklad chi-kwadrat. Jezeli niezalezne zmienne losowe X i ¥ maja
odpowiednio rozktady X 5,1 X5, zmienna losowa Z = Y/(X + Y) ma rozklad beta B(a,b).



36. Rozklad beta i rozklad dwumianowy. Dla zmiennej losowej X o rozkladzie
dwumianowym z parametrami (n, p) zachodzi zwigzek

PIX<x} = I y(n-kk+1) = 1-L,(k+1,n-k)

gdzie I(a,b) oznacza warto$¢ dystrybuanty rozktadu beta B(a,b) w punkcie x (jest to tzw.
niekompletna funkcja beta).

37. Rozklad beta i rozklad gamma. Jezeli X i1 Y s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozktadach gamma 7(a) i I(b), to Y = X/(X + Y) jest zmienng losowa o rozktadzie beta
B(a,b).

38. Rozklad beta i rozklad potegowy. Zmienna losowa o rozktadzie beta B(a, 1) jest
zmienng o rozkladzie potegowym z gestoscig f{x) = ax*”’, xe(0,1)

39. Rozklad beta i rozklad z-Studenta. Migdzy dystrybuantg S,(x) rozktadu #-Studenta
z n stopniami swobody 1 dystrybuantg /; (a,) rozktadu beta B(a, ) zachodzi zwigzek

s -1 1

40.Rozklad chi-kwadrat i rozklad gamma,
(a) Rozktad chi-kwadrat o n stopniach swobody jest rozkladem gamma 7(n/2,2).
(b) Jezeli X;..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie gamma 7{(1,1),

(1/2,n/2)

2 f(n+ 1%)

to zmienna losowa T = (24 )-12 ln , X; ma rozktad chi-kwadrat o 2n stopniach swobody.

41.Rozklad logistyczny i rozklad podwojnie wykladniczy. Jezeli niezalezne zmienne
losowe X 1 Y majg rozktad podwojnie wykladniczy, to zmienna losowa X - Y ma rozkiad
logistyczny L(0, 1).

42.Rozklad ujemny dwumianowy i rozklad geometryczny. Ujemny rozktad
dwumianowy z parametrami (7, p), okreslony wzorem

= k= r+k-1 _ r ok k=
P{X_ }_ k (1 p) b, _091325'"

jest rozkladem geometrycznym, jesli przyjmiemy » = 1.

4. Generatory liczb losowych o rozkladach
wielowymiarowych

4.1. Przypadek ogolny

Przyjmijmy, ze m-wymiarowa zmienna losowa X ma rozktad prawdopodobienstwa o



gestosci flx,,...,x,). Wszystko to co mowiliSmy ogdlnie o metodzie eliminacji (p.3.1.2) oraz o
metodzie superpozycji rozktadow (p.3.1.3) odnosi si¢ rowniez do generowania wielowymiarowe;j
zmiennej losowej. Pojawiajg si¢ tu jednak wigksze trudnos$ci techniczne. W kazdym konkretnym
przypadku mozna stara¢ si¢ znalez¢ odpowiednia gestos¢ dominujacg lub poszukac reprezentacji

k k
S(X)5ee0rx,) = Z Pf(xXenx,)p; > 0, Z 1
J71 J=1

za pomocg prostszych gestosci f; (xi,...,xm), j = 1,2,...,k ale te prostsze gestosci wielowymiarowe
wcale nie musza by¢ proste i nie musza pojawia¢ si¢ w tak naturalny sposdb, jak to
obserwowalismy w przypadku jednowymiarowym. Ponadto przy implementacji metody eliminacji
(w postaci czystej lub w stosunku do gestosci f; (xi,...,xm)), pojawia sie¢ pewien efekt, nazywany
czasami ,demonem wielowymiarowosci". Zilustrujemy to prostym przykltadem zastosowania
metody eliminacji do generowania zmiennej losowej X o rozkladzie rownomiernym na kuli
jednostkowe] Kn(0,1) w przestrzeni m-wymiarowej. Przyklad ten polega na generowaniu punktu
U= (U,...,U,) o rozkladzie rownomiernym na m-wymiarowej kostce [-1,1]" co sprowadza si¢ do
generowania m niezaleznych zmiennych losowych U, U,,...,U, o rozktadach rownomiernych na
przedziale [-1.1], i zaakceptowaniu U jako X, gdy to U wpadnie do kuli jednostkowej K,.(0,1).
Prawdopodobienstwo p. tego zdarzenia (tzn. prawdopodobienstwo akceptacji) jest oczywiscie
rowne ilorazowi objetosci kuli K,,(0,1) 1 objetosci opisanej na niej kostki [-1, 1]”, a $rednia liczba N,,
punktow U, potrzebnych do uzyskania jednej realizacji zmiennej losowej X, jest rowna odwrotnos$ci
tego prawdopodobienstwa. Mamy oczywiscie p. = n"%/(2"[(m/2+1), a odpowiednie liczby dla kilku
wybranych warto$ci m podaje nastgpujaca tabelka:

m Pm Nm
2 7.854 + 10! 1.27
5 1.645+ 10 6.08
10 2490+ 103 4.015 «10?
20 2.461+10% 4.063 « 107
50 1.537 «10° 6.507 «10%

Inna metoda ogo6lna generowania m-wymiarowej zmiennej losowej, gdy m > 1, polega na
przedstawieniu gestosci  f(x,,...,x,) W postaci iloczynu gestosci rozkltadow brzegowych i
warunkowych

S @, = O S (1) el 2 f

X5 Xg0eeees X, 1) 4.1

1 generowaniu ,,wspotrzedna po wspotrzedne)”: wspotrzednej X; wedlug rozktadu warunkowego
f(x]x,, Xy ,...,X,) po uprzednim wygenerowaniu wspolrzednych Xi,... . Xi,

Dla niektorych rozktadow wielowymiarowych znane sg efektywne metody wykorzystujace
specyficzne wtasnosci danych rozkladow; np. algorytm generowania m-wymiarowej zmiennej
losowej o niezaleznych sktadowych z jednakowymi rozkladami wyktadniczymi przedstawiliSmy w
p.3.2.2. W niniejszym rozdziale przedstawimy kilka zagadnien zwigzanych z generowaniem
wielowymiarowych rozkladéw rownomiernych (podrozdz. 4.2) oraz algorytm generowania



wielowymiarowego rozktadu normalnego o zadanej macierzy kowariancji (podrozdz. 4.3).

4.2. Rozklady rownomierne w R"

4.2.1. Uwagi ogolne

Przyjmijmy, ze Q jest pewnym zbiorem w przestrzeni R” i niech X bedzie zmienng losowa o
rozktadzie rGwnomiernym na tym zbiorze. Przy prezentacji metody eliminacji w p.3.1.2 doktadniej
precyzowali$my, co rozumiemy przez rozktad rownomierny na danym podzbiorze przestrzeni R".

Uogolniajac pojecia pole powierzchni 1 objetos¢, za zbior Q, na ktorym okreslamy nasz
rozktad, bedziemy zawsze przyjmowali zbior, ktérego miara Lebesgue'a /,(2) w przestrzeni R” jest
dodatnia i skonczona. Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozklad rownomierny na zbiorze €
(krétko: zmienna losowa X ma rozktad U(QY)), jezeli dla dowolnego zbioru 4 ¢ Q zachodzi P{X e
AY= 1,(A4)/1,(Q). Przymiotnik dowolny wyrdzniliSmy w celu zaznaczenia, ze chodzi nam tylko o
takie zbiory 4, dla ktorych /,(4) ma sens. Po tych wstepnych uwagach przedstawimy dwie ogoélne
metody generowania zmiennej losowej X o rozktadzie U(Q).

1. Przy sformulowanych wyzej zatozeniach zbiér Q mozemy zamknaé w m-
wymiarowym  przedziale |-| jl:l[aj,bjl, -0 <q <b <+tw,j=12,. Najprostszy algorytm

generowania zmiennej losowej X polega na wygenerowaniu m niezaleznych, jednowymiarowych
zmiennych losowych U; o rozkladach rownomiernych U(a;,b;) 1 zaakceptowaniu U = (U,,...,U,)
jako X, gdy U € Q, lub na powtdrzeniu losowania U w przeciwnym przypadku. Pokazalismy wyzej
na przyktadzie losowania X o rozktadzie rownomiernym na kuli K,,(0,1), jak niedoskonaty (zeby nie
powiedzie¢ - bezuzyteczny) jest to algorytm, ale niestety jest to jedyny znany dotad, ogdlny,
uniwersalny sposob postepowania. Istotne udoskonalenie moze polega¢ na pokryciu zbioru Q
wieloma roztgcznymi przedziatami, losowaniu najpierw przedzialu, a nastgpnie U o rozkladzie
rOwnomiernym na tym wybranym przedziale, wymaga to jednak doktadniejszego uwzglednienia
ksztattu zbioru Q i1 og6lnie niewiele mozemy tu sugerowac.

2. Niektore zbiory € mozna otrzymaé przez nieosobliwe liniowe przeksztatcenie
pewnych prostszych zbiorow: np. elipsoidy w R" otrzymujemy przez nieosobliwe liniowe
przeksztalcenie kuli K,,(0, 1), powierzchni¢ elipsoidy - przez nieosobliwe liniowe przeksztatcenie
sfery S,,(0,1), niektore wielo$ciany wypukte - przez nicosobliwe liniowe przeksztalcenie sympleksu

W, = {(x,..x,,) ZZ :lzlxj <Lx;20,j=12,.,m}a powierzchnie takich wielo$cianéw - przez
przeksztatcenia zbioru V,, = {(x,...,X,,) 32 :ilx‘,- =1Lx,20,j=1L2,...,m} . Jest oczywiste, ze jezeli
X jest zmienng losowa o rozkladzie rdwnomiernym na zbiorze 2 oraz F jest niecosobliwym
liniowym przeksztalceniem przestrzeni R”, to F(X.) jest zmienng losowa o rozktadzie

roOwnomiernym na obrazie F(Q) zbioru Q w tym przeksztalceniu.

4.2.2. Rozklad rownomierny na sferze i na kuli w R"

Przypusémy, ze zmienna losowa X = (X,...,X,,) ma rozktad rOwnomierny na sferze



i no
S, = 0(xpsesX,,) :Z x;=1)  (42)
0 Tl 0

Zauwazmy, ze jezeli A jest macierza ortonormalng (tzn. macierza pewnego obrotu w R") i
jezeli X ma rozklad réwnomierny na sferze S,, to zmienna losowa AX ma rowniez rozktad
réwnomierny na tej sferze.

Moéwimy, ze m-wymiarowa zmienna losowa Z = (Z,,...,Z,) ma rozkiad sferycznie
konturowany, jezeli ggstos¢ g.zi,...,zn) jej rozktadu zalezy tylko od ||Z||2 = Z r]n]ij Najprostszym
przyktadem takiego rozktadu jest taczny rozktad m niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
normalnych N(U,1):

g.(z5sz,)= (21 )'m/2 exp@- %"z"ﬂ

Poniewaz dla kazdej ortonormalnej macierzy A mamy ||Az||> = ||z|*, wigc jezeli Z ma
rozktad sferycznie konturowany, to AZ ma taki sam rozktad jak Z. Prowadzi to do nastepujacego
algorytmu generowania zmiennej losowej X o rozktadzie rownomiernym na sferze S,

ALGORYTM 4.1

Wygeneruj m niezaleznych zmiennych losowych Z,, ..., Z,, o rozktadzie normalnym N(0,1)
Oblicz Xj =Zj/\|z||, j = 1,2,...., m

Return X= (X,,...,.X.,)

Inna metoda generowania zmiennej losowej X oparta jest na nastgpujacym lemacie:

Lemat 4.1. Jezeli Z,,...,Z ma rozktad rownomierny na k-wymiarowej sferze Sy , R jest zmienng
losowg o rozktadzie z gestoscig

[ L
h(r)=H o jezeze 0< r<l (43)

0, poza tym

oraz s jest ,,Josowym znakiem” tzn.

P{s=1}= P{s= -1}

1
> (4.4)

to (k + 1) - wymiarowa zmienna losowa(RZ,,RZ,....,RZ,,s\1- R*) ma rozklad réwnomierny na
sferze Si1.

Otrzymujemy nastepujacy algorytm:

ALGORYTM 4.2

Wygeneruj X, jako punkt losowy na sferze jednowymiarowej, tzn., wylosuj z jednakowym
prawdopodobienstwem jedng z liczb — 1 lub 1



Fork=2tom—1[do

Wygeneruj R wedlug rozktadu o gestosci (4.3) oraz s wedtug rozktadu (4.4)

ObliczX; =RX,, j =1,2,..., k, Xin = s/1- R?
Return X = (X;,...,X,)

W celu zaprojektowania generatora liczb losowych o rozkladzie z gestoscig (4.3) wystarczy
zauwazy¢, ze zmienna losowa o tym rozkladzie moze by¢ potraktowana jako pierwiastek
kwadratowy zmiennej losowej o rozkladzie beta B(k/1,1/2), czyli jako zmienna losowa

VY /(Y +Y,), gdzie Y, oraz Y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi: Y; o rozkladzie gamma
I(k/2,1) 1Y, o rozkladzie gamma 7(1/2,1).

Niech zmienna losowa Y = (Y4,..., Y,,) ma rozktad rownomierny na kuli
K= {Qremy,):) VST (45)
7l

Jest to oczywiscie rozklad sferycznie konturowany. O prostym algorytmie generowania
zmiennej losowej Y metodg eliminacji z m-wymiarowej kostki opisanej na tej kuli mowiliémy na
poczatku rozdzialu. ZwréciliSmy tam jednak uwagg na to, ze jest to algorytm wysoce nieefektywny,
a w przypadku duzego wymiaru m wrgcz bezuzyteczny.

Prosta metoda generowania zmiennej losowej Y jest oparta na spostrzezeniu, ze dlugos¢
promienia wodzacego R punktu Y o rozktadzie rownomiernym na m-wymiarowej kuli K,,(0,1) jest
zmienng losowg o rozkladzie potegowym z gestoScig h(r) = mr ™!, 0 < r < 1. Wystarczy zatem wy-
generowac punkt X = (X, ...,X,,) o rozktadzie rownomiernym na sferze S,,(0,1) oraz zmienng losowa
R o rozktadzie z gestoscia a(r) 1 obliczy¢ Y = (RX, ...,RX,):

ALGORYTM 4.3

Wygeneruj X jako punkt losowy na sferze S,,(0,1)

Wygeneruj R wedtug rozktadu o dystrybuancie H(r) = r", O <r <1
Return X= (RX,, ..., RX,)

Inna metoda generowania Y jest oparta na rozktadach warunkowych, co opisalismy wyzej.
Na przyktad, w przypadku m = 2, tzn. w przypadku rozkltadu réwnomiernego na kole
jednostkowym K>(0,1), mozemy skorzysta¢ z nastgpujacego algorytmu:

ALGORYTM 4.4
2
Wygeneruj Y, o rozktadzie z gestoscig g,(y,) = ;\/1 -y, | y1| <1

Wygeneruj Y, o rozktadzie rownomiernym na przedziale (— \/ 1- v7, \/ 1- le)
Return Y = (Y,,Y,)

Rozwinigcie tej metody na ogolny przypadek m-wymiarowego rozkladu rownomiernego na
kuli K,(0,1) pozostawiamy Czytelnikowi. Metode generowania punktu losowego na kuli m-
wymiarowe] przez odpowiednie sktadanie dwoch niezaleznych punktow losowych o jednakowych
rozktadach rownomiernych na kuli (m/2)-wymiarowej podali Banerija i Dwyer (1993).



4.2.3. Rozklad rownomierny na sympleksie i na powierzchni sympleksu

Lemat 4.2. Jezeli U,,...., U, jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
rownomiernym U(0,1) oraz Uym,...,U,.. jest ciggiem odpowiednich statystyk pozycyjnych, to m-
wymiarowa zmienna losowa X = (X,..., X)) okreslona wzorami

X1= UI:m
Xo= Uz - Upm
Xm: Um:m - Um—].‘m

ma rozktad rtdbwnomierny na sympleksie

W= (X x,) ) x; € Lx; 20,77 1.2,,m)
J71

Lemat 4.3. Jezeli U,,...,U,.; jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
rownomiernym U(0, 1) oraz Ui ,...,Un.1.m1 jest ciggiem odpowiednich statystyk pozycyjnych, to
m-wymiarowa zmienna losowa X = (X,..., X,,) okreslona wzorami

Xi= Upm
Xo= U1 - Ui

Xm—I: Um—],m—l - Um—Z,m—l
Xm = ] - lJm-].‘m-I

ma rozklad rownomierny na powierzchni sympleksu

Vm = {(xla---:xm):z X; = lax_/‘ 20,j=12,..,m}

7

Z lematoéw wynika, ze generowanie punktow losowych na m-wymiarowym sympleksie lub
na jego powierzchni sprowadza si¢ do sprawnego wyznaczenia statystyk pozycyjnych w m- lub (m -
1 )-elementowym ciagu niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie rownomiernym U(0,1).
Najprostszy algorytm generowania ciggu Uy.m,..., U, polega oczywiscie na uporzadkowaniu ciagu
Uy,...,U, w ciagg niemalejacy, jednak znane sg bardziej efektywne algorytmy. Oto dwa z nich:

ALGORYTM 4.5

Wygeneruj cigg E,,..., E.. 1 niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie
wyktadniczym E(0,1)

mt1

NE Z Es Uy, =0

Forj=1tomdo U.,= U.;., +E;/S
Return U.p,..., Uy

ALGORYTM 4.6



Um+1;m =1

Forj=mdownto 1 do
Generuj U o rozkladzie rownomiernym U(0, 1)
(]/m = Ul/j (]j+1:m

Return U, ...,Upm

Algorytm 4.5 jest oparty na nastepujacym lemacie:

LEMAT 4.4. Niech U,.,...,Unn bedzie ciggiem statystyk pozycyjnych ciggu U,,...,U,
niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie rownomiernym i niech Uy, = 0 oraz Uyi1m = 1.
Zmienne losowe U, - Ui, j= 1, 2,.., m+1l, majq taki sam rozkiad jak zmienne losowe
E/SEYS,...Enii/S, gdzie E,.. ,E,., jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych

o rozktadzie wyktadniczym E(0,1) oraz S = Z ?:IIE_,

Wynika stad prosty algorytm generowania punktéw o rozktadzie réwnomiernym na
powierzchni sympleksu: wygeneruj ciag E,,...,E, niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
wyktadniczym E(0,1) i oblicz E|/S, E>/S,..., E./S, gdzie S =E; + E;+ ... + E,.

Algorytm 4.6 jest oparty na nastepujacym lemacie:

Lemat 4.5. Niech U,w,...,U.n bedzie ciggiem statystyk pozycyjnych ciggu U,,...,U,
niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie rownomiernym. Dla kazdego k = 0,l,...,m-1, zmienne
losowe Ui, Unici:ms <oy Uk majg taki sam rozktad  jak zmienne losowe
Ul/n Urll/nU}li(lm-l),---,U,l/nU,llz(]m-l)---U,]n/_(zTk)

n 2

4.3. Wielowymiarowy rozklad normalny

Prosta metoda Boxa-Mullera (1958) generowania dwuwymiarowej zmiennej losowej o
rozktadzie normalnym jest oparta na nast¢pujacym spostrzezeniu: jezeli U; i U, sa dwiema
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie réwnomiernym U(0,1), to zmienne
losowe X; i X; okreslone wzorami

X, = - 2In(U,) cos(2nU,) X, = - 2In(U,) sin(21U,)

sa niezalezne i majg jednakowy rozktad normalny N(0,1). Za pomoca tej metody otrzymujemy
jednoczes$nie dwie niezalezne zmienne losowe o jednakowym rozktadzie normalnym N(0, 1).

W zastosowaniach czgsto trzeba korzysta¢ z wielowymiarowych rozktadow normalnych, w
ktorych poszczegolne zmienne losowe sg ze sobg skorelowane. Niech

00,,0,,..0,,0

Y 1In

[p n,l a n,2 ) n,nD

bedzie macierzg kowariancji n-wymiarowej zmiennej losowej X = (Xi,...,.X,) o rozkladzie
normalnym, takim ze warto$¢ oczekiwana EX; = 0 dla kazdego i = 1,2, ... ,n. Jezeli Z = (Z,,..., Z,)
oraz wszystkie Z, i= 1,2, ... , n, sa niezalezne 1 maja taki sam rozktad normalny N(0,1), to zmienna
losowa CZ, gdzie C jest pewna macierzg nieosobliwa, ma n-wymiarowy rozktad normalny z
macierzg kowariancji CC" (C" jest macierzg transponowang macierzy C). W celu wygenerowania
n-wymiarowej zmiennej losowej X z dang macierzg kowariancji A wystarczy wiec skonstruowac



odpowiednig macierz C, takg zeby CC" = A, wygenerowa¢ n niezaleznych zmiennych losowych
Z,...,Z, o jednakowym rozktadzie normalnym N(0, 1) i obliczy¢ X = CZ.

Macierz C mozna skonstruowac¢ w nastepujacy sposob:

- q il
Ci,l B
\/0 1,1
H 1 1/2
- _ 2
Ci,i =l i Z ci,r
D r=1 D

J-1
_ - _ Lo
Cij = €l HU ij Z CirCir E’ gdyi> j

¢; =0, gdy i<
Inna metoda generowania zmiennej losowej X = (X, ,..., X,) 0 n-wymiarowym rozkladzie

normalnym z dowolng macierza kowariancji (niekoniecznie nieosobliwg) polega na generowaniu
sktadowych X ,..., X,, kolejno: X; z odpowiedniego (brzegowego) rozktadu normalnego, a gdy
wygenerowano juz X;,... ,Xi, generuje si¢ X; znowu z odpowiedniego (warunkowego) rozkltadu
normalnego. Ta metoda jest szczegodlnie przydatna do generowania réznych procesow
gaussowskich.

5. Testowanie generatorow liczb losowych

5.1. Metodyka testowania generatorow

Rozwazajac wlasnosci statystyczne generatora (w tym rOwniez generatora programowego},
traktujemy go jako pewne urzadzenie, takie jak np. moneta, urna z odpowiednim zapasem roéznych
kul, ruletka, itp. Kolejna liczbe X produkowang przez generator uznajemy za zmienng losowa i
testowanie generatora sprowadzamy do testowania odpowiednich hipotez o rozktadzie tej zmiennej
losowej. Co wigcej, na ogot interesuje nas nie pojedyncza liczba wyprodukowana przez generator,
ale odpowiednio dilugie ciagi takich liczb: wtedy testowanie dotyczy hipotezy, ze kolejno
pojawiajace si¢ liczby X, X, ..., X, na wyjsciu generatora sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie.

W zasadzie interesuje nas testowanie generatora liczb losowych U, n = 1,2,... o rozktadzie
réwnomiernym U(0,1); liczby losowe o innych rozktadach otrzymujemy z takich wiasnie liczb (o
czym mowilisSmy szczegdtowo w rozdz. 3 i1 4). Ich testowanie sprowadza si¢ do sprawdzenia
poprawnosci realizacji odpowiedniej procedury numerycznej, a ewentualne testy zgodnosci
rozktadow dla tych nowych zmiennych losowych mozemy traktowac jako w istocie rzeczy pewne
dodatkowe testy podstawowego generatora liczb losowych o rozktadzie rownomiernym U(0,1). W
biezacym rozdziale bedziemy wigc zajmowali si¢ tylko testowaniem generatora liczb losowych o



rozktadzie rownomiernym U(0,1).

Sposob testowania generatora jest determinowany przez sposob, w jaki jest on uzywany.
Wyobrazmy sobie generator jako skonczony ciag liczb (tu i dalej w tym rozdziale mamy w takim
kontekscie na mysli liczby z przedzialu (0,1)) - dlugo$¢ tego ciagu jest rowna okresowi generatora.
Korzystajac z generatora, wybieramy losowo pewng liczbe z tego ciaggu i poczynajac od niej
generujemy potrzebng liczbe, powiedzmy 7, kolejnych liczb. Losowy wybor poczatkowej liczby
jest realizowany komenda srand w jezyku C, komenda randomize w Turbo Pascalu lub przez
losowy wybor tej poczatkowej liczby jako seed przez nas samych w jaki§ inny sposob.
Oczekujemy, ze wygenerowany w ten sposob ciag ui,...,u, bedziemy mogli traktowac jako probe
losowg, tzn. jako realizacje¢ ciagu U,,...,U, liczb losowych o rozkladzie réwnomiernym U(0,1).
Testowanie hipotezy, ze aktualnie uzywany generator spetnia nasze oczekiwania, powinno zatem
polega¢ na obliczeniu wartosci odpowiedniej statystyki testowej 1 porOwnaniu jej z wartoscig
krytyczng, wlasciwg dla zastosowanego testu (zwykle uzywamy w tym celu kilku lub kilkunastu
réznych testow, wybranych odpowiednio do wykonywanego za pomocg tego generatora zadania).
Pozytywny wynik testu (nie odrzucenie weryfikowanej hipotezy) jest pewnym argumentem za tym,
ze obliczenia wykonane przez nas za pomocg liczb losowych z tego generatora sa poprawne.

Testowanie generatora nie powinno si¢ jednak na tym zakonczy¢, nawet gdy »n jest
bardzo duze. Przemawiajg za tym dwie nastepujace okoliczno$ci. Po pierwsze, przystepujac do
rozwigzywania za pomocg tego generatora nastgpnego zadania, wystartujemy zapewne z innej
liczby poczatkowej, a przeciez nie umiemy nic powiedzie¢ na temat wynikdéw testow przy tej nowe;j
liczbie startowej. Po drugie, jezeli testujemy nasza hipoteze na zadanym poziomie istotnosci, np. o,
to przecigtnie jeden raz na l/a przypadkéw natrafimy na wynik dyskwalifikujacy hipotezg, ale jezeli
dzieje si¢ tak wilasnie przecigtnie jeden raz na l/o przypadkéw, to Swiadczy to na korzysé
generatora, a nie na rzecz jego dyskwalifikacji. W zwigzku z tym przyjmujemy nastepujaca
metodyke testowania generatora:

1)  ustalamy liczbe n i startujac z losowo wybranej liczby poczatkowej, generujemy # kolejnych
liczb;

2)  obliczamy warto$¢ statystyki testowej - oznaczmy ja przez 7,

3)  obliczamy warto$¢ F(T), gdzie F jest dystrybuanta rozktadu statystyki 7, gdy weryfikowana
hipoteza jest prawdziwa,

4)  powtarzamy powyzszg operacje - oznaczmy przez N liczbe tych powtdrzen - obliczajac w
kolejnych krokach warto$ci statystyki: 7,75,...,Ty. Jezeli weryfikowana hipoteza jest
prawdziwa, to F(T)),F(T>),...,F(Ty) jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o
jednakowym rozkladzie roéwnomiernym U(0,1). Testowanie generatora konczymy
testowaniem wtasnie tej hipotezy.

W pracy Zielinskiego (1966) testowano np. dwa generatory liniowe postaci
X1 = (aX, + ¢) mod m, U, = X,/m, dlam = 2 *. W generatorze nazwanym RNB wybrano
a = 2** 23% + 1 oraz ¢ = 0 (generator multiplikatywny) tak, ze byl to generator o maksymalnym

1 1
okresie. W generatorze nazwanym RNC wybrano a = 5 oraz ¢ * 2 ** ZE - 6 3, co zapewnialo, ze

wspolczynnik autokorelacji tego generatora byt rowny zeru (patrz Marsaglia (1962)). Dla n = 1000
oraz N = 200 w przypadku RNB i dla N = 100 w przypadku RNC uzyskano rozktady empiryczne
statystyki testu serii monofonicznych (por. podrozdz. 5.5), przedstawione w tab. 5.1.

Tabela 5.1
Przedziat RNB RNC
0.0- 0.1 30 97
0.1-0.2 23 2




02 03 16 -
0.3-0.4 22 1
0.4-0.5 15 -
0.5-0.6 21 -
0.6-0.7 19 -
0.7- 0,8 15 -
0.8-0.9 20 -
0.9-1.0 19 -

Zauwazmy, ze ostatecznie zdyskwalifikowany generator RNC w kazdym ze stu wykonanych
na nim testow wykazywat dobrg zgodno$¢ rozktadu empirycznego statystyki testowej z jej
rozktadem teoretycznym!

W dalszym ciggu nie bedziemy juz wraca¢ do tej dyskusji metodologicznej i ograniczymy
si¢ do prezentacji wazniejszych testow statystycznych stosowanych do badania generatoréw liczb
losowych.

W Internecie pod adresem http://stat.fsu.edu/"geo/diehard.html zostala udost¢pniona przez
Marsagli¢ cala bateria testow statystycznych (procedury w jezyku C). Pakiet ten jest dostgpny
rowniez na specjalnym CD-ROMie poswieconym generatorom liczb losowych (Marsaglia
(1995)).Wiele klasycznych testow generatorow opisano w ksigzce Knutha (1981). Doktadne opisy
algorytméw 1 przyktadowe implementacje zawiera rowniez pozycja Dudewicza i Ralleya (1981).

W biezacym rozdziale przyjmujemy nastepujace oznaczenia: Xj,..., X, jest ciggiem liczb
losowych wyprodukowanych przez testowany generator oraz U,,...,U, jest ciggiem liczb losowych

o rozktadzie rownomiernym U(0,1), wyprodukowanym przez generator. Ogélnie, przez X lub odpowiednio przez
U, oznaczamy zmienng losowa produkowana przez rozwazany generator.

5.2. Testy zgodnosci z rozkladem U(0,1)

5.2.1. Test chi-kwadrat

Test chi-kwadrat jest jednym z najcze$ciej stosowanych testow zgodnosci, a jego opis i
tablice warto$ci krytycznych mozna znalez¢ w licznych podrgcznikach, zbiorach tablic i pakietach
komputerowych. W przypadku testowa nig generator6w znajduje on zastosowanie zaréwno na
pierwszym, jak i na drugim poziomie (tzn. takze do testowania zgodnos$ci rozktadu zmiennej lo-
sowej F(T) z rozktadem réwnomiernym U (0, 1) na podstawie takich danych, jak dane w tab. 5.1).

Hipoteza statystyczna w rozwazanych testach zgodnosci ma og6lng posta¢: zmienna losowa
X ma rozktad prawdopodobienstwa o dystrybuancie F.

Niech a oraz b bedg liczbami takimi, ze F(a) = 0 oraz F(b) = 1 (nie wykluczamy przypadku
a = - o oraz/lub b = +). Niech a = ayp < a; < a» <... < a; = b bedzie rozbiciem zbioru wartosci
zmiennej losowej X 1 niech p; = P{ai., < X < a;, i = 1,2,... . Oznaczmy przez n; liczbe takich
elementow X ciagu X,,...,X,, ktore spetniajg warunek a;.; < X < a;. Statystyka testu jest

k
X}, = Z nl-n (5.1
=

Gdy n jest duze a rozbicie takie, ze liczby np; ,,nie sa zbyt male" , statystyka (5.1) ma w
przyblizeniu rozktad chi-kwadrat o (k - 1) stopniach swobody. Inaczej niz w wielu zastosowaniach
praktycznych, testujac generatory liczb losowych mamy duza swobod¢ w konstrukcji testu.
Wygodnie jest dokona¢ takiego rozbicia (ai,...,ax), zeby p; = Vk dla wszystkich i = 1,2, ... Wtedy


http://stat.fsu.edu/~geo/diehard.html

statystyka (5.1) przyjmuje prosta postac
k
2 n’-n (5.2)

Jezeli ponadto przyjmiemy pewne standardowe k, np. £ = 10, bedziemy mogli tatwo
zautomatyzowaé obliczenia pozioméw krytycznych F(X..,) testu, gdzie F jest dystrybuanta
odpowiedniego rozktadu chi-kwadrat.

5.2.2. Test zgodnosci z rozkladem wielowymiarowym

Test chi-kwadrat stosuje si¢ bez Zadnych ideowych zmian takze w przypadku testowania
zgodnosci rozktadu zmiennej losowej (X,..., X, ) z odpowiednim rozktadem wielowymiarowym, a
poniewaz w przypadku testowania generatorow liczb losowych problem polega na testowaniu
niezaleznosci kolejno produkowanych liczb losowych, interesuje nas hipoteza, ze ten rozklad
wielowymiarowy jest odpowiednim rozktadem produktowym, czyli ze zmienna losowa (Xj,..., X,,)
ma rozktad o dystrybuancie

H(x,....,x,) = F(x)F(x,)....F(x,) (5.3)

W celu uniknigcia zbyt rozbudowanego systemu oznaczen, przedstawimy konstrukcje
statystyki testu dla przypadku testowania hipotezy, ze zmienna losowa (X,...,X,,) ma m-wymiarowy
rozktad rownomierny na kostce jednostkowej (0, 1)”. Rozbijmy kazdy przedzial (0,1) na &
jednakowo dtugich podprzedzialow postaci ((j - 1)/k,j/k), j = 1,2,... ,k. Otrzymamy w ten sposob
rozbicie kostki (O, )" na k" matych kostek o jednakowej objetosci (pedantycznemu Czytelnikowi
powiedzmy doktadniej: o jednakowej mierze Lebesgue'a w R™), rdwnej oczywiscie k£ ™. Jezeli teraz
nm-elementowy ciag liczb losowych z badanego generatora rozbijemy na n roztacznych ciagow n-
elementowych

(X Xy s X0 (X1 X s Xy Do
ceos (X iyt X o tyme 25005 X g Voo 5.4
T (X(n-l)m+l ’X(n-l)m+2""’ Xnm)

1 przez n; oznaczymy liczbe takich elementow (Xj.ime1 ,Xg-1yme2s - - -»Xijm) J = 1, 2,...,n, ktore wpadly do
i-tej kostki, to zwykla statystyka testu chi-kwadrat, tzn. taka jaka przedstawiliSmy w podrozdz.
5.2.1, przyjmie prosta postac (5.2) po podstawieniu tam k" w miejsce k. Przy konstruowaniu takiego
testu w przypadku duzego m trzeba jednak zadba¢ o to, zeby liczba nk ™ nie byla zbyt mata. W
pracy Leeba (1991) pokazano, jak za pomoca tej prostej konstrukcji mozna testowac
rownomierno$¢ poszczegolnych zespotow bitdéw uzyskiwanych z generatora, a takze zawarto wiele
wynikow takich badan dla popularnych generatorow.

Interesujaco przedstawia si¢ test zgodnosci z rozkladem wielowymiarowym, zbudowany na
nakladajacych si¢ na siebie elementach (X.iym:1, Xj-1yme2s - -» Xjm):

(X Xy X, (X X X, s (X X X, ) (5.5)

Jezeli dtugos¢ ciagu liczb losowych, na ktérego podstawie testujemy generator, jest rtowna
N, to takich naktadajacych si¢ elementow mamy oczywiscie N - m + 1. Niech jak poprzednio »;
oznacza liczbe takich elementow (5.5), ktore nalezg do i-tej kostki. Zdefiniujmy statystyki



N-m+17
@ni ) k’”@ Okazuje sie, ze
2 = - .
V=) Nl > ML2.. (5.6) .da dostatecznie

i _— duzych N" zmienna
k losowa U f, -y ,i_l w
przyblizeniu rozklad chi-kwadrat o k" - k™' stopniach swobody (por. Good (1953), Zielifiski

(1972)).

5.2.3. Test OPSO

Zaproponowany przez Marsaglie (1984) test OPSO (ang. overlapping-pairs sparse-
occupancy) dotyczy analizy czesto$ci naktadajacych sie par liczb uzyskiwanych z generatora.
Zatozmy, ze dla badanego generatora liczb pseudolosowych analizujemy cigg skonczony X;, X5, ...,
X,. Biorac ustalong liczbe b bitéw z kazdej liczby, otrzymujemy nowy ciag 1,,0,...,I, zZtozony z liczb
catkowitych ze zbioru {0, 1,...,2° - 1}. Utworzmy ciag kolejnych, naktadajgcych si¢ par, tzn. cigg

(]1;[2),(12,[3)3- . '9(111-19]11)

Niech Y oznacza liczbe takich par ze zbioru {(i,j):ij = 0,...,2° — 1} , ktdre nie pojawily sie w tym
ciggu. Zmienna losowa Y ma asymptotycznie (dla duzych n) rozktad normalny N(p,c)

Ponizsza tabelka zawiera przyktadowe parametry dla testu OPSO:

b n U o
10 2% 141909 290.26
11 2% 1542998 638.75
11 2% 567639 580.80

Przyktadem generatora zakwestionowanego za pomoca testu OPSO moze by¢ generator
multiplikatywny X, = 69069X,; mod 2%, dla ktérego test z parametrami b = 10, n = 27,
zrealizowany kilkakrotnie, dat warto$ci statystyki (Y - u4) / ¢ m.in. rowne: 4.611, 4.682, 4.114,
5.591.

Dalsze rozwiniecie idei testu OPSO na przypadek trojek, czworek, itd. liczb z generatora,
mozna znalez¢ w pracy Marsaglii (1993).

2.4. Test Kolmogorowa

Test zgodnosci Kotmogorowa stuzy do weryfikacji hipotezy, ze rozwazana zmienna losowa
X ma rozktad o danej ciaggtej dystrybuancie F, przy czym statystyka testu jest oparta na réznicy
miedzy hipotetyczng dystrybuantg F' a dystrybuantg empiryczng F, z proby X, X>,..., X,. Podobnie
jak test chi-kwadrat, test Kolmogorowa znajduje zastosowanie w testowaniu generatorow liczb
losowych zaréwno na pierwszym jak i na drugim poziomie. Hipoteza przyjmuje w tym przypadku



postac: zmienna losowa X ma rozktad prawdopodobienstwa o cigglej dystrybuancie F.

Nastepujaca wielkos¢ jest statystyka testowa:
sup

D, =

-0 < x< tm
gdzie dystrybuante empiryczng definiujemy wzorem

F, ()= n'y 1, (X))
F1

Jezeli préba X, X,.. ,X, pochodzi z rozkltadu o dystrybuancie F, to D, — 0 z
prawdopodobienstwem 1 (jest to tzw. podstawowe twierdzenie statystyki matematycznej, por. np.
Zielinski (1990)). Duze warto$ci statystyki D, przemawiajg przeciwko wyjsciowej hipotezie.
Ponadto rozktad statystyki D, nie zalezy od postaci funkcji F' (x). Pozwala to na wyznaczenie
wartosci krytycznych testu, czyli takich liczb D,(a), ze dla zadanego poziomu istotnosci o zachodzi

BeAD,> D, (@)= a

Obszar krytyczny testu ma postac¢ [ Dn(a),l ]. Wartosci krytyczne zostaty stablicowane (np.
Zielinscy (1987), Zielinscy (1990), Domanski (1990), Krysickiiin. (1994)). Praktyczne obliczenia
F (x)- F(x)| jest
osiggane w jednym z punktéw skoku dystrybuanty empirycznej F,. Poniewaz D, nie zmienia si¢
przy monotonicznych przeksztalceniach argumentu x, mozemy wykona¢ obliczenia wedhlug
nastgpujacych wzorow:

statystyki D, z proby X, X,...,X, opieraja si¢ na spostrzezeniu, Z€ SUP -u«<i<+o

i
D+ - max @;' F(Xm)@

1<i<n

. max @F(X)—lg

1<i<n
D, = max{D;,D;}
gdzie X, oznacza i-tg statystyke pozycyjng z proby, czyli X;.,, < Xz, <...< X,

Statystyki D, oraz D, maja identyczne rozktady (por. Koroluk i in. (1985) oraz Kendall i
Stuart (1967)):

P{D' > x}= P{D. > x} =

=n(m% HXH)H—H H H , 0<x<1
0 O nD

Rozktad graniczny statystyk D, oraz D, ma postaé

hmP{\/_D }: e, >0

n-



Dla odpowiednio duzych n (w praktyce juz dla n > 20) wykorzystuje si¢ rowniez rozktad
graniczny statystyki \/;Dn, wyrazony wzorem

limP{\/;Dn < t} = K(t)= i (- 1)!' exp(—2j212)’ t>0

Jest to tzw. rozktad A-Kotmogorowa. Odpowiednie tablice warto$ci krytycznych Ao podane
sa w zbiorze tablic Zielinskich (1990), a najczeSciej uzywane wartosci to: Aoy = 1.224, Agos 08 =
1.358, koo =1.628.

5.3. Testy zgodnosci rozkladow statystyk

5.3.1. Wprowadzenie

Jezeli X}, X,,... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie réwnomiernym
na przedziale (0,1), to ciag (X, X>... . Xuw), (Xuts, Xuiz, ..., Xom),... jest ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie rownomiernym na m-wymiarowej kostce
jednostkowej (0,1)".

Niech

y = h(xlax2a'--axm) (57)

bedzie funkcja m zmiennych, okreslong na kostce jednostkowej (0,1)". O funkcji tej zakladamy
tylko to, ze jest ona zmienng losowa, gdy jej argumenty sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie rownomiernym na przedziale (0,1).

Przeksztatcajac ciag (X1, Xo,.... Xn), (Xn+1, Xia,... . Xom),... wedtug funkcji (5.7) otrzymujemy
nowy ciag
Y, =2 WX oypes X oiymeares X i )s J = L2,

Jest to cigg niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie. Niech G bedzie
dystrybuantg rozkladu tych zmiennych losowych

G(y)= PY; < yj
gdy zmienne losowe X, X>,... sa niezalezne 1 majg jednakowy rozklad réwnomierny na przedziale
(0,1). Testowanie generatora na podstawie funkcji (5.7) przeprowadza si¢ teraz w nastepujacy
sposob: obserwuje si¢ cigg zmiennych losowych X, X,... 1 przeksztalca go na cigg zmiennych
losowych Y, Y>,... Dla ciagu Y,,Y,,... weryfikuje si¢ hipoteze, ze jest on probka prosta z populacji o
dystrybuancie G. Odrzucenie tej hipotezy prowadzi do dyskwalifikacji generatora liczb losowych
X1, X,...

Funkcje (5.7) mozna wybiera¢ w roézny sposob; przedstawimy kilka takich funkcji,
najczesciej uzywanych do testowania generatorow liczb losowych.



5.3.2. Testy oparte na statystykach pozycyjnych

Rozwazmy funkcje postaci
u = max{x,,x,,...,x, }

v = min{x,, X,,..., X, }
r=u-v
Niech U, Vj oraz Rj beda zmiennymi losowymi otrzymanymi w wyniku przeksztatcenia
danego ciagu X, X,.. wedlug funkcji, odpowiednio, u, v oraz r. Rozktady tych zmiennych
losowych wyrazaja si¢ za pomocg nastgpujacych wzorow:
PU,<up=u", 0sucl
P, <vi=1-(1-v)", 0<v<l
P{R, < r}= mr"™ ' - (m-Dr", 0<re<l

Zadanie sprowadza si¢ do weryfikacji hipotezy o zgodnosci rozktadu zmiennych U, V; oraz
Rj. Takie testy przeprowadza si¢ najczesciej dla kilku wartosci m, wybierajac m =2, 3, ..., 10.

5.3.3. Test sum
Zatézmy, ze funkcja (5.7) ma postaé
y=x1x+ . X, (5.8)
Skonstruowane wedtug tego przeksztalcenia zmienne losowe Y, maja rozklad o ggstosci gm,

wyrazajacej si¢ wzorem

0 1 w1 0 Sy m _ oy Ja0< v
gm:D(m-l)Ey HIE@) Ez%(y) H avs ysm

0 poza tym

gdzie sumowanie wykonuje si¢ dopoty, dopdki y, y - I, y - 2.... sa dodatnie.
Gdy m = 2, otrzymujemy rozktad trojkatny o gestosci

Oy dla0< y<1

&)+ HZ- v  dlals y< 2

gdy za§ m = 3, otrzymujemy rozktad o gestosci

H%yz dla0< y< 1
il

g(»)= 10 E(y2 -3(y- 1) dlal< y< 2
0
E%(y2 S3(y- 17+ 3(y-2)°)  dla2< y< 3

Opisane testy zgodnosci stosuje sie zwykle dla matych wartosci m, nie przekraczajacych 5.



Dla duzych m rozktad sumy (5.8} aproksymuje si¢ za pomoca rozktadu normalnego.

5.3.4. Test &’
We wzorze (5.7) przyjmijmy m = 4 i1 zdefiniujmy funkcje
y = (xr—x3)" + (x5 — x4)* (5.9)

Funkcje ta mozemy interpretowa¢ w nastepujacy sposob: potraktujmy (x;, x;) oraz (xs,xs) jako
punkty w kwadracie jednostkowym (0,1) ; wtedy y jest rowne kwadratowi odleglosci migdzy tymi
punktami. Jezeli X, X>X;Xs sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
rOwnomiernym na przedziale (0,1), to zmienna losowa otrzymana w wyniku przeksztatcenia (5.9),
oznaczana zwykle symbolem d?, ma rozktad

0 8§ 2.1,

SRS i A el dla0< y<1
Pld*<yy=0 3 2 : 1

0l 7,8 2.1 2

@§+ (m-2)y+4(y-1)*+ E(y- 1)? - Ey - 4yarcsec(y?) dlal< y< 2

(Grueuberger (1951)). Weryfikacja generatora polega na sprawdzeniu zgodnos$ci rozktadu statystyki
d” obliczonego dla danego generatora z podanym wyzej rozkladem teoretycznym.

5.3.5. Test urodzin dla spacji

Zat6zmy ze z generatora liczb pseudolosowych uzyskujemy ciag liczb catkowitych 1,0,
....Im 0 warto$ciach ze zbioru {1,2,.., ,n}. Porzadkujac I,,....I,, w ciag niemalejacy otrzymujemy
ciag lim,lom,. . ..Imm @ Nastgpnie tworzymy cigg spacji, czyli ciag

Il :m,IZ:m = ]lzmaIS:m: - ]2:ma' . °glm:m = Im-1:m

Niech Y bedzie liczba spacji, ktore wystepuja wiecej niz raz w powyzszym ciggu. Wielkosé
Y jest zatem réwna m minus liczba r6znych spacji. Dowodzi si¢, ze jezeli ciag [i,...,[, jest ciggiem
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie rownomiernym na zbiorze {l, 2,.... n},
to zmienna losowa Y ma asymptotycznie rozktad Poissona z parametrem A = m*/4n. Nawigzujac do
stawnego problemu Von-Misesa i Fcllera dotyczacego rozktadu urodzin, Marsaglia (1984) nazwat
opisywany test testem urodzin dla spacji.

Zauwazmy, ze na warto$¢ statystyki ¥ nie ma wptywu kolejnos¢ liczb produkowanych przez
generator. Sposrod rozwazanych przez nas generatorow test urodzin dla spacji z reguly spetniaja
generatory liniowe, generatory typu F(r,s,*) oraz kombinacje generatorow. Zwykle nie speiniaja
jednak tego testu uogolnione generatory Fibonaccicgo typu F(r,s,+), F(r,s,-) oraz F(r,s, xor).

Stosujac rozwazany test w praktyce, wybiera si¢ odpowiednio duzg warto$¢ n, np.



n > 10000, 1 za wartosci [, przyjmuje si¢ liczby utworzone z najbardziej znaczacych bitow liczb z
badanego generatora.

5.3.6. Test najmniejszej odleglosci w parach

n
Generujemy n punktéw z kostki m wymiarowej (O, 1)”. Wezmy pod uwage wszystkie % 2%

pary punktow i obliczmy odlegto$¢ euklidesowa miedzy punktami kazdej pary. Niech D oznacza
najmniejszg z tych odleglosci. Przy zatozeniu rownomierno$ci generatora zmienna losowa

T = n’D"/2 ma dla duzych n rozklad w przyblizeniu wykladniczy ze $rednig 1/V,, gdzie V,, oznacza
objetos¢ m-wymiarowej kuli jednostkowej. Wiasnos¢ t¢ wykorzystuje si¢ do tzw. testu najmniejszej
odlegtosci w parach. Stosujac ten test w praktyce, zwykle generuje si¢ Nn punktow w kostce (0,1)"
uzyskujac N realizacji statystyki 7, a nastepnie dokonuje si¢. porownania rozktadu empirycznego T
z rozktadem wyktadniczym (np. testem Kolmogorowa lub testem chi-kwadrat). Zauwazmy, ze duze
wartosci N wymagaja réwniez zwigkszania n, gdyz rozktad wyktadniczy jest rozktadem
asymptotycznym statystyki 7. Jako$¢ tej aproksymacji pogarsza si¢ ze wzrostem wymiaru m, co
wymusza przyjecie wigkszego n lub zmniejszanie parametru N. Wartosci n z kolei nie mogg by¢
zbyt duze, gdyz powoduje to istotny wzrost ztozono$ci obliczen minimalnej odlegtosci. L'Ecuyer
(1995) proponuje np. nast¢pujace uktady parametrow w omawianym tescie:

1) N=100, n=10°, m=4,
2) N=20, n=10°, m =6,
3) N=20, n=50000, m=9.

Generatory liniowe zwykle nie spetniajg opisanego testu, poniewaz tworzg one regularne
siatki w przestrzeniach R".

Test momentow

Podstawe teoretyczng testow, o ktérych teraz bedziemy mowili, stanowi nastepujace
twierdzenie:

TWIERDZENIE 5.1 Niech 1,5, ..., Ev bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi rozktadzie
jednakowym rozktadzie z dystrybuantg F. Niech Fy oznacza dystrybuantge unormowanej zmiennej

losowej { = ({+ {4+ ...t { )/ N . Jezeli istniejq wszystkie momenty zmiennej losowej & oraz
lim  sup|E(exp(ir{ )< 1, to
|t| -5

1y 1[p Hs s
Fu0)= 0 (- ~Esgoigs LHE Sfogg - LHEs jolsfyogs - (510
V@020 (- LB 3500 - Seh- 1055500 (5.10)
gdzie @(x) ip(x) sa, odpowiednio, dystrybuantg i gestoscig rozktadu normalnego N(0, 1),0?(x) jest
i-ta pochodng taj gestosci oraz i jest k-tym momentem centralnym zmiennej losowej { ,,0 > = [i,

Btad aproksymacji rozktadu zmiennej losowej { y Za pomoca powyzszego wzoru jest takiego
samego rzedu jak pierwszy odrzucony wyraz rozwini¢cia. D



Podane twierdzenie umozliwia obliczanie prawdopodobienstw réznych zdarzen zwigzanych
ze zmiennymi losowymi ( ,, za pomocg tablic rozktadu normalnego N(0, 1). Dowdd i dyskusje
tego twierdzenia mozna znalez¢ np. w pracach Cramera (1958) oraz Gniedenki i Kotmogorowa

(1957).
W naszym przypadku zmienne losowe X;,X>,..., Xy majg rozklad rownomierny na przedziale
1
(0,1). Zatozenia twierdzenia sg speinione, bo wszystkie catki onmdx,m = 1,2,..., a wiec wszystkie

momenty zmiennych losowych X; istniejg oraz

‘E (exp(itX ))‘ =

) |e” - 1|_ J2(1- cost)
- | —:

1
0 | {

J e™dx
wiec

lim  sup|E(exp(itX )| < 1
- o

W celu zbudowania rozwinigcia (5.10) dla rozpatrywanej zmiennej losowej X y obliczymy
kolejne momenty tej zmiennej. Rozwazmy najpierw przypadek og6lny.

Niech m = E(&) oraz niech m; = E((¢ - m)¥) bedzie k-tym momentem centralnym zmiennej
losowej & Wtedy dla zmiennej losowej { y mamy
EQ )= mli,= D’ )= my/ Ny, = my/ N° i, = 3m2 /N> + (m, - 3m})/ N,
s =10mym, /N> + (mg - 10m,m;)/ N*
1 0golnie
Uy = O(NT5), Uy = O(NT)
W naszym przypadku dla zmiennej losowej X o rozkladzie rownomiernym na przedziale
(0,1) jest: E(X) = 1/2, my = 1/12, m; = 0, mq =1/80, ms = 0,... (wszystkie nieparzyste momenty
centralne s3 rowne zeru). Dla zmiennej losowej Xy  otrzymujemy zatem:
W= EXy)=1/2,0%=p,=1/12N,ji,= 0,4, = 1/80N>+ (N -1)/48N> 4. = 0,... Zgodnie z
rozwinieciem (5.10) dla dystrybuanty zmiennej losowej X y otrzymujemy:

_ 0Xy - 0
PiXwexiz PRAY Xl %Hx- lH\/12NE- 1y <3>EHx- lH\/121\/E+ AT
n o 0 0 [ 2[ 20N 0 2]

Wszystkie pozostale wyrazy rozwinigcia az do wyrazu zawierajacego ¢® (x), sg rowne zeru.

Postepowanie przy weryfikowaniu hipotezy H:E(Xy) = 1/2 w stosunku do hipotezy
alternatywnej K:E( X y) # 1/2 jest nastepujace (por. np. Fisz (1967)): obliczamy wedlug wzoru
(5.11) prawdopodobienstwo P{ Xy < xy! (gdzie xy jest zaobserwowana wartoécia zmiennej

losowej Xy) i porownujemy je z zalozonym poziomem istotnoéci testu. Jezeli to
prawdopodobienstwo jest mniejsze od a/2 albo wigksze od 1 - /2, hipoteze H odrzucamy.

W analogiczny sposéb konstruuje si¢ test dla weryfikacji zgodnosci wariancji generatora z



wariancjg teoretyczna. Poniewaz D’(X) = E(X°) -(E(X))* , zgodno$¢ wariancji w ciggu liczb
losowych z wariancjg teoretyczng bedziemy weryfikowali jako hipoteze¢ o drugim momencie E(X?).
Bedziemy mianowicie rozwazali statystyke

X = ZN X2
N = )
7

Skorzystamy tu ze wszystkich podanych wyzej wynikéw dotyczacych zmiennych losowych &&,,5,
...év, przy czym teraz {, = X . Jezeli X; sa zmiennymi losowymi o rozkladzie rownomiernym na
przedziale (0,1), to zmienne losowe & maja gestos¢ prawdopodobienstwa réwna 1/(2\/;) na tym
przedziale i réwng zeru poza nim. Mamy wiec E(S) = 1/3 1 zadanie sprowadza si¢ do
zweryfikowania hipotezy H:E(Xx)=1/3 przy hipotezie alternatywnej K :E(Xx)# 1/3.
Powtarzajac opisane wyzej obliczenia, otrzymujemy ostatecznie rozwinigcie

—2 10 [45N 001065, 00 170 [45N
P{Xn < x} (DH@)C 3@ n H m¢ H@x 3@ 1 H+

Dalsze postgpowanie jest takie samo, jak w przypadku weryfikowania hipotezy o wartosci
oczekiwanej.

Opisane procedury testowania mozna oczywiscie przedluzy¢ rowniez na wyzsze momenty.
Zauwazmy, ze testowanie momentow E(X*) jest rtOwnowazne ocenie generatora z punktu widzenia

1
jego przydatno$ci do obliczania metoda Monte Carlo calek onkdx.

5.5. Testy serii

Niech X, X;,..., Xy bedzie ciagiem liczb losowych o rozktadzie z dystrybuanta F. Oznaczmy
przez X zmienng losowa o rozkladzie z dystrybuanta F. Podzielmy zbior wartosci tej zmiennej
losowej na dwa roztagczne podzbiory A i B i1 zdefiniuyjmy nowa zmienng losowa Y o warto$ciach a i
b w nastgpujacy sposob:

_Oa,gdy XU A (5.12)
Hb, XUB

Niech p =P{Y=a}; wtedy P{Y =0} =1-p.

Po przeksztalceniu kazdego wyrazu ciggu wedtug wzoru (5.12) otrzymujemy nowy ciag
zmiennych losowych Y, Y,,..., Yx. Oto przykladowa realizacja tego ciagu:

aa ba bbba bbb (5.13)

Odcinkiem elementarnym ciagu postaci (5.13) nazwiemy kazdy odcinek sktadajacy si¢ z
jednakowych elementow. Serig nazwiemy kazdy taki odcinek elementarny, ktory przez
przedtuzenie w lewo lub w prawo przestaje by¢ odcinkiem elementarnym. W przyktadowym ciggu



(5.13) mamy wigc nastepujace serie: aa, b, a, bbb, a, bbb.

Jest intuicyjnie oczywiste, ze jezeli zmienne losowe X, X5, ..., Xy sa niezalezne, to w ciagu
(5.13) symbole a oraz b powinny by¢ ,,dobrze przetasowane" ; zbyt duza lub zbyt mata liczba serii
w takim ciggu bedzie §wiadczyla przeciwko hipotezie o niezalezno$ci. Te spostrzezenia sg punktem
wyjscia do budowy dwoéch testow opartych na statystykach zwigzanych z seriami. Sformutujemy to
doktadnie;.

Niech y1,)»,...,yn bedzie pewna realizacja ciagu Y, Y>,..., Yy. Rozwazmy najpierw takie ciagi
Vi,V2,...,. VN, W ktorych jest n, symboli a oraz N — n, = n, symboli b. Wszystkich takich ciagow jest
N
oczywiscie H” H: H” E Jezeli hipoteza o niezalezno$ci jest prawdziwa, to prawdopodobienstwo
(] b

N
H. Rozkltad liczby R serii przy tym

kazdej takiej realizacji jest jednakowe i oczywiscie rowne 1/ H”
a

warunku wyraza si¢ wzorem

0 _On, - 1n, - 1
Dz%k-l%@k—l%
0 dlar = 2k
0 N
i % %

P{R = - '

{ r|na 7nb} H Hna - IEEnb - 1H+ %na - IH%nb _ 1%

0 k -1 k-1
i k k dlar=2k+1
0

Wzor ten i jego wyprowadzenie mozna znalez¢ w rdéznych podrecznikach statystyki
matematycznej (np. Fisz (1967), Domanski (1990)).
Rozktad bezwarunkowy liczby R serii wyraza si¢ wzorem

P{R = = " = g f nb g (1 = ny,
(R=r}= § PIR=tnm )2 " pn (1 p)
n,=0

Otrzymujemy

E(R)= 2Np(1- p)+ p*+ (1- p)’ (5.14)
D*(R) = 4Np(1- p)(1- 3p(1- p))- 2p(1- p)3-10p(1- p)  (5.15)
Teoria weryfikowania hipotezy o niezaleznosci zmiennych X}, X, ...,Xy oparta na liczbie R

serii jest bardzo prosta: nalezy - dla ustalonego poziomu istotnosci o - znalez¢ takie dwie warto$ci
krytyczne R; oraz R,, zeby

P{R< R}= PIR> Ry}=

Jezeli zaobserwowana liczba serii jest mniejsza od R; lub wigksza od R, to weryfikowana



hipoteze odrzucamy. Liczby R, i R, oblicza si¢ rozwigzujac rownania

Bl a N a
P{R= j}= —, P{R= j}= —
;O 2 j:sz” 2

Rozwigzywanie tych réwnan jest ktopotliwe, warto wigc skorzysta¢ z odpowiednich tablic
(np. Domanski (1990)). Dla duzych N dostatecznie doktadna do zastosowan praktycznych jest
aproksymacja rozktadem normalnym z parametrami okreslonymi wzorami (5.14) i (5.15). Gdy p=
’2, podane wzory znacznie si¢ upraszczaja, a dla duzych N rozklad statystyki R jest aproksymowany
przez rozklad normalny ze $rednig N /2 i z odchyleniem standardowym N2 W przypadku p =
1/2 zbiér wartosci zmiennej losowej dzieli si¢ zwykle na zbidr wartosci wigkszych niz mediana 1
zbior wartosci nie wigkszych niz mediana (np. w rozkladzie rownomiernym na przedziale (O,1)
mediana jest rowna 0.5). Takie serie nazywa si¢ zwykle seriami powyzej 1 ponizej mediany.

Inny test jest oparty na tzw. seriach monofonicznych. Niech X, X, ..., Xy bedzie ciggiem liczb
losowych o jednakowym, ciagtym rozktadzie prawdopodobienstwa. Rozwazmy ciag znakow zn(X>-
X)), zn(X; — Xa),..., zn(Xy -Xn. 1), gdzie zn(X) = +, gdy X > 0 oraz zn(X) = -, gdy X < 0. Funkcja
zn(X) nie jest zdefiniowana dla X = 0, ale prawdopodobienstwo zdarzenia X = 0 przy zalozeniu
ciaglosci rozktadu zmiennych losowych X, X5, ..., Xy, jest rowne zeru. Cigg znakoéw + oraz - mozemy
traktowa¢ jako ciag dwoch symboli i rozwaza¢ rozne statystyki zwigzane z seriami jednakowych
symboli. Sposob postepowania w takim przypadku dyskutowalismy juz szczegdtowo; omdwienie
teorii serii monofonicznych znalezé mozna w pracy Edigingtona (1961), a tablice wartosci
krytycznych dla testu opartego na liczbie serii monotonicznych dostepne sa w ksigzce Domanskicgo
(1990). Zagadnienie zastosowania tego testu do badania generatorow liczb losowych opisano
réwniez w pracy Downhama (1969).

Niech L bedzie liczba serii monotonicznych w danym ciggu. Dla duzych N rozklad tej
statystyki jest w przyblizeniu normalny ze §rednig (2 N - 1 )/3 1 wariancja (16N - 29) /90.

Rozwazmy nastgpujace zmienne losowe oparte na seriach symboli a i b: Kj; - liczba serii a
dtugosci j, Ky - liczba serii b dhugosci J,S,, = z };rKl_,- - liczba serii a dlugosci nie mniejszej niz
r,S,, = Z I:h:er_,- liczba serii b dlugo$ci nie mniejszej niz r. Jezeli hipoteza o niezaleznosci jest

prawdziwa, to

E(K,)= (n- jHp’(- p)*+ p’(1- p)’
E(K,)= (n- j)1- p) p*+ (1- p)'(1- p)’
E(S,)= (n-r)p"(1- p)+ p’
E(S,,)= (n-r)1- p) pt(1d- p)
Powyzsze wzory sg uzywane do weryfikowania hipotezy o niezaleznosci za pomocga testu
chi-kwadrat, ktéry poréwnuje zaobserwowany rozktad liczby serii réznych dlugosci z rozktadem

teoretycznym. Przyktady uzycia tego typu testow do badania generatoréw liczb losowych znalez¢
mozna w pracy Goralskiego (1978).



5.6. Testy kombinatoryczne

5.6.1. Test pokerowy

Opisana w tym podrozdziale grupa testow nalezy do tzw. festow niezaleznosci (losowosci
proby). Sprawdzamy, czy kolejno produkowane przez generator liczby sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi, czyli weryfikujemy hipoteze, ze zmienna losowa (Xi,X5,...,Xx) ma rozklad o
dystrybuancie postaci

H( x1, x2,..., X0) = F(x))F(x2)...F(xn)

Niech X;,X>,...,Xx bedzie ciggiem liczb z pewnego generatora liczb losowych o rozktadzie z
dystrybuanta F. Podzielmy zbior wartos$ci zmiennych losowych X na k rozlacznych ,, jednakowo
prawdopodobnych" przedziatdéw za pomocg punktow a, < a; < ... < ar; < ar Jezeli zmienne
losowe X; maja rzeczywiscie rozktad z dystrybuanta F, to dla kazdego przedziatu (ai.i,ai)

Pla. < X;<a;}-=

J

Utwoérzmy nowy cigg zmiennych losowych Yj zdefiniowanych wzorem

Y =i, jeieze XjD (ai,ai”), i=01,...,k-1

J

Zmienne losowe Y, przyjmuja wiec tylko wartosci 0,1,2,...k - 1, kazda z jednakowym
prawdopodobienstwem.

Podzielmy ciag Y,Y,,... na piatki (Y, Y>,..,Ys), (Y5 Y7,..., Y10),...Ten nowy cigg zbudowany jest
z k° réznych pigtek. Bedziemy wyr6zniali nastepujgce typy pigtek:

abcde (bust) - kazda liczba w piatce jest inna

aabcd (para) - w piatce sg dwie liczby jednakowe, wszystkie pozostale sg rozne
aabbc (dwie pary)

aaabc (trojka)

aaabb (ful)

aaaab (czworka)

aaaaa (piatka)

Przy zalozeniu, ze kazda z liczb O, 1,...,k - 1 pojawia si¢ w ciggu Y,Y>,... z jednakowym
prawdopodobienstwem oraz, ze poszczegdlne wyrazy tego ciggu sa niezalezne, rozktad
prawdopodobienstwa na wymienionym wyzej zbiorze wyrdznionych piagtek opisuje si¢
nastgpujacymi wzorami:



Piabedeyy = 0k~ D= D= k- /K" dlak 5
0o dlak< 5

01 - D(k - 2)k - 4 N
P{(aabcd)} = [ 0(k - D(k - 2)(k - 3)/ k dla k> 4
0o dlak < 4

015(k - V)(k - 2)/ k* dlak> 3
20 dlak< 3
010(k - D)(k - 2)/k* dlak> 3

“ 0 dla k<3
010(k - 1)/ k* dlak> 2

20 dlak< 2

05(k - 1)/ k* dlak> 2

20 dlak< 2

01/ k* dlak> 2
P{(aaaaa)} = 7 ¢
00 dla k<2

P{(aabbc)} =
P({aaabc)} =
P{(aaabb)} =

P{(aaaab)} =

Warto$ciami najczesciej stosowanymi w praktyce sa wartosci £ = 2, 8, 10. Zgodno$¢
rozktadu pigtek roznych typow sprawdza si¢ za pomoca zwyktego testu chi-kwadrat.

5.6.2. Test kolekcjonera

Utwoérzmy ciag Y, 7Y, ..., tak jak dla testu pokerowego. Bedziemy obserwowali ten ciag
dopdty, dopdki nie pojawia si¢ w nim wszystkie k liczby 0,1,2,..., k- 1. Niech R bedzie dlugoscia
zaobserwowanego odcinka ciggu. Mozna udowodni¢ (por. np. Greenwood (1955)), ze zmienna
losowa R ma rozktad okreslony wzorem

_ _ 1 k2 j k_l 71 -
PIR=r= e GV )T ke
J=0

Zgodnos¢ tego rozkladu z rozktadem zaobserwowanym bada si¢ za pomoca standardowego
testu chi-kwadrat.

5.6.3. Test kolizji i test liczby pustych cel

Rozpatrzmy ciag utworzony z nk kolejnych liczb z generatora
(X0 Xo o, X0), (Kt tseee s Xo)seoo Kint 15w, X)) (5.16)

Rozwazmy podzial k-wymiarowej kostki [0, 1]* na m = s* mniejszych kostek k- wymiarowych o
jednakowych objetosciach rownych 1/m. Za statystyke testowa przyjmuje si¢ tzw. liczbe kolizji C,
tzn. liczbe przypadkow, w ktorych kolejny punkt z ciggu (5.16) wpada do kostki zajetej juz przez
jeden lub wiecej punktow tego ciggu. Przy zatozeniu, ze cigg zmiennych losowych X,.X,... jest



ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie rownomiernym U(0,1),
statystyka C ma rozktad okre§lony wzorem

P(C= o) = m(m=-1)..(m-n-c+1) Enn CH’ t 012

n

m

Zgodno$¢ tego rozktadu z rozktadem zaobserwowanym bada si¢ za pomocg testu chi-
kwadrat.

W omawianej sytuacji mozna rozwaza¢ rowniez statystyke C', zdefiniowang jako liczba
kostek w ktérych nie ma ani jednego elementu ciggu (5. 16). Test skonstruowany na podstawie
statystyki C' znany jest w literaturze pod nazwa festu liczby pustych cel (ang. the empty celi test -
patrz Wilks (1963)), a w polskiej literaturze ekonometrycznej wystepuje jako test Hel-wiga lub test
Davida-Hellwiga. Rozklad prawdopodobienstwa statystyki C’ przy zalozeniu, ze X; X, ,.... jest
ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie rownomiernym U(0, 1),
wyraza si¢ wzorem

. _m’”‘c_l.m-c _c+in ,
P{C_C}_ECEIZO( I)E ) %@1 E, c=012,.,m

l m

Tablice dystrybuanty i warto$ci krytycznych dla statystyki C’' mozng znalez¢ w pracach Hellwiga
(1987) oraz Domanskiego (1990).

5.6.4. Test permutacji

Niech Xi,X,.. - bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
rownomiernym na przedziale (0,1) i rozpatrzmy cigg punktow

(Xla XZ:- . ~9Xm)9(Xm+]:Xm+2; ~~~;)(2m), oo

Przeksztatémy kazdy z punktdéw, zastgpujac wspoirzgdne ich rangami wsrdd wszystkich
wspotrzednych danego punktu. Na przyktad punkt (0.72, 0.23. 0.47, 0.91, 0.50) przeksztalca si¢ w
opisany wyzej sposob na punkt (4,1,2,5,3). Jezeli ciag X, X .. jest ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych, to kazda permutacja (n,na,... ,n,) liczb (1,2,... ,m) jest jednakowo praw-
dopodobna. Testem zgodnos$ci chi-kwadrat weryfikuje si¢ hipoteze, ze tak jest rzeczywiscie.

5.6.5. Test oparty na rzedzie losowych macierzy binarnych

W takich dziedzinach jak kombinatoryka 1 teoria graféw analizuje si¢ macierze losowe o
elementach 0 lub 1. W niniejszym teScie korzysta si¢ z nastgpujacego faktu dotyczacego takich
macierzy: rzad losowej macierzy binarnej o wymiarach m X n przyjmuje wartosci » = 1,2,..
min(m,n) z prawdopodobienstwami

*

2i-m

r-1
2r(n+ m-r)- mn 1 _ 2i-n 1 - =
Ii-JO ( ) 1-2"7

Na przyktad dla m = n oraz n > 10 rzad losowe] macierzy binarnej jest rowny m z



prawdopodobienstwem w przyblizeniu 0.30.

Marsaglia (1984) przytacza wyniki badan, z ktorych wynika, Ze generatory oparte na
rejestrach przesuwnych oraz generatory typu F{(7, s, xor) zwykle nie spelniaja tego testu, natomiast
w wigkszosci przypadkéw spetniajg go generatory F(r,s,+) i F(r,s,-).

5.7. Testowanie generatorow za pomoca zadan kontrolnych

Testowanie generatorow za pomocq zadan kontrolnych polega na rozwigzywaniu metodami
Monte Carlo okre§lonych zadan za pomocg liczb losowych z badanego generatora i poréwnywaniu
otrzymywanych wynikéw z wynikami otrzymywanymi w inny sposob. Typowymi sg tu zadania
szacowania liczby m lub pewnych innych statych matematycznych oraz zadania obliczania
niektorych calek, np. zadanie szacowania objgtosci kuli jednostkowej w przestrzeni m-wymiarowe;.

Estymator liczby 7 otrzymuje si¢ za pomocg zadania Buffona (por. np. Ripley (1987)).
Niech X;JX,... bedzie ciggiem liczb z badanego generatora liczb losowych o rozktadzie
rownomiernym na przedziale (0,1) i rozpatrzmy ciag (X, X>), (X5X4),... Kazdej parze (X5, X5), J
= 1,2,..., przyporzadkujemy zdarzenie sukces, gdy X5, < 1/2cos(n/2 Xaj) lub zdarzenie porazka w
przypadku przeciwnym. Niech M bedzie liczbg sukcesow w ciggu N par. Wtedy stosunek M/N jest
nieobciazonym estymatorem liczby w' = 0.3183098862... Wariancja estymatora M/N jest
oczywiScie rowna © (1 - © ")/N, a dla dostatecznie duzych N rozklad tego estymatora mozna
aproksymowaé rozkladem normalnym. Na tej podstawie mozna weryfikowaé generator,
sprawdzajac, czy obliczona z uzyciem liczb losowych z tego generatora warto§¢ M/N rdzni si¢
istotnie od znanej warto$ci © . Bardziej efektywne estymatory liczby & oraz liste prac zrodtowych
poswieconych tym problemom mozna znalez¢ u Zielinskiego (1970).

Objetos¢ kuli jednostkowej w przestrzeni m-wymiarowej wyraza si¢ znanym wzorem V,, =
21™?/(mI(m/2)). Rozwazmy cigg (X1, Xo,... X0), (Xoet,Xni2,.,X0m), ..., gdzie X1, Xo,... jest ciggiem
liczb losowych o jednakowym rozktadzie rGwnomiernym na przedziale (-1,1), i kazdemu wyrazowi
(Xg-mits XgpmezeXm), j = 1,2,..., tego ciagu przyporzadkujmy zdarzenie sukces, gdy
Xt t Xpmea t ot X5, € 1, lub zdarzenie porazka w przypadku przeciwnym. Niech M
bedzie liczba sukcesow w ciggu N-elementowym. Wowcezas 2"M/N jest nieobcigzonym estyma-
torem liczby V,. Na podstawie zaobserwowanej wartosci statystyki 2"M/N wnioskujemy o
generatorze analogicznie jak w opisanym poprzednio przypadku szacowania statej 7.

Opisane postepowanie mozna oczywiscie zastosowa¢ do wielu innych zadan numerycznych,
a przedstawione wyzej dwa przypadki sg tylko przyktadami.

Do testowania liczb pseudolosowych przydatne okazaty si¢ rowniez pewne zjawiska
fizyczne, dla ktérych znane s3 charakteryzujace je wielkosci. Parametry fizyczne badanego
zjawiska mozna oszacowa¢ za pomocg odpowiedniego modelu symulacyjnego, a nastepnie
poréwna¢ uzyskane wyniki ze znanymi wielkosciami. Przyktady takich testow fizycznych i ich
zastosowanie do badania kilku popularnych generatorow podat Yattulainen (1994). W tej grupie
testow efektywny okazal si¢ np. test oparty na zjawisku btadzenia przypadkowego, w ktorym
modeluje si¢ ruch Browna na plaszczyznie.
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