Zagadnienie 6 - Estymacja

Zagadnienie estymacjl - wprowadzenie

WeZzmy pod uwage pewna populacje (np. wszystkich mieszkancow Pol-
ski) oraz ceche, ktora posiadaja wszystkie jednostki populacji (np. wzrost).
Niech @ = (a1, x9, ..., 1) oznacza n-elementowa probe losowa # tej popu-
lacji (proba zawiera wartoscl oznaczajace wzrost n osob wybranych losowo
z catej populacji). Proba ta jest ciagiem licsb.

Estymacja polega na oszacowaniu watrosci parametrow charakteryzujacych
cala populacje (np. momentoéw: wartodei oczekiwanej, wariancji). Esty-
matorami nazywamy funkcje, ktére przcksztatcaja n-clementowa probe w
pewna liczbe:

f:R* S5 R.

Wynik dziatania takiej funkeji jest oszacowaniem wartosci poszukiwanego
parametru. Roéznice migdzy wartodcia estymatora a rzeczvwista wartoscia
parametru nazywamy bledem estymatora. W przysztosci omowimy cechy
estymatordw, ktore gwarantuja, ze btad jest mozliwie najmniejszy.

Przyktadem dobrego estymatora wartodci oczekiwanej jest srednia arytme-
tyczna:
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Przyktadem dobrego estymatora wariancji jest tzw. wariancja z proby:

n
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Estymacja parametryczna

Oznaczenia:

n € N - licznoscé proby,

X =(X1,Xo,..... X,.) - proba losowa (zmicnna losowa) z pewnego rozkladn,
x = (r1,29,...,2y) - proba (dane liczbowe),

# - nicznany parametr, od ktorego zalezy rozklad proby losowej



Estymacja punktowa

Estvmacja punktowa to oszacowanic nieznanego parametru € za pomoca
funkeji o argumentach X1, Xo. ..., X, 1 wartodciach w R. Funkcje te nazy-
wamy statystyka. Estymatorem parametru 6 nazywamy statvstyke. ktora
shuzy do oszacowania tego parametru. Estymator parametru ¢ oznaczamy
symbolem 6 lub 6,. Konkretna wartosc¢ liczbowa estvimatora z danej proby
nazywamy oceng punktowa parametru 6.

Obcigzeniem estymatora 6, nasywamy roznice micdsy wartoscia ocze-
kiwana rozkladu estymatora a dokladna wartodcia parametru #:

E(#,) — 6.

Estyvmator 6, nazywamy nieobecigazonym jesli ma zerowe obciazenice:

E(f,) — 6= 0.

Estymator 6, nazywamy asymptotycznie nieobcigzonym jesli przy licz-
nosci proby dazacej do nieskonczonosci obcigzenie maleje do zera:

lim (E(6,) —8) = 0.
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Estymator ¢, nazywamy zgodnym jedli jest zbiczny wedlug prawdopodo-
bicristwa (stochastycznie) do wartosei szacowanego parametru:

Ve > 0 lim P(|E(0,) —0] > ¢) = 0.
n—oo
Metody konstrukeji estymatorow:

e mctoda momentow

e mctoda najmniejszych kwadratow
e mctoda najwickszej wiarogodnodci

Estymacja przedzialowa

Estyvimacja przedzialowa to oszacowanie nieznancgo parametru 6, w ktorej
ocena parametri nie jest konkretna wartosd, ale przedzial, do ktorego z okre-
Slonym prawdopodobienstwem nalezy szacowana wartosé parametru. Prze-
dzial ten nazywamy przedzialem ufnogei, a prawdopodobienstwo - poziomem
ufnodci. Dokladnicj, przedziatem ufnosci dla parametru 6 na poziomie
ufnosci 1 — a (o € (0,1)) nazywamy przedzial (61, 62) taki, ze

Py <0 <by)=1—aq.

Model 1. Przedzial ufhosei dla parametru g dla proby pochodzacej 2 rogz-
kladu normalnego N (g, o) przy znancej wartosci o.
Przedzial utnosci dla ¢ na poziomie ufnosci 1 — av ma postad:
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gdzie X oznacza Srednia arytmetyczna z proby losowej, a up - kwantyl rzedu

<Js

p z rozkladu normalnego standaryzowancego.



Estymator i jego cechy

Estymator parametru b oznacza sie B A jego wartos¢ oczekiwang wyznaczong na podstawie proby
E(é) . Obcigzeniem estymatora nazywamy réznice pomiedzy jego wartoscig oczekiwang, a
,prawdziwg” wartoscig estymowanego parametru tj. E(é) -b.

Estymatorem nieobcigzonym nazywamy oczywiscie estymator o zerowym obcigzeniu.

Obcigzenie estymatora informuje nas o tym, wokot jakiej wartosci bedg oscylowac uzyskiwane w

praktyce wartosci estymatora. Wariancja tego estymatora V(b) z kolei méwi nam o rozrzucie, jakie

wartosci estymatora bedg uzyskiwaty — wokdt wartosci oczekiwanej.

Estymatorem asymptotycznie nieobcigzonym nazywamy taki estymator dla ktérego wraz z

wzrostem licznosci préby obcigzenie maleje do zera:

lim (E(B) -b)=0 (1)
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Estymator zgodny — to estymator, ktéry zmierza do wartosci ,prawdziwej” parametru wedtug

prawdopodobienstwa, czyli dla kazdego &:

lim P(|E(b)—b|>€)=0 2)
m—eo

Podstawowe estymatory

e Estymator wartosci oczekiwane;j:

E=L1ys

(czyli $rednia arytmetyczna)

Estymator ten jest nieobcigzony i zgodny.

e Estymator wariancji
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lub gdy wartosc¢ oczekiwana nie jest znana (w wiekszosci przypadkow tak jest) im 2 2:
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Estymator ten jest réwniez nieobcigzony i zgodny.

Gdy chcemy wyznaczy¢ wariancje i sSrednig w jednej petli warto zastosowac przydatny wzor:
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Estymator odchylenia standardowego to bezpoérednioé' = V

e Estymator kwantyla rzedu r

~

Niech rozwazana proéba X15X5,..., X, zostanie uporzgdkowana rosngco )7'1,372,...,)(,”.

m
Najprostszym klasycznym estymatorem kwantyla r-tego rzedu jest element proby o indeksie

[1777‘ + 0,5] . [] — oznacza czes¢ catkowitg z liczby.

Wiec:

9 = X{mr +0.,5]"

Jest to estymator jednosktadnikowy kwantyla. W niektérych przypadkach lepiej jest stosowacd

estymator postaci:

q = (0,5 —mr +[mr +0,5])x,,.0.51 + (0,5 + mr —[mr +0,51)X,,.,1 5]
Oczywiscie, gdy mr < 0,5 to 6} = fl' agdymr>m—0,5 to f] = ym 2

Metoda momentow dla estymacji parametrow rozkiladu

Metoda ta pozwala na wyznaczanie wartosci parametrow wystepujacych w zatozonej postaci funkc;ji
gestosci prawdopodobienstwa lub innej charakterystyce funkcyjnej (takiej jak np. dystrybuanta).
Polega ona na przyjeciu owych parametrow na podstawie estymatorow pierwszych momentéw

rozktadu (wartosci oczekiwanej i wariancji). Przyktadowo parametry rozktadu jednostajnego

wyznacza sie otrzymujac @ i b z uktadu réwnan:
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Estymacje parametryczng stosuje sie aby oszacowaé wartosci parametrow populacji generalnej na
podstawie obserwacji uzyskanych w probie.

Estymacja punktowa Estymacja przedziatowa

Jako oszacowanie parametru przyjmuje sie Konstruujemy przedziat ufnosci, ktéry z duzym
wartosc¢ jako estymatora obliczong na podstawie | prawdopodobiefstwem obejmuje nieznany
proby losowej parametr

Konkretna wartos¢ liczbowa Przedziat liczbowy




