Wyklad 8

Stany nieustalone w obwodach elektrycznych

Powr6¢my do poznanych juz relacji pomigdzy pradami i napieciami dla typowych trzech
elementdéw tworzacych obwody.

Dla pojemnosci u, = % ;

dla rezystancji u, = Ri = R@ ,
dt

dla indukeyjnosei u, = L% =12 4
Cdr dr’

Rozwazmy teraz dwa najprostsze obwody przedstawione na ponizszych rysunkach.

CT a L

Na podstawie powyzszych wzoréw i oczkowego prawa Kirchoffa mozemy napisac:

dla obwodu z pojemnoscia R% + iq =,

C

dla obwodu z indukcyjnoscia L% +Ri=u.

Dla obydwu przypadkéw mamy do czynienia z réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi ,
liniowymi pierwszego rzedu.

Dla wszystkich rownan rézniczkowych zwyczajnych, liniowych rozwigzania sprowadza si¢
do sumy calek rownania jednorodnego i niejednorodnego. Rozwazmy zatem przypadek
obwodu z pojemnoscia.

Roéwnanie jednorodne: R—=+—q=0.

Poszukujemy rozwigzania metoda przewidywania: ¢, = Ke", stad :z’q—tl— =rKe".

Podstawiajac przewidywane rozwigzanie do rownania jednorodnego otrzymujemy:

RrKe" + iKe"’ =0.
C

Rozwiazanie bedzie nie trywialne jesli K # 0, zatem mnozac obustronnie powyzsze réwnanie
przez e " otrzymamy:

I I : . o .
K (Rr + Ej =0, stad r = T zatem poszukiwane rozwigzanie réwnania jednorodnego
bedzie mialo postac:

!
q,=Ke RC
1=



Przyjmijmy teraz, Zze napiecie u ma postaé: u =\/§U 4 cos(a)t), to rozwigzanie réwnania
niejednorodnego bedzie nastepujace:
2 - : - >
- é+ja)R I+ joRC 1+ (wRCY

gdzie
Q= atg(a)RC )

- L for-p).
1+ (@RCY

Teraz poszukiwane rozwiazanie, jako suma catek przyjmie posta¢:

qg=q,+q,= Ke € +———\/§U‘“"C cos(a)t - go).
JI+(@RCY

Ostateczne rozwiazanie otrzymamy jes$li przyjmiemy istnienie okreslonych warunkéw
poczatkowych, czyli warto$¢ poszukiwanego rozwiazania dla r=0. Niech w chwili
poczatkowej na pojemnosci panowato napiecie u = U(0), stad q(0)=cu (0).

Wykorzystujac powyzszy zwiazek mozemy napisaé:

stad

cu()=K + {J—?@T—) cos(p)

lub

_ J2u,C 1

COl)=K+ J1+(@RCY \1+(@RCY
stad
K =cU(0)- %
\/_2.US,CC ‘R% \/EU.s-kC -
q= {CU(O)_W:Ie +WCOS(wf ¢)>

lub

[cos(a)t) +@RC Sin(a)t)].

Jau,c | -= e
[C 0)- I+(w RC)2:| +]+(a)RC)2

Przebieg pradu w tym obwodzie wyznaczamy ze zwiazku:

_dg_|_UO), U, |-z, J2U,0C
i=—=|- + gle " —ao
dt R R+R(wRC) 1+(oRC)

[@rRC cos(at) - sin(at)].

Otrzymane przebiegi czasowe mozna przedstawi¢ graficznie jak na ponizszych rysunkach.
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Przebieg w czasie tadunku na oktadkach ,,kondensatora”.
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Przebieg w czasie pradu w analizowanym obwodzie.

Rozwazmy obecnie ten sam obwdd, ale przy zasilaniu napieciem stalym. Rdéwnanie
rézniczkowe bedzie miato wtedy postac:

Riq—+—]—q =U, gdzie U = const.
da C

Rozwiazanie réwnania jednorodnego (catka ogdlna) bedzie miata znang nam juz postac:
!

g, =Ke RC
Natomiast rozwiazanie naszego réwnania dla stanu ustalonego sprowadza si¢ do relacji:

g, =CU .

-



t
W rezultacie g=q,+q,=Ke ¥ +CU.

Jesli tym razem przyjmiemy, ze na pojemnosci nie byl zgromadzony wcezesniej zaden
fadunek, to oznacza ze dla =0 q(0)= 0=K+CU, stad K =-CU . Ostatecznie czasowy
przebieg fadowania pojemnosci przyjmie postaé:

14

g=CU|l-¢ *
Na tej podstawie, mozemy napisa¢ wyrazenie na przebieg pradu tadowania , kondensatora”.

t
dq.ge,

=] = RC

dr R

Graficzne obrazy otrzymanych wynikoéw przedstawiaja ponizsze rysunki.
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Przebieg w czasie pradu tadowania ,.kondensatora”.
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Rozwazmy obecnie obwod z indukeyjnoscig. Rownanie dla tego obwodu ma postaé:

Lﬁ—FRZ.:M.
dt

Podobnie jak poprzednio, rozwigzmy réwnanie jednorodne, czyli: L —;{i + Ri =0. Stosujac
A
metode przewidywania piszemy: i; = Ke' , stad
KLre” + KRe" =0.

Aby rozwiazanie nie bylo trywialne musimy przyjaé, ze K # 0, zatem mozemy obustronnie
—rt

L ) . . e’ .
pomnozy¢ powyzsze rGwnanie przez i otrzymamy:

Lr+R=0,
stad
R
r=—-—.
L
Ostatecznie wigc rozwigzanie réwnania jednorodnego przyjmie postaé:
R
-t
i=Ke L.

Obecnie przyjmiemy, ze u :\/EUS,( cos(a)[). Wtedy rozwigzanie (catka) rdwnania
niejednorodnego ma postac:

gdzie

Teraz mozemy napisaé rozwigzanie rGwnania naszego obwodu:

_Et \/EUsk

i3 aw I _
i=i+i,=Ke * + R2+(wL)2 cos(a)t gp).

Ostateczna postac¢ rozwigzania, bedzie zalezata od warunku poczatkowego. Przyjmijmy tym
razem, zedla t=0 i=0, zatem
V2U  cos(p)

0=K+ 1=t 7]
R? + (L)

Rozwigzanie dla przyjetego warunku poczatkowego ma postac:



\/zUsk

R* + (L)

R
cos(wt — @) — cos(p)e L'

Rozwazmy obecnie ten sam obwdd, ale przy zasilaniu napigciem stalym. Roéwnanie
rozniczkowe bedzie miato wtedy postac:

L£+Ri:u
dt

Catka ogélna bedzie miata znang juz postac:

R
-—t

) \ . . . U
natomiast catka szczegdlna dla wymuszenia napi¢ciem stalym mamy: i, = 'k stad

R
i=i +i,=Ke L 2
R
Teraz przyjmijmy, ze w chwili #=0 prad w obwodzie wynosit z'(O) wtedy
U U
i0)=K+— lub K=i(0)-—
0=+ b K=i0)-2

ostatecznie wigc:

Wielkosci RC dla obwodu z pojemnoscig i —édla obwodu z indukcyjnoscia nosza nazwe

stalych czasowych.
w=314.1593
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Przebieg w czasie pradu w analizowanym obwodzie warunkach harmonicznego wymuszenia i
zerowych warunkach poczatkowych.
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Przebieg w czasie pradu w analizowanym obwodzie warunkach wymuszenia napigcie stalym i
niezerowych warunkach poczatkowych.

Rozwazmy obecnie obwdd przedstawiony na ponizszym rysunku.

i R

C
Rownanie oczkowe dla powyzszego obwodu ma postac:

2
Ld—?+Rﬁ,—q—+iq=u.
di da C

ROwnanie jednorodne ma posta¢ jak wyzej, tyle tylko, ze u=0. Stosujac metode
przewidywania w postaci ¢ = Ke" otrzymujemy:

Lr2+Rr+i=0.
C

Mamy zatem do rozwigzania rownanie kwadratowe ze wzgledu na niewiadoma 7, zatem:

A:R-’—4£,
C
stad
> L
R —4= >
p oo RV TC_ R (RY L
- 2L 2k 2k 24 LG

Zauwazmy, ze obok powyzszego rozwigzania mamy jeszcze mozliwe dwa inne, a to:




] RY R I (RY
gyl 1 wedyn. gt [ ]
Ve (ZLJ Y =T N Ic (ZL)
] R

2
R

e ogdy —=|—| wtedy r,=r,=r=——-.

gay IC (ZL) YHh=5 Y

Dla pierwszych dwéch przypadkow catka ogdlna ma postac:
i =Ke"+K,e".
Nieco inaczej przedstawia si¢ postaé tej calki w trzecim przypadku i ma ksztalt:
i, =Ke"+Kte" = (K, +K,t)e".
Zauwazmy, ze w tym przypadku (réwnanie drugiego rzedu) mamy dwie state calkowania.

Aby méc je wyznaczy¢, konieczna jest znajomos¢ nie tylko wartosci poszukiwanego
rozwiazania w chwili =0, ale takze wartosci pierwszej pochodnej tej funkcji w chwili

t=0. Przyjmijmy, ze w naszym przypadku mamy: q(O) = g,, hatomiast i(O) = %/ 0 =0.

Rozwazymy tu najciekawszy z przypadkéw, gdy pierwiastki sg zespolone sprz¢zone. Dla
jasnodci dalszych rozwazan, przyjmijmy, ze dla >0 u=0. Dla takich warunkéw mozemy

napisac:
R 2 2
g=Ke 2 cos ——]——(i t |+ jsin —]——~(£) I+
LC \2L LC \2L

R 2 2
+K,e 2| cos —]——(—R—j t|—Jjsin . i) tl].
LC \2L Lc \ 2L

Poniewaz dla t=0 ¢g=¢q, zatem K,+K, = q,.Teraz wyznaczymy prad plynacy w
analizowanym obwodzie, zatem:

olod f T ol i T o P BT o

Dla spelnienia zerowego warunku poczatkowego musimy napisac:

-

|
Sk
g

s

® 1

ol

+

I (RY,., . R
0= —_(Z—L) (JKF]Kz)_Z(IQ +K2)> lub

2 2
—-£+j _L_(ﬁj K+ __R__j J__(i) K, =0,
2L LC \2L 2L LC \2L
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Poniewaz K, =g, — K, wiec
2 2
R |1 R R |1 R
[ j Ki+|=-o7-J "“*‘—( j (g0 - K1) =0,

2k LC \2L 2L LC \2L

stad

a to implikuje

2
P J__(ij
c \2L

Zatem przebieg zmian tadunku w procesie roztadowywania pojemnosci otrzymujemy:

2 R
—t
P N L_(ij il
1 R LC \ 2L
1-—RC—
2 2L
gdzie
3
¢ =atg |,
LI
\ic \2r) |
lub

1’ 1 (Rjz R N (RT
qg=qgpe " CoS| |——=—| — | |+ S| | ———| — | I
LC \2L 1 R LC \2L

2
2L || =
LC (zLj

Natomiast przebieg pradu roztadowywania pojemnosci wyrazi si¢ rownaniem:
' 1 (RY |1 (RY | R 1 (Rjz L
i=—qoy+|——| =—| sin|,|——| == | t|—==cos| | —=—| — | t|re *
LC \2L LC \2L 2L LC \2L

gy 1 (RY
i=——20 ¢ 2L cos —*—(»—j -,
JIC c \2z) '

=03

“

lub
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Przyktadowy przebieg zmian tadunku w procesie roztadowywania pojemnosci.

w=314.1583
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Przyktadowy przebieg pradu roztadowywania pojemnosci




