Wyklad 9

Obwody tréjfazowe

W teorii obwodéw funkcjonuje teza, ze kazdy obwod mozna w jednym punkcie ,,uziemic¢” 1
nie spowoduje to zmiany rozptywu pradéw i rozkladu napie¢. Rozwazmy zatem trzy obwody
jak na rysunku:
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przyjeto ze a=e’ % . Dla przypadku pelnej symetrii prad w przewodach (przewodowy) jest
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impedancje przewodu zerowego Z,. Z praw Kirchoffa wynika:
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Jak z powyzszego wynika, analiza nawet symetrycznego obwodu tréjfazowego wymaga
operowania na macierzach pelnych. Postugujac si¢ teoria algebry liniowej mozna niniejszy
problem w znaczacy sposéb uprosci¢. W tym celu rozwazmy zagadnienie diagonalizacji
macierzy impedancji. Wartosciami na diagonali, macierzy po diagonalizacji s3 jej wartosci
wilasne. Zatem:

Z+Z,-2 Z, Zy
det Z, L ¥ Ly ~A Z =0,
Z, Z, Z+Z,—-A

stad
(z+2,-4) +22;-3(2+2,-A)Z; =0.

Wykonujac zaznaczone dziatania otrzymujemy:

(z+2,) -32+2,Y A+3(Z+ 2K - % +22,-HZ+2Z,)2Z; +3Z,A=0
i dalej
Z(2+32,)-32(Z+2Z,JA+3(Z+Z,)¥ -7 =0.

Poszukujgc rozwigzania powyzszego rownania ze wzgledu na A mozemy napisac:

(z-4Y(z+32z,-1)=0,
stad poszukiwane warto$ci wlasne przyjmujg posta¢: 4, =Z+3Z,, 1,;=Z2.
Macierz, ktora ,,przeprowadza dang macierz do macierzy diagonalnej jest macierzg wektorow
wlasnych, a zatem:

-2Z, Z, Zy, ||wy 0
Zy —2Z, Z, |wy|=|0
Z, Zy, —2Z,|wy 0
Powyzszy uklad rownan jest od siebie wzajemnie zalezny, zatem wezmiemy pod uwagg na
przyktad dwa pierwsze i tak
=2w, +w,, +w;; =0
W, —=2w,, +w;, =0.
Odejmujgc réwnania stronami otrzymujemy: -—3w,,+3w, =0, stad w, =w,, w
konsekwencji w;, =w,, .
Rozwazmy obecnie drugi i trzeci wektor wlasny na bazie drugiej i trzeciej wartos$ci wlasne;j.

11 ITw,] [0
Zl1 1 I|wy,l|=|0].
11 I|w,]| |0
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Powyzszy uklad réwnan prowadzi do wniosku, ze istnieje tylko jedno niezalezne réwnanie:
W, + Wy, +w;, =0,stad w,, =-w,, —w,,. Analogicznie bedzie przedstawialo si¢ réwnanie
dla trzeciego wektora wiasnego, zatem mozemy napisaC poszukiwana macierz wektoréw
wilasnych:

Wi W, W3
W=|w, Wi Wos
Wi —Wp =Wy = Wi =Wy

Jak tatwo zauwazyé, macierzy wektorow wiasnych jest nieskonczenie wiele, ale fakt ten
pozwala na narzucenie dodatkowych wymagan na ta macierz. Niech macierz W bedzie

macierzg o elementach zespolonych i spelnia warunek W =W a zatem:

Wi W Wiy Wi Wip W3 1 00
Wip Wiy — Wi =Wy | Wy Wos Wos =10 1 0
w 0 0 1

Wiz Wiz —Wi3— Wy |[Wi ~Wip— Wy —Wi3—Wis

Przeprowadzajac analize poszczegélnych dziatan mamy: 3w}, =1, stad w,, = —% nastepnie
2 2 . 2

wi|” + thzj + (i + w3 Yy, +195) =1

Jak z powyzszego rownania widaé, nadal dysponujemy spora swobodg wyborze elementow
macierzy wektorow wiasnych. Przyjmijmy zatem, w nawigzaniu do elementu w;;, ze

. 1 ey . 14 & rr . .
Wip = Wig = Podstawiajgc do powyzszego rownania wartos¢ elementu w;, otrzymujemy:

1 -~ 1 1 : . 1 V3
L (w,y +W,, )=—~stad Relw,,)=——=. Poniewaz |w,,|=-=zatem I[Imlw,,)=-""=
NE (_22 _22) 3 Stg (_22) 23 }_22’ NE (_22) 203
P 3 2 . . )
ostatecznie wiec w.,, =-L|-14+ j¥3)=-L¢e/5 =Ly, Trzeci wyraz tej kolumny macierz
=327 72)7 5 B =
r . o= 2
wektorow  wlasnych wyznaczamy ze wzorw: —(wp, +wy)= % (— 1 l‘;): ‘1—5 a .
~ v

Ostatecznie wige, poszukiwana macierz wektoréw wlasnych przyjmuje postac:

111 1
S=—|1 a 2
_.\/g __z_ﬁ

1 a a

i nosi nazwe macierzy sktadowych symetrycznych. Zgodnie z przyjetymi warunkami przy
konstrukcji tej macierzy, macierz odwrotna jest réwna macierzy transponowanej sprzezonej i
ma postac:

1 1 1

5= 1; 1 & a
V3 2

1 a a

Rozwazmy teraz nasze zadanie poszukiwania wartosci pradéw w ukladzie tréjfazowym
symetrycznym z r6zng od zera impedancjg przewodu zerowego. Réwnanie to mialo postac:

3w



U L+Z, Zy Zy
u, | = Z Z+Z, Zy I, |.
Us Zy Zy AVALRE

Dokonajmy przeksztalcenia tego rownania za pomocg macierzy S .

Slu, |=S| Z, z+Zy, 2, |S7S|L
Us Zy Zy Z+Zg 15
U, 11 171 0
- Upn 2| 2 3
Uy |=—Z=|1 a a |a |/ =,=U,l1|”
= 2B 5 T 2P
Un V23 1 & aja 0

Jesli zastosowaé analogiczne indeksy dla pradéw jak dla napie¢ to otrzymamy nowe
réwnanie:

_— 0 Z+3Zy, 0 0] 1,

I3 :
\/EUph 1le/”=| 0 Z 041,
0 0 0 Z|Iy

\gUph '
stad 1o =1,=0, I, =Tejmt .

Poszukujac wartosci pradow w poszczegdlnych przewodach piszemy:

5'2 :% 1 gz a N2 ph 1 ejwt:__/:gf__ gz el
. \/3 2 4 sz
I3 1 a a 0 a

Jak teraz tatwo zauwazy¢, impedancja przewodu zerowego w warunkach pelnej symetrii nie
odgrywa zadnej roli.

Moc w ukladzie tréjfazowym

Funkcja mocy w ukladzie trojfazowym ma postac:
3 -
plt)= kZluk(t)lk(t)
W przypadku uktadu symetrycznego mamy:

p(t) =2U ppl pp, cos(a)t)cos(a)t - (p) + cos(a)t - 2T”)cos(a)t - %’5 - ¢)+ cos(a)t - %’i)cos(a)t - 53? - qo)J

Wykorzystujace tozsamosci trygonometryczne, otrzymujemy:

p)=U,.1,, [3 cos(p)+ cos(2at)+ cosot - 47”)4— cos(ot - ZT”)]
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Zauwazmy, ze dla ukladu tréjfazowego symetrycznego funkcja mocy jest tozsamosciowo
réwna mocy czynnej 1 Wynosi:
p(t) =P=3U,1I, cos(go).

Uy, U3, Uz ZWanNymi przewodowymi. I tak na przyktad:
s =14ty = {7 2 AU e+ ) A, D,

Z powyzszego wynika, ze napigcie przewodowe jest 3 razy wicksze od napiecia fazowego.
W ukladach trojfazowych odbiorniki tgczone sa nie tylko w gwiazde ale takze w tréjkat, jak
na ponizszym rysunku.

Zgodnie z weztowym prawem Kirchoffa mozemy napisac:
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3
Przeprowadzajac analize analogiczng jak w przypadku napie¢ mamy:

i, =N2,e™ —2,a e ™ =21 (14 4+ 2™ =V2(V31, N E + j 1
Powyzszg relacje mozna zapisa¢ w postaci:

i, =v2(V31, e

W tym przypadku, podobnie jak w przypadku napig¢, prad przewodowy jest 3 razy wigkszy
od fazowego.

W uktadach tréjfazowych, nie zawsze jest dostgpny punkt gwiazdowy zZrédla zasilania czy tez
odbiornika potaczonego w gwiazdg. Podobnie wyglada sytuacja dla odbiornika polgczonego
w trojkat, gdzie pomiar pragdu fazowego moze by¢ utrudniony. Z tych powodéw w wyrazeniu
na moc czynng postugujemy si¢ wzorem:

P = \J/EUI COS((D),
przy czym U jest napieciem fazowym a [ jest pradem przewodowym lub odwrotnie.
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Rozwazmy obecnie uktad przestrzenny:

§X X0 XXX XX (XX3

zal6zmy dalej, ze w uzwojeniu plynie prad i,a samo uzwojenie ,,powtarza” si¢ wzdluz
wspbtrzednej x, tak ze mozna funkcje indukcji B rozwingé w szereg Fouriera.

B(i1 ) = éBk (il )sin(kx) .

Jesli w luce miedzy bokami uzwojenia umiesci¢ uzwojenie drugie i trzecie, to
przeprowadzajac analogiczne rozumowanie mozemy napisac:

B(i2)= éBk (iz)Si"[k(x - 27”)]
B(is) = ZBk (is )sin[k(x - "431)]

Przyjmijmy teraz, ze obwody sg zasilane tr6jfazowym pradem symetrycznym, a sam obwdd
magnetyczny jest liniowy.

B(i,)= z B, (1, )sin(iec)sin(ar) = z B, (1, Ycos(fox — ar) - cos(foc + ot}
B(i,)= z B, (1, )sinl(x — 2)]sinler - %) = gﬁg{-@l{wsm —o)-(k-1)%]}

B(i,)= éB" (1, )sinfi(x - “T”)]sin(cot —dz),

Wykorzystujac tozsamosci trygonometryczne mozemy napisac:

56)-3, @{ws(kx _ or)— cos(oc + at)}
5.)= 525 Undos[ (e ) (1)) -cosle+ ) e+ 1)1
B(,)= z!ig_l{[(za — or)— (- 1)) cos(ie + or)— (& + 1)=]).

3
Wypadkowa indukcja jest sumg indukcji sktadowych, zatem B= ZB(i j). Dokonujac
=1

sumowania nalezy pamigtaé, ze w rozwinieciu w szereg Fouriera wystepujga jedynie
nieparzyste harmoniczne. I tak dla:

k=6n-5 B=ELE(L”—)COS[(6n—5)x—wt],
n=1

k=6n-1 B=i&"2(i)cos[(6n—])x+a)t],
n=]

k=6n-3 B=0.
i




Interpretujac otrzymane rezultaty mozemy powiedzieé, ze:

e Przedstawiony uktad obwodoéw indukcyjnych zasilony tréjfazowym symetrycznym
uktadem pradow wywoluje cigg fal biegnacych (wirujacych) w przeciwnych
kierunkach o predkosciach katowych x, = — ? _ oraz X, =me——

6n->5 6n—1
e Nieparzyste wielokrotnosci trzeciej harmonicznej nie wywolujg zadnego pola.
Mozliwos¢ tworzenia pola wirujacego jest wykorzystywana w maszynach elektrycznych
pradu przemiennego. Oczywistym jest, Ze najkorzystniejsza sytuacja ma miejsce wtedy, gdy
istnieje tylko jedna fala biegnaca i to o najwigkszej amplitudzie. Konstrukcje uzwojen takich
maszyn muszg by¢ tak pomyslane aby wyzsze harmoniczne indukcji byty jak najmniejsze.




