Punkt materialny
Kazdy obiekt obdarzony masa, ktérego rozmiary geometryczne — O lub sa znacznie mniejsze niz wspotrzedne, ktore
opisuja jego odlegtos$¢ od uktadu odniesienia.

Wektor polozenia

Jest to wektor, ktorego poczatek lezy w poczatku uktadu odniesienia, koniec za$ stowarzyszony jest z czastka, ktorej
ruch §ledzi ten wektor. Koniec wektora potozenia kresli w przestrzeni krzywa geometryczna, tak zwany tor czastki, po
ktorym czastka sig porusza. Wektorowe réwnanie toru ruchu czastki 7 =7 (t ) okresla ksztalt tej krzywe;.

Wektor predkosci
Odpowiedzialny jest za szybko$¢ zmian wektora polozenia (okre$la jak szybko czastka sig¢ porusza).

Y
sr At
Gdyby we wzorze tym mierzy¢ wektor potozenia w bardzo matych odstgpach czasu gdy At — 0 otrzymaliby$my
wektor predkosci chwilowej, ktory mozna zdefiniowa¢ nast¢pujaco

AT Ft+At)—F(¢) _dr _ (1)

lim — = lim
Wynika z tego, ze wektor predkosci jest pierwsza pochodna wektora potozenia wzglgdem czasu.

ar—o At Ar—0 At dt

Gdyby bada¢ nieskonczenie maty fragment toru, ktorego dlugosé |jr ‘: ds , Z powyzszego wzoru mozemy otrzymac

warto$¢ wektora predkosci.

dr| _ds(t
()= st
dt dt
Wektor predkoéci v (t ) bedzie zawsze styczny do toru, po ktorym porusza si¢ czastka
Droga
Jest to dtugos$¢ krzywej geometrycznej, przebyta w pewnym czasie.
d t tl tl
v(t)= Sd(t ) ds(t)=v(t)dt = [ds(t)=[v(t)at = s=[v(t)dt
t t

Jesli zapiszemy V (l‘ ) w postaci trzysktadowej jako Vv ( t) =y x? +v, } +v_k , otrzymamy réwnanie na drogg

t
s=_f vi+vi+v§dt
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Wektor przyspieszenia
Jest wielkoscia, ktora informuje nas o szybkosci zmian wektora predkosci.
- AV
as’r ( t) = A—‘;
Gdyby we wzorze tym mierzy¢ wektor predko$ci w bardzo matych odstepach czasu gdy Af— 0 otrzymaliby$Smy
wektor przyspieszenia chwilowego, ktory moZEa zdefiniowac nast¢pujaco
AV V(t+At)=v(t)  dv(t)

lim — = 1 =277 = G(¢
Ar—0 At Alglo At dt al)

Wektor polozenia w ruchu obrotowym (droga katowa)

Jest to wektor, ktorego poczatek lezy w poczatku uktadu odniesienia, koniec za$ stowarzyszony jest z czastka, ktorej
ruch §ledzi ten wektor. Koniec wektora potozenia kresli w przestrzeni okrag, tak zwany tor czastki, po ktorym czastka
si¢ porusza.

Wektor predkosci katowej
5 A
sr A t
Gdyby we wzorze tym mierzy¢ wektor potozenia w bardzo matych odstepach czasu gdy At — 0 otrzymalibySmy
wektor predkosci katowej chwilowej, ktory moini zdefiniowaé nast¢pujaco
lim A2 _ jpy QUFAD=GW) _deo _ 4y
ar-0 At Ao At dt

Wynika z tego, ze wektor predkosci katowej jest pierwsza pochodng wektora potozenia wzgledem czasu.




d_’(p oznacza tu nieskonczenie maty fragment drogi katowej. Poczatek wektora d_'(p lezy w $rodku okregu,
kierunek na osi obrotu, a zwrot jest zwiazany z kierunkiem na zasadzie Sruby prawoskretne;.
Poczatek wektora (0 (t ) réwniez lezy w §rodku okregu, kierunek na osi obrotu, a zwrot okreslony jest reguta §ruby
prawoskretne;j.

Wektor przyspieszenia katowego
£, (1)=22
v At
Gdyby we wzorze tym mierzy¢ wektor predkosci katowej w bardzo matych odstepach czasu gdy At — 0
otrzymaliby$my wektor przyspieszenia katowego chwilowego, ktory mozna zdefiniowaé nastgpujaco

lim AD lim Dlt+AL)=d() dw(t) _ £(1)
ar—0 At At =0 At dt
Warto$¢ wektora przyspieszenia katowego wynosi
=dw
dt

Wektor € zaczepiony jest w srodku okregu, lezy na osi obrotu, a zwrot zalezy od tego, czy ruch jest opézniony, czy
przyspieszony.
Jesli ruch jest przyspieszony, czyli €>0 ,to €T ,zkolei jesli ruch jest opozniony, czyli € <0 ,to €17 .

Zwiazek miedzy Vi
Jesli wartos¢ predkosci okresliliSmy jako
_ds

dt’
gdzie ds to dlugos¢ nieskonczenie matego tuku w krzywej geometrycznej od A do B, kreslonej przez tor ruchu czastki
oraz jesli r okreslimy jako dtugo$é promienia okregu w ruchu obrotowym, a d ¢ jako kat miedzy punktami A i B to
dtugos¢ ds w ruchu obrotowym mozemy otrzymac ze wzoru na dtugo$¢ tuku okregu

ds=2L o1y & as=2Lo11r = ds=dgr

v
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Podstawiajac to do pierwszego rOwnania otrzymamy
d do
v=—:{r-d > V=Er—— = y=rw
g 4P dt

— -

Pamietajac,ze V17 , V1@ ,a 7L @ mozemy stwierdzié, ze V=0 X7 i stad wlasnie otrzymaliémy powyzsza
zalezno$¢: y=(orsin (900) =wr -

Zwigzek miedzy @ i €
Okreslilismy wektor @ jako

a=4
dr ’
a wektor V jako
V=OXT .
Z tego wynika, ze R R
L_d .o w dw - -_dr oo U o
a—E(er) = a=7><r+w><E = a=eXr+wXy = a=&eXr+wXwXr

Z whasnoéci iloczynu wektorowego wiemy, ze aXbXc = b (a C )— c (a -b) 1 stad otrzymujemy, ze
G=EXTF+®(DF)—T (@ @)
Wiedzac, ze 0 L7 , mozemy pomina¢ drugi czton rownania, gdyz - 7=cw7 cos(90°)=cwr-0=0 .
Z tego otrzymujemy ostatecznie
A=EXTF—W'F
gdzie pierwszy czton oznacza styczna do toru sktadowa wektora przyspieszenia, a drugi czton prostopadta do toru
sktadowa przyspieszenia.

Klasyfikacja ruchow



Do klasyfikacji ruchow bedziemy potrzebowali rozpisa¢ sktadowe wzoru g=¢ X 7 — w’7 do innej postaci, tak, zeby
wiedzie¢ jak zaleza one od warto$ci predkosci v .
Pamigtajac, ze

$=dw oraz V=Wr ,awigc 00=Z

dt ’ r
mozemy rozpisa¢ & jako

dw d v 1 dv
=t 5 = f(l) 5 =D

= = &= = &=
dt dt 'r r dt
Teraz, pamicetajac, ze ¢ L7 obliczamy dlugo$é wektora & X7
|ExF|=¢rsin(90°)=¢r
Z poprzednich obliczen wynika, ze

r= lav r
rdt
a z tego z kolei wynika, ze nasza pierwsza sktadowa wektora d
EXT= v = v =a
dt a7

a. to nasza szukana sktadowa styczna do wektora przyspieszenia d , odpowiadajaca za zmiang wartoéci wektora
predkosci, ktéra mowi nam, jak zalezy pierwsza sktadowa wektora @ od wartosci v
Teraz, pamigtajac, ze

\%
w=—
"
mozemy zapisa¢ nasza druga sktadowa w7 jako
2 2 2
2-_V > 2->_V A 2 _V 4 1%
V——zl” = (UV——2VV = wr=—r = —=q,
r r 7 r

gdzie @, to nasza szukana sktadowa, skierowana do $rodka krzywizny toru (czyli prostopadta do toru), odpowiadajaca
za zmiang kierunku wektora predkosci, ktéra mowi nam, jak zalezy druga sktadowa wektora d od wartosci v .
Nazywana jest tez sktadowa normalna.

Udato nam sie przeksztalci¢ =g X7 —’7 na d=d, T+a " n. Wersory 71 i T sa do siebie prostopadte.
Majac te wszystkie dane mozemy w koncu sklasyfikowa¢ ruchy:

s a,=0— rych prostoliniowy

o a,#70= rych krzywoliniowy

e a:=0— ruch jednostajny

* a.#0Aa.=const = ruch jednostajnie zmienny
« a,=a.(t)> ruch nicjednostajnie zmienny

. p =r=const — (promief krzywizny toru = const) ruch po okregu

Zasada niezalezno$ci ruchu

Jezeli punkt materialny bierze udziat w n ruchach jednoczesnie, ktorych wektory sa okreslane 7y, 75, ..., I, w510
wypadkowe przesunigcie tego punktu réwna si¢ sumie wektorowej przesunie¢ w kazdym z tych ruchdw z osobna i
wynosi 7=7,+7,+...+F .Kazdy ze sktadowych ruchow odbywa si¢ bez zaklocen, tak jakby pozostatych ruchow

nie byto, a ruch wypadkowy mozemy uzyskac sktadajac poszczegdlne ruchy, w ktdrych bierze udziat punkt materialny.

Zasada niezalezno$ci predkoSci
Jezeli punkt materialny bierze udziat w n ruchach jednocze$nie, ktérych wektory predkosci sa okreslane jako

V|, V,, ..., V, , to predko$é wypadkowa tego punktu rowna si¢ sumie wektorowej predkosci sktadowych, jakie ma

ten punkt w kazdym z tych ruchéw z osobna i wynosi V=1V, +V,+...+V, . Zasada niezaleznosci predkosci wynika
wprost z zasady niezaleznosci ruchu.
7 dr, dr. dr - o .
ar_4n 4rn, L 4nh V=V, +V, .4V
d dt dt dt

Zasada niezaleznoS$ci przyspieszen
Jezeli punkt materialny bierze udzial w n ruchach jednoczesnie, ktérych wektory przyspieszen sa okreslane jako

— -

a,da,,.., a, ,to przyspieszenie wypadkowe tego punktu rowna si¢ sumie wektorowej przyspieszen sktadowych,
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jakie ma ten punkt w kazdym z tych ruchoéw z osobna i wynosi d=d | td,+...+d, .Zasada niezalezno$ci
przyspieszen wynika wprost z zasady niezaleznos$ci predkosci.
vy dv, dv. dv,
AR A WAL
d dt dt dt

= G=d,+d,+..+d,

Zasada niezaleznoSci sil

Jezeli na ciato dziata n sit rtownoczesnie, okreslanych jako F'| F', ..., ', , to sita wypadkowa, dzialajaca na to ciato

n b
rowna sig sumie wektorowe;j sit dziatajacych na to ciato z osobna i wynosi F'=F ,+F,+...+F, .Zasada
niezalezno$ci sit wynika z zasady niezaleznosci przyspieszen.

a=d td,*..+d, |m = ma=ma+tma,t..tma, = F=F+F,+.+F

Uklad inercjalny

To uktad, ktory moze znajdowacé si¢ wzgledem obserwatora w spoczynku lub poruszac si¢ wzglgdem niego ruchem
jednostajnie prostoliniowym (bez przyspieszenia). Dobrym przyktadem uktadu inercjalnego dla Iudzi na Ziemi jest
uktad heliocentryczny, w ktdrego centrum jest Stonce, a osie uktadu skierowane sa na wybrane gwiazdy state. Na co
dzien dobrym uktadem odniesienia jest tez Ziemia. Inercjalny uktad odniesienia mozna réwniez zdefiniowacé jako taki
uktad, w ktérym nie pojawiaja si¢ pozorne sity bezwtadnosci.

Prostokatny uklad kartezjanski

Jeden z najpopularniejszych uktadow wspotrzgdnych, zbudowany jest na trzech wzajemnie prostopadle potozonych
wersorach, tworzacych trojke prawoskretna. Zazwyczaj, dla utatwienia, przyjmujemy, Zze poczatek uktadu odniesienia
stowarzyszony jest z poczatkiem uktadu kartezjanskiego.
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W ukladzie tym potozenie czastki definiuje si¢ jako 7= (x Y,z ) lub jako trojke 7=x ; +y }'—f— Z]A( .

Parametryczne rownanie ruchu czastki ) A .
Otrzymuje sig z potozenia czastki w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych 7 (f)=x(7)i+ y (1) j+z (t)k -
F(t)=x(1)i
=17, (1)=r(1)]
F(t)=z(t)k

Parametryczne rownanie predkosci czastki
Po zrézniczkowaniu réwnania 7 (f)=x(z)i+ y(¢) j+ z(¢)k mozemy otrzymaé réwnanie predkosci postaci

%=%(x?+y}'+zl€) o dr_dxg dys, dzg

= YR s P=vyitv. vk
drdr ' dr’ * yJ TV
dr_

dt
dr
d_y_.
dr Y
dz _ .
dt

_ |2 2 2
VEVV AV V]

Parametryczne rownanie przyspieszenia czastki
Otrzymamy je po zrozniczkowaniu wektora predkosci v(¢)=v (¢)i+v (¢) j+v.(t)k
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dv dv dv . dv, . dv.. . A “ N )
— —=—=i+—>j+—k = d=a,ita,jtak 2w

—i(vxf+vy}'+vzl}) =

dr dt dt dr drt dt
dzx_de_..
k. dt
Zl'= d2y=ﬂ2=j>
dt2 dt
d’z _dv. .
d dt —

_ 2 2 2
a=va,ta,ta,

Réwnanie ruchu czastki w postaci jawnej
Otrzymamy je po wyeliminowaniu czasu z parametrycznego rownania ruchu czastki.

Dynamika

Dznamika punktu materialnego wiaze przyczyng, ktora wywotuje zmiang parametrow ruchu z ta zmiana bezposrednio
(relacja przyczyna — skutek). W dynamice rozwazamy predkosci v <€ ¢=299792 458 m/s (c — predko$é¢ $wiatta,
predkosc¢ rozchodzenia sig fali elektromagnetycznej w prozni). Parametry ruchu zmieniaja si¢ przez oddziatywania,
ktorych fizyczna miara jest sita.

I zasada dynamiki Newtona
Istnieje uktad odniesienia, w ktorym ciato pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnie prostoliniowym,
jezeli na to cialo nie dziataja zadne sily lub dziatajace sity rownowaza si¢ wzajemnie.

F=0 = 7v=const

IT zasada dynamiki Newtona
Jesli sily dziatajace na cialo nie rownowaza si¢ (czyli sita wypadkowa jest r6zna od zera), to ciato porusza sig z
przyspieszeniem wprost proporcjonalnym do sity wypadkowej, a odwrotnie proporcjonalnym do masy ciata. Il zasada
dynamiki wprowadza do opisu ruchu ped ciata, czyli warto§¢ p=m7V . Sila niezcOwnowazona wywotuje taka zmiang
pedu dp ciata w czasie dt, ze
J -
_p - F
dt
wektor przyrostu pedu ¢p jest rowny co do kierunku, zwrotu i punktu przytozenia sile [ .
Po przeksztalceniach mozna otrzymac
dp _ = - d o > dv -
L=F = F=—(mv) > F=m— = F=ma
dt dt dt
. - . . . .- F
Wynika ztego, ze g TT F (maja ten sam kierunek i zwrot), gdyz @ =—
m

Z 11 zasady dynamiki Newtona wynika, ze przyrost pgdu musi by¢ réwny polu powierzchni pod wykresem F (t)
7 P 5 t t,
d p=d - = 7 s - - s — =t
d—[;=F = dp=Fdt = fdp=det = pz—p1=det = Ap=det
P 14 t t

Po wybraniu uktadu odniesienia rownania wektorowe mozna zapisaé¢ w postaci trzech rownan skalarnych

ﬁ(Fx’Fy’Fz) > (_i(ax:ayraz> Wtedy

F)C

a =

X

— m
F =ma, F
F =ma = {(gq=—2
y y y m
F_=ma, Jo
a=—
m




Whioski z II zasady dynamiki Newtona
Podstawowe znaczenie II zasady dynamiki Newtona polega na tym, ze przy znajomos$ci warunkow poczatkowych

(czyli tego, co dziato si¢ z naszym punktem w chwili poczatkowej to: }’_;)’ \7;)’ a, o ) mozna rozwiaza¢ w sposob
jednoznaczny podstawowe zagadnienie dynamiki, czyli okresli¢ wektor 7 w kazdej chwili czasu, a wigc znalez¢
wektorowe réwnanie ruchu tej czastki: 7 (t ) . I zasada dynamiki jest zasada deterministyczna, oznacza to, ze dzigki

znajomosci stanu poczatkowego pozwala nam ,,zaglada¢ w przysztos¢ i przeszto$¢” ruchu czastki. Il zasada dynamiki
Newtona daje nam rézniczkowe réwnania ruchu czastki, z ktdrych przez pierwsze catkowanie uzyskujemy informacj¢ o
wektorze V , a przez drugie informacje o wektorze 7 .

Pierwsze calkowanie, ktore daje nam informacje¢ o predkosci czastki
- R > 2 > _F
F=ma = F=md—v - E_dv dv=—dt

dt m dt m

Jezeli rozpatrujemy ruch w jakims przedziale czasu {=?,—1 , to po obustronnym scatkowaniu otrzymamy
t o 7
e F - - F
fdv=f—dt = v(t)—v(t0)=f—dt
) fy m ) m
Z kolei jesli przyjmiemy, ze wartos¢ wektora predkosci w chwili poczatkowej t, rowna sie V (l‘ 0) =V, ,otrzymamy

t —
V(t)=\70+f£dt
0, M

Drugie calkowanie, ktore daje nam informacje o polozeniu czastki
(F dr jﬁ - j«ﬁ [ar=[ fﬁ
v(t)=v,+ | —dt = —=v+|—=dt = dr=(v,+]| —dt)dt = |dr=) (Vy+ | —dt)dt
=7+] o=t (ot J ) (V[ <)
t t F’,
= F()=F(t,)=[ (3y+ [ Zdr)dt
to to m
Jesli przyjmiemy, ze wektor potozenia w chwili poczatkowej t, wynosit 7(t0)=170 , otrzymamy

III zasada dynamiki Newtona

Zasada akcji 1 reakcji. Jesli ciato A dziata na ciato B jakas sita, to ciato B dziata na ciato A z silg o tym samym kierunku
i wartosci, ale innym zwrocie i punkcie przytozenia.

Na przyktad, je$li na nasza czastke dziataja jakie$ wigzy (czastka rrloZe si¢ poruszac tylko po okreslonej plaszczyznie
lub po okreslonej przestrzeni) to pojawia sig sily reakcji wigzow [’ . Z Il zasady dynamiki Newtona wynika, ze sity
reallfcj 1 wigzow sa zawsze prostopadte albo do powierzchni wigzdw, albo do linii, ktora tworzy te wigzy.

dp _z . =
LoF+F
dt K



