Przyklady rozwiazywania rownan ruchu Newtona — ogé6lne przeksztalcenia
Rozwazmy czastke o masie m , na ktora dziata sita [ stata w czasie.
Potrzebujemy obliczyé¢ wektor polozenia 7 oraz wektor predkoéci vV . Wychodzimy wiec z podstawowej zaleznosci

dv_z _ dv_F
ma=F =» m*t=F = “2=2
dt dt m
Nalezy pamigtac, ze powyzsze zalezno$ci sg stuszne jedynie w przypadku ruchu czastki, na ktora dziata sita stata w
czasie.

Zalozmy teraz, ze mamy dane warunki poczqtkowe t,=0, v=v,#0, 7=7,#0 . Przeksztalcamy dalej:
F F
dv——dt = fdv _f dt = v——t+const

Stata caikowama mozemy teraz pohczyc z warunkow poczatkowych. Jesli to =0, to

L _F -
Vo=—-0+const = const=V,
m

Wracamy do naszego réwnania i wstawiamy tam policzong stalg
a_  F
VEV,t+—t
m

Wektor poiozema mozemy obliczy¢ przeksztalcajqc powyzsze rowname na
d7 _ .  F
Sk S a7=(F,+L0dr = [a7=[(v,+ —t Vit = [d7=[di+[LZ —tdt =
m m

I
= r=vt+_—1t +const
2m

Stata catkowania ponownie liczymy z warunkéw poczatkowych

Lo F -

7y=Vy 0+—-0"+const = const=r,

2m

Otrzymujemy wigc ostateczne rownanie na wektor potozenia

. o F >

FErytvyi+—t

2m

Jesli na czastke dziataja state sily, to rozwiazaniem og6lnym rownania ruchu jest wektorowe rownanie paraboli.

Rozwigzywanie r0wnan ruchu — rzuty

- F - >
a=—= F=m9¢
" g oraz mg

Z rozwazan og6lnych mamy

.= F . mg
VEVy+—1 = =v0+—gt =
m m

Wektor potozenia ma z kolei posta¢

- -

=7, +51

I I
r=r0+v0t+%t = 7= r0+voz‘+’;f1 = ’”=”0+V0t+zgt2

Rozwigzywanie ro0wnan ruchu — pole elektryczne

- - . F gE
F=qE oraz a=—=q—
m m
gdzie E to wektor pola elektrycznego, a g to fadunek.

Z rozwazah ogolnych mamy

Wektor potozenia ma z kolei postaé

o - F E
=r0+v0t+ﬂt > F= r0+v0t+‘27

Rzut ukos$ny
Zatdézmy, ze wyrzucamy nasze ciato z predkoscia \70 pod katem & do poziomu. Predko$é poczatkowa mozemy

wtedy rozlozy¢ na dwie sktadowe Vv, - réwnolegla do osi ox, ktorej wartos¢ wynosi vV, =V,COS X oraz V,, -



rownolegta do osi oy, ktorej warto$¢ wynosi V,, =V, sin & . Warunki poczatkowe ustalamy jako 7, 0 ( 0, 0) oraz

VO ( v Voy)
poprzednio wzor

. Jako ze mamy dwie sktadowe, rowniez dla dwoch sktadowych wykorzystamy wyprowadzony

ox’

-

—_ - - F
r=r0+v0t-|-%t2

<x’J/)=(0,0)+(v0x,v0y)t+wt2

2m
Rownie dobrze mozemy zapisa¢ to w postaci uktadu rownan
x=vy,.t
Y=yt Ls g gt
2
Z Pierwszego réwnania wyciagamy t, ktére potem wstawiamy do drugiego réwnania
X
r=—
V ox
2
Voy 1 ox
y= X 5 82
VOX VOX

W ten sposob w drugim réwnaniu otrzymaliSmy roéwnanie toru ruchu w postaci jawnej. Byt to tez przyktad
zastosowania [I zasady dynamiki Newtona.

Ruch harmoniczny prosty i oscylator harmoniczny prosty

Jest to najprostszy w opisie matematycznym rodzaj drgan. Ruch ten opisywany jest sinusoidalng funkcja czasu. Ciato
porusza si¢ ruchem harmonicznym prostym, jezeli znajduje si¢ pod wptywem sity o wartosci proporcjonalnej do
wychylenia z potozenia rownowagi i skierowanej w stron¢ potozenia rownowagi. Okres T to czas trwania jednego
petnego cyklu, a czgstos¢ kolowa drgan o to liczba takich cyklow (drgan) na jednostke czasu.

Oscylator harmoniczny prosty to realizacja modelu oscylatora harmonicznego w ramach mechaniki klasyczne;j.
Jednowymiarowym oscylatorem harmonicznym jest kazdy uktad fizyczny, ktérego zachowanie mozna opisac

réwnaniem, zwanym réwnaniem oscylatora harmonicznego postaci y + w>x=0 .

F’ =—/x , gdzie k to stala.
Sita dziatajaca na czastke jest proporcjonalna do wychylenia czastki ze stanu rownowagi. W mechanice tego typu sity
pojawiaja si¢ przy niewielkich odksztatceniach ciat statych (sity typu Hooka). Ruch ten jest doktadnym lub
przyblizonym modelem wielu zjawisk, zachodzacych zar6wno w fizyce klasycznej jak i w fizyce kwantowe;.
W naszych rozwazaniach bedziemy chcieli znalez¢ x(t). Rozpoczynamy od réwnania ruchu Newtona

dv
mE=F
dt
Zaktadamy, ze na nasz oblekt dziata sita ograniczona do osi x, a wigc F ( kx, 0) .
dv_ = y k
m—=F f=—fx = a =——x
dt * dt Yoom
d’ x__k
3 ——1
dt m
k_ 2 . .
Oznaczmy — = , przyda nam sig to poznie;j.
m
d’x k _ d’x
dt’ m dr’

Roézniczkowe rdwnanie oscylatora harmonicznego nietltumionego w przypadku jednowymiarowym ma wigc postaé
i+w’x=0

Jest to rownanie rozniczkowe jednorodne, drugiego rzgdu i o statych wspotczynnikach. Ogélnym sposobem

rozwiazywania tego typu rownan jest podstawienie funkcji x=¢'’ , gdzie t — czas, r — 0gdlny wspotczynnik, ktérego

bedziemy szukac.

d_x d rz=rert

dt dt
. d X _ d rt 2 rt
x= —(re')=re

gt dt



Podstawiamy otrzymany X do ogdlnego réwnania rozniczkowego oscylatora harmonicznego

2 t 2 t t
rre’'+we'=0 |
P24+ w?=0 - jestto nasze réwnanie charakterystyczne, z ktorego zaraz wyliczymy pierwiastki.

2 2 2_.2 2
rE—w = r=Ei’w

r=iw

r,=—iw

iwt
X, =e
— —iwt
xX,=e

Rozwiazanie ogodlne bedzie superpozycja liniowa
x=C,e'" +C,e '

State C; C, liczymy z warunkéw poczatkowych =0, x=0, X;=v, . Wtedy otrzymujemy
0=C,e’+C, e’ = C,=-C,
x=C, e =C,e '™

d

dx _d ; i . L
v=——==(C,e"“")—=(C,e"") > v=C,iwe"+C,iwe '
dt dt dt
Ponownie podstawiajac warunki poczatkowe otrzymamy
. : . Yo
vo=C,iw+Cjiw = v,=2C,iw = C,=——
2iw
Teraz, kiedy mamy juz stala opisana warto$ciami, ktére znamy, mozemy podstawi¢ wszystko do wzoru na oscylator
Vo ot Yo —iwt Vo, e —e " Vo .
x=——-=:e""———e = x=—( , ) = x=—sin(w1)
2iw 2iw w 21 w

Po czasie rtownym 7 =—— sinus osiaga t¢ sama warto$¢, a wiec
w

\% \% \% v
x=—sin(w(t+7T)) = x=—0sin(wt+£w) = x=—sin(wt+2I1) = x=—sin(wt) =
w w w w w
= x=Asin(wt)
Rozwiazanie tego réwnania mozna rownowaznie opisaé za pomoca funkcji X=C, sin(w?)+C,cos(wt) gdzie

state C 1. C, policzylibyémy ponownie z warunkéw poczatkowych.
Jesli nie wystepuja sity thumiace, to amplituda bedzie stata.

Skladanie drgan
Kazdy okresowy przebieg fizyczny okreslony funkcja matematyczna f(t) mozna przedstawi¢ w postaci sumy
nieskonczonej liczby drgan harmonicznych prostych za pomoca szeregu Fouriera.

f(t)= z | 4, cos (nwt) + B ,sin (nwt)] ,gdzie 4,, B, to wspélczynniki Fouriera obliczane ze wzorow

n=0
5 to+T
Jesli n=0 10 | 0= tf fla)ar
B,=0
1, +T
An=1? f f(t)cos(nwt)dt
Jesli n#0 |, to W
Bn=1F [ r(t)sin(newr)dr
ty

e i . a2k k
ZatozyliSmy wezesniej, ze (' =— = =4/ —
m m

211 }
Wiedzac, ze T=—— , do powyzszych wzoréw jako T powinni$my wiec wstawi¢ 2 [T %
w

Wahadlo matematyczne jako przyklad oscylatora harmonicznego



Jest to punkt materialny zawieszony na niewazkiej nierozciagliwej nici o dlugoéci [ , kréry porusza sie ruchem
harmonicznym na tyle, na ile pozwala mu ni¢ (punkt niejako ,,buja si¢ na boki”). Na punkt dziala sita m g skierowana
do podtoza, ktora mozemy roztozy¢ na dwie sktadowe £ - rownolegta do toru ruchu oraz £, - prostopadta do toru

ruchu. Rozwazmy przypadek, gdy kat wychylenia jest rtowny x<5¢ . Sita naciagu nici N réwnowazy sie¢ z ﬁ ol

nie wptywa na ruch kulki. sinoe=—== X Mozemy zapisa¢ uktad rownan
mg
F =mgsinax
F,=N
Sila wypadkowa catego uktadu jest wigc ma=—mg sin
d’ X _ g
—gsina > i=—gX = ¥+&x=0
a 7 z
Jako (p? przyjmujemy to, co stoi ,przy iksie”, czyli
2_8 -8
W= = w==
/ /
Okres ruchu wahadta wynosi wigc
211
r=2L -y, /L
w 8

Z tego rownania moglibySmy rowniez obliczy¢, po drobnych przeksztatceniach, przyspieszenie ziemskie.

Wahadlo fizyczne jako przyklad oscylatora harmonicznego
Jest to bryta sztywna wychylona ze swojego polozenia rownowagi. Srodek obrotu oznaczony jest jako O , $rodek
ciezkosci przed obrotem jako S, a $rodek ciezkosci po obrocie jako S’ . Odlegto$¢ miedzy srodkiem obrotu, a
srodkiem cigzkosci wynosi d , a kat obrotu bryly wynosi . Na bryle dziata sita grawitacji m g , skierowana do
dolru Do obhczen wykorzystamy teraz moment sily.

M=7xF=rFsinx
Przyjm1emy teraz, ze ¥ =d ,orazze F=mg

M d mg sin & , co dla matych katéw mozemy przyblizy¢ do M d mg

Teraz jesli M =1 ¢ oraz M =d mgx mozemy zapisal, ze
2

d o
M=[le=1] =—mgdx
dar’ &
d o
=—mgdax |1
m gdx |
d’ o mgd _
7 7 =0
mgd

T= 2H1

Uklad elektryczny jako przyklad oscylatora harmonicznego
Mamy uktad, w ktorym szeregowo polaczony jest kondensator i cewka. Spadek napigcia na kondensatorze oraz spadek
napigcia na cewce, zgodnie z oczkowym prawem Kirchhoffa, ma by¢ rowny zero.

U+U,=0
RS ¢ _ . _,dl . S
Wiemy, ze C==— = U =—0 orazze U, =L—— .Podstawiajac to do rownania otrzymamy
U, c dt
d]
0
Lo Q

Zroznlczkujmy teraz obustronnie nasze rownanie

L 1do_
d TC




a0

Z definicji pradu wiemy, ze [ = R a wiec
2 2
Ld—f+il=0 1L d21+il=0
d= C de© LC
Jako czgstos¢ kotowa drgan obieramy to, co stoi przy I, czyli
2 1
oW =—
LC

Ostatecznie wige, ogolne rownanie ruchu harmonicznego w przypadku naszego obwodu bgdzie miato postaé
N )
I+w =0

Oscylator harmoniczny ttumiony
Na nasz oscylator bedzie teraz dziala¢, oprocz wezesniej juz wystepujacej sity F'=—kx , rowniez sita oporu
F ,=—bv=—bx , proporcjonalna do predkosci. Sita wypadkowa wyniesie ma=F +F .

md2x=— —b@
dt’ dt
2

m d f+b@+kx=0 |:m
dt dt

x+£x+£x=0
m m

Nasza v , to liczba, ktora stoi przy iksie, a wigc w2= k = W=\ k , hatomiast stala, charakterystyzujaca
m m

thumienie to & , czyli liczba, ktéra stoi przy X . & nalezy jeszcze pomnozyé przez 2, aby otrzymaé 2 &=— .
m
Ogolne rownanie ruchu harmonicznego thumionego sita proporcjonalng do predkosci mozemy teraz wyrazi¢ wzorem
¥+2ex+w’x=0 .Mozna to rozwiaza¢ przez x=e'' .

Przypadek silnego tlumienia (tak zwany przypadek anharmoniczny)

2’ 2
E>wW
dla warunkéw poczatkowych =0, x=x, Xx=0 prawdziwy jest wzér (z wzoréw Eulera)
X et . X _
x=—=—e Et-smh(\/éz—ouzt) ,gdzie S5—=¢ = A(¢)
\/E —w & —w

Silne thumienie wykorzystuje si¢ na przyktad w galwanometrach. Silne tlumienie wystgpuje tez np. przy cigzarku
zawieszonym na sprezynie, ktdry porusza si¢ w cieczy o duzym wspotczynniku lepkosci.

Przypadek matego tlumienia (tak zwany przypadek periodyczny)
£ <w’
et - X _
e sin(Vw’—g’t) | gdzie —=——=¢ "= A(t)

X
X
\/w2—62 Vo'—¢

Mate thumienie wystepuje np. przy cigzarku zawieszonym na sprezynie, ktory porusza si¢ w cieczy o matym
wspolczynniku lepkosci.

Oscylator harmoniczny thumiony i wymuszany sila harmonicznie zmienng w czasie
Na nasz oscylator bedzie teraz dziatac, oprocz wezesniej juz wystepujacych sit F'=—kx oraz F',=—bv=—bx ,
réwniez sita wymuszajaca F,=F ,sin(Q1¢) | gdzie Q to czestoé¢ kotowa, z jaka bedzie sie zmieniaé czynnik
wymuszajacy. Sila wypadkowa wyniesie
mix+bx+kx=Fsin(Qt) |:m
b

F
F4—= +£x=—osin((2t)
m m m

=2 ¢ to nasz czynnik charakteryzujacy thumienie

I =3 |

2 ror r . .
=W to nasza czgsto$¢ kotowa drgan podniesiona do kwadratu



Ogodlne rownanie ruchu harmonicznego ttumionego i wymuszanego sita harmonicznie zmienna w czasie wyglada
nastgpujaco

; o2 _Fy.
X+2ex+w x=—sin(Q1)
m
W tym przypadku bgdziemy mieli do czynienia ze zjawiskiem rezonansu.

Rezonans
Gwaltowne narastanie amplitudy drgan przy pewnej czg¢stotliwosci wspotczynnika wymuszajacego.
xX=Asin (.Q 1—p ) , gdzie (p to opdznienie fazowe.

F, 1

A=A(Q)=— 2 242 2
m (= Q7 P+(2e0Q)
d
Z warunku 70 =0 znajdujemy 2=02  przyktorymto €2, wystepuje A=A, . . czyli znajdujemy czestosé
rezonansowa.

Q =V -2¢’
Jesli 2—>w ,to A— o0 .
Dla 2,=w : A= , £=0 .

Im mniejsza sita ttumiaca, tym bardziej 2, zblizasi¢ do  , czyli do czestotliwoéci drgan wiasnych uktadu.



