Bryla sztywna
Jest to ciato, w ktorym odleglosci migdzy dowolnymi dwoma elementami masy nie ulegaja zmianie w trakcie trwania
ruchu. Jesli bryta sztywna bierze udziat w ruchu zlozonym, czyli oprocz ruchu obrotowego wykonuje ruch postgpowy,
to pelny opis ruchu bryty wymaga dodania do II zasady dynamiki ruchu obrotowego II zasady dynamiki ruchu
postgpowego $rodka masy tej bryty. I zasada dynamiki ruchu postgpowego uwzglednia fakt, ze srodek masy jest
punktem, ktory porusza si¢ w przestrzeni tak, jakby cata masa bryty byta w nim skupiona i wszystkie sity zewngtrzne
dziataty wtasnie na ten punkt.

M=m +m,+..+m,

=fdm
IE—Ma",m

gdzie d, to przyspieszenie srodka masy, M to masa calkowita bryly, a ﬁ’ to wszystkie sily dziatajace na $rodek

sm
masy.

Moment sily
Inaczej moment obrotowy, definiujemy go jako iloczyn wektorowy wektora potozenia i wektora sity przytozonej do
punktu rnatenalnego

M FXF oraz M= r Fsin<(7, F)
M 1 7 oraz M 1 F . Zwrot wektora M , z definicji iloczynu wektorowego, okreslony jest reguta Sruby
prawoskretnej. Rowniez z definicji iloczynu wektorowego, jesli 7 (x Y, Z) oraz F (F o F o F Z) , to

N

M=x y =z
F, F, F,

Moment pedu

Wielkos$¢ fizyczna, opisujaca ruch ciata, zwlasza ruch obrotowy, definiujemy ja jako iloczyn wektorowy wektora
poiozenla i wektora pedu punktu materialnego.

L=7Xp oraz L=r psin«(7, p)
L 17 oraz L 17 D - Zwrot wektora L , z definicji iloczynu wektorowego, okreslony jest regula Sruby
prawoskretnej. Rowniez z definicji iloczynu wektorowego, jesli 7 (x, v, z) oraz P ( PP, pz) , to

L=|x y =z
P. P, P.

—

Moment pgdu mozna inaczej Wyraz1c jako L m P2 sato dlatego, ze
L=FXp = L=FXm¥ = L=m(FX¥) = L=m(FXOXF)

Z wiasnosci iloczynu wektorowego wiemy, ze a Xb X c= b( a c) — c( a b) , @ Wigc mozemy zapisac, ze
L=m|®(FF)-F(F-@)] .

a pomewaz wiemy, ze 7 _L 0 zapis ten mozemy uproscié do

Lmrw

Zwiqzek miedzy momentem sily dzialajacej na czasteczk@, a zmiang w czasie momentu pedu

dL d dL dr - dp dL dp
rX = =—Xp+rX—+ = —=yXmv+rFX—+
@ a TP T TPy T dt
Z w1asn0501 1loczynu wektorowego wiemy, ze jesli dwa wektory sa liniowo zalezne, to ich iloczyn wektorowy = 0.
i _-. dp
dt dt
Teraz wykorzystuj emy znajomo$¢ wzoru na sitg

> dp dp . dL
F=—" |X FxF=7Fx% M=—
dt ‘ oo IXEERGs = M=y

Tym samym udowodnili$my, ze moment sity wywotuje zmiang momentu pedu w czasie.
Moment bezwladno$ci

Jest to wielko$¢ decydujaca o reakcji bryty sztywnej na dziatanie momentu sity. To miara bezwtadnoSci ciata w ruchu
obrotowym wzgledem okres$lonej, ustalonej osi obrotu. Im wigkszy moment bezwtadnosci, tym trudniej zmieni¢ ruch



obrotowy ciata, np. rozkreci¢ dane ciato lub zmniejszy¢ jego predkos¢ katowa. Moment bezwtadnosci ciata zalezy od
wyboru osi obrotu, od ksztattu ciata i od rozmieszczenia masy w ciele. Definiuje si¢ go jako

I=mr’
Pamigtajac, ze Z =m 72 moment pedu mozemy zapisa¢ jako Z =/ .
Jesli rozwazalibySmy bryle sztywna, podzielona na nieskonczenie wiele nieskonczenie matych fragmentow mas

dm]j dmzﬂ ey dmn o odlegtosciach od srodka obrotu odpowiednio #4 7, ..., 7, , to moment bezwtadnosci
mogliby$my opisa¢ jako

1 =f r>dm

m

lub tez, korzystajac ze wzoru na gestosé ciata

_dm
P=ar

n >

jako
I=[ pridav
vV

Zalezno$¢ miedzy ]rl a ¢
=L & =L (1@) > ¥= ld—“’ > M=I%
dt dt dt
Zalezno$¢ ta jest stuszna dla przypadku obrotu bryly wzgledem jednej z osi symetrii lub wzgledem jednej z osi
glownych (osi, ktorej kierunek i zwrot nie ulega zmianie podczas jej obrotu), w innym przypadku potrzeba dziewigciu
liczb do okreslenia I.

Praca w mechanice

Praca W jest to skalarna wielko$¢ fizyczna, miara ilo$ci energii przekazywanej migdzy uktadami fizycznymi w
procesach mechanicznych, elektrycznych, termodynamicznych i innych. Z kolei dW jest to nieskonczenie mata praca,
tak zwana a praca elementarna. Okresla si¢ ja Jako 1loczyn skalarny wektora sily i wektora przesunigcia.

AW =F-dr ,czyli dW =F|dr|cos «(F , dr)
Pracg okresla sig¢ wigc jako
W= [ dw = w, = [ Fdr
A—-B A—-B
W ogo6lnosci praca wykonana na skonczonej dtugosci toru zalezy od ksztattu i dtugosci tego toru. Majac konkretne
wspotrzedne wektorow F (F o F o F Z) oraz dr (dx ,dy, dz) mozemy zapisa¢ dW jako
dW=F dx+F dy+F_dz
i analogiczne, W jako
W s= [ (F.dx+F dy+F dz)
A—B
Oczywiscie sita F' wystepuje tu jako sita wypadkowa, ktdra moze by¢ ztozeniem kilku (n) innych sit.
Jak si¢ za chwilg okaze, prace mozna zapisac przy pomocy energii kinetycznej lub potencjalnej, ktdre sa Scisle
zZwigzane z praca.

[s]

W,.=| Fdr = w, ,=[dE, > W, ,=E,(B)—E,(4)

A—-B A

W, = | Fdr > w, = { dE, = W, ,=—(E,(B)—E,(A4) = W, ,=E,(4)—E(B)

A—B

Energia kinetyczna
Jest to energia zwiazana z ruchem ciata. Aby ja zdefiniowaé przeksztatcimy podany poprzednio wzér na dW.

dW=F‘-c?r = dW=d—p-a_”r = dW=d(mv)Jr = dW=md—va7r = dW=ma_"vﬂ =
dt t dt dt

> dW=mvdv = dW=dE,

Teraz chcemy otrzymac jawny wzor na energig kinetyczna. Przeksztalcamy wigc dalej

dW=dE, = dW=mvdv = dW=m(vdvcos(0°)) = dW=mvdv = dWw=d (2~

[\

)

Ze wzgledu na to, ze dW = dE,, mozemy zapisaé, ze



N

mv

d(——)=dE, = E,;=—
2
Moc
Jest to wielko$¢, ktora 1nf0rmuje nas o szybkosc1 wykonania pracy. Z definicji moc okresla sig jako
aw F-dr = dr
P= = P= > P=F% = P=F7%
dr dt dt
Z rozwazan o energii kinetycznej wiemy, ze dW = dE,, a wigc prawdziwy jest rowniez wzor
b dE;
Codt

Energia potencjalna

Zwiazana jest ze wzajemnym potozeniem czastek. Jest to energia, ktorej kosztem uktad moze zmienié¢ wzgedne
polozenie swoich czastek, energia jaka ma uktad ciat umieszczony w polu sit zachowawczych, wynikajaca z
rozmieszczenia tych cial. Ro6wna jest pracy, jaka trzeba wykonaé, aby uzyskaé dang konfiguracje cial, wychodzac od
innego rozmieszczenia, dla ktorego umownie przyjmuje si¢ jej warto$¢ rowna zero.

Jesli praca jest wykonowana przez sity zachowawcze, to prawdziwa jest rownos¢

dW =—dE,

Sity zachowawcze

Jest to pewna grupa sil, ktore ,,zachowuja energi¢ punktu”. Z tymi sitami $cisle zwiazana jest zasada zachowania
energii. Praca wykonana przez te sity nie zalezy od ksztattu i dtugosci toru, po ktorym porusza si¢ czastka, a zalezy
j edynie od potozenia poczatkowego i koﬁcowego tej czqstki

.....

€ » (x y Z) , jednoznaczna i ciagta wraz z drugimi pochodnymi, ze spetnione jest rownanie
F=—grad E (xyz)
Operator grad to skalar, ktory przeksztatca pola wektorowe. Efektem jego dziatania jest trzysktadowy wektor, ktorego
kierunek 1 zwrot pokazuj e kierunek i zwrot najszybszego przyrostu funkcji skalarnej, na ktéra dziata.

5,50 .30
d=19 1590 ;0
B4 =1 55 Jay oz

Z tego wynika, ze mozemy zapisac site ]_5 jako

Teraz, majac wspotrzedne wektora potozenia jr (dx ; ,dy } L dz ]}) mozemy juz obliczy¢ prace elementarng
wykonana przez sity zachowawcze

dW=F-dr = dW=—(gradEp-jr) = dW=—(i

oF OE oOF
= dW=—(—2Ldx+—Ldy+—=dz)
0x oy 0z

Praca wykonana przez sity zachowawcze moze by¢ tez okreslona przy uzyciu samej energii potencjalnej, zgodnie ze

LO0E,  .0E,6 .O0E . N .
Ly j—L+k—2L)(dxi+dy j+dzk) =
ox oy 0z

wzorem dW =—dE , . Tak jak Wspomniano wezesniej

W, w=| Fdr = W, ,= de = W, ,=—(E,(B)—E,(A4) = W, ,=E,(4)~E,(B)
A—-B
Praca wykonana przez sity zachowawcze po drodze zamknigtej wynosi zawsze zero.

WAHA=gS Fdr=

Powyzsze rozwazania prowadza nas do okreslenia wlasnosci sit zachowawczych. Jeszcze raz wigc powtorzmy:



1_5' =—grad E b - funkcja j_f' musi by¢ funkcja potozenia punktu
gﬁ F c?r= 0 - cyrkulacja wektora sity po krzywej geometrycznej o dowolnym ksztatcie = 0
Nasza druga wlasno$¢ moze by¢ rozpisana jako tak zwane warunki Schwartza:

OF, OF,

i } k dy ox

fﬁﬁc?r=0 o rotF=0 < 6_ax aa_y a%=0 = aa};x=%
F. F, F. O0F, OF,

dz 0Oy

Obliczanie E,, kiedy dane jest pole zachowawcze
Sa na to dwa sposoby, w ktorych zaczynamy rozumowanie od tych samych rownan
Sposob pierwszy:

dW =—dE,

ﬁc;r=—dEp

B B B B

| Fdr=-[dE, = —[E,(B)-E,(A))=[ Fdr = E (4)-E (B)=] Fdr =
A A A A

B
= E (4)=E (B)+] Fdr
A

Najczeéciej przyjmujemy wtedy, z2 B —00 , co oznacza, ze £ » (OO) =0 i otrzymujemy, ze

-

B
Ep(A)=£ Fdr

Sposob drugi:
dW =—dE,,
Fdr=—dE ,

Ep=—f F dr+const
Wtedy E, jest okreslona z doktadnoscia do jakiejs state;.

Sity centralne
Jest to rodzaj sit zachowawczych, ktorych wartosc¢ jest funkcja odlegtosci czastki od ustalonego punktu w przestrzeni
zwanego centrum sity, a kierunek sity lezy na prostej taczacej site z tym punktem.

F=f(r)==/(r)F

Z wlasnosci sit zachowawczych wynika, ze

¢ f(r)dr=0

Do sit centralnych naleza: sity oddziatywania grawitacyjnego, sity Coulombowskie, sity Hooka (przy oscylatorach
harmonicznych)

Energia potencjalna w polu grawitacyjnym
m,m

F=—G—27
r
Okreslmy stata ¢ jako ¢=—Gm,m, . Wtedy mozemy uproécié¢ zapis sity do
7 C A
F= — r
r

Pamictajac, ze £, = —Jl F dr+const mozemy zapisaé, ze

C .= C A c
Ep=—f;rdr+const = Ep=—f;rrdr+const = Ep=—f;dr+const =

c
= Ep=—+const
r



Podstawiajac do wzoru nasza stata ¢ otrzymamy wzor na energi¢ potencjalna pola grawitacyjnego

c m,m,
Ep:— = Ep:—G—
r r

Jesli na przyktad przyjmiemy, ze masa Ziemi Mz= m;, a m to masa czastki, na ktéra oddzialuje pole grawitacyjne, to

M, m
E,=—G
r
Szczegbdlnym przypadkiem, energii potencjalnej z ktora spotykamy si¢ na co dzien na Ziemi jest energia, dla ktorej
przyjmujemy, ze jesli promien r jest rowny promieniowi Ziemi Rz, to E, = 0.

E,=mgh

gdzie g to przyspieszenie Ziemskie g~9,80665 , a h to wysoko$¢ ciata na Ziemi.

Energia potencjalna w polu Coulombowskim

= 1 A
o q, ‘2] 2
4 H & 0 14
1
Okre$lmy stata ¢ jako €= 74 ITe 4,9, . Wtedy mozemy uprosci¢ zapis sity do
0
= C .
F= ) r
r

Pamietajac, ze E = —j F dr+const mozemy zapisaé, ze

C A= C An c
Ep=—fprdr+const = Ep=—fprrdr+const = Ep=—f?dr+const =

c
= Ep=—+c0nst

r
Podstawiajac do wzoru nasza stata ¢ otrzymamy wzor na energi¢ potencjalna pola grawitacyjnego
c 1 4,9
E=% > F=—— 1112
Py P 4]le, r

Do obliczen wykorzystamy teraz jony wodoropodobne, czyli atomy, ktorych powloka zewngtrzna ma jeden elektron.
q,=—¢

q,=¢

q,'=—ze
1z
P 4Ile, r

gdzie z to liczba porzadkowa (atomowa) atomu, ktora okresla ile protonow znajduje si¢ w jadrze.
Elektron w atomie moze si¢ porusza¢ tylko po takiej orbicie kotowej, na ktorej moment pedu tego elektronu jest
wielkoscia skwantowana.
mVr=nh
gdzie % to stala Diraca

h ~34
=——=1,05457168-10
L 211

Energia potencjalna w przypadku oscylatora harmonicznego
F=—kx

gdzie k to stata charakteryzujaca sity sprezystosci, a x to wychylenie czastki.

Ep=—fl_5c7r+const = Ep=—f—kxdx+const = Ep=kadx+const = Ep=%kx2+const

Jesli x—0 to £,—0



