Transformacje miedzy ukladami inercjalnymi — transformacja Galileusza

W przypadku, kiedy dla uktadu punktow spetniona jest zasada zachowania pedu, to srodek masy uktadu punktow albo

pozostaje w spoczynku, albo porusza sig ze stata predkoscia. Dlatego srodek masy jest dobrym poczatkiem uktadu

inercjalnego.

Rozwazmy dwa uktady inercjalne: S — uktad nieruchomy oraz S — uklad ktory porusza sig ze stala predkoscia V

wzgledem osi x. Predko$¢ miedzyuktadowa wynosi wtedy V Vi .

Jesli obserwatorzy w obu uktadach beda $ledzi¢ czastke P, przy czym obserwator ukladu S zmierzy wektor 7

obserwator w ukladzie S* zmierzy wektor 7' , a odleglo$é uktadu S* od uktadu S w chwili obserwacji bedzie wynosita
7y to Fot7'=F = 7'=F—F, Jesli przedstawilibysmy to w formie trzysktadowych wektorow, to

otrzymamy (x Ly, z ')= (x , Y, Z)— (xo, 0, 0) . Pamigtajac, ze punkt x, zmienia si¢ proporcjonalnie o Vt, mamy
(x",y",z")=(x,y,z)—(Vt,0,0) ,aztego mozemy juz zbudowaé uktad rownan, ktéry okresli nam zwiazki

migdzy wspotrzednymi w poszczegolnych uktadach, czyli tak zwane zwiazki transformacji Galileusza

x'=x—Vt

y'=y
z'=z
t'=t

Z tego z kolei mozemy zbudowa¢ zwiazki wiazace poszczegolne wspotrzedne predkosci w obu uktadach

dx’ _dx

dt — dt
dy'_dy
dr — dt
dz' _dz
dr — dt

A to juz prowadzi nas do klasycznego prawa sktadania predkosci.

Klasyczne prawo skladania predkosci
kaa wprost z poprzednich rownan

dx' _dx

dt  dt NS .
M=d_y = |y '=y

dt dt J,

dZ 4 _£ vz _Vz

dt dt

gdzie V to predko$¢ miedzy uktadami, a v to predkos¢ czasteczki, ktora porusza si¢ w poruszajacym sig uktadzie

Niezmienniki transformacji Galileusza
Idac dalej, mozemy przeksztalci¢ otrzymane roéwnania tak, aby otrzymac przyspieszenie oraz site

dv. dv.

dr — dt
o y__0 =
v, =v,.—V d5 ' dy a,'=a,
: : v v o> -, - =, =
Y I=y = ) =~ VY = lg'=q = a'=ma |m = ma'=ma = F'=F
° y__0° ! —
v '=v, . o, d\g a,'=a,

z
dt dt

Tym samym udowodniliSmy, ze przyspieszenie i sita sa niezmiennikami transformacji Galileusza, to znaczy, ze we
wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia bgda takie same. Pozwala nam to sformutowac zasade wzglednosci
Galileusza.

Zasada wzglednosci Galileusza
Prawa mechaniki we wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia maja takq sama postac.

Transformacje miedzy ukladami nieinercjalnymi (obecnos¢ sit bezwladnosci)
Zatdézmy, ze uktad S przestaje by¢ uktadem inercjalnym (moze na przyktad poruszaé si¢ z jakims przyspieszeniem



a o wzgledem uktadu S, ma rdwniez przyspieszenie katowe € oraz predkosé katowa @ )
=G—d,—eXT'=2V'XF'—OXDOXF' |'m =
ma'=ma—md,—méX7'—2mv ' X7 —mOXOXF' = F'=F—F,
gdzie —mdy,—mEXF'=2mV ' X7 '—mdXDXT " to sily bezwtadnosci, ktérych obecnosé stwierdzi
obserwator w uktadzie nieinercjalnym S°. Sa to sily, ktore nie maja przyczyny w oddziatywaniach w przyrodzie, a sa
tylko skutkiem nieinercjalnosci uktadu odniesienia, w przeciwienstwie do sit ﬁ' , ktorych przyczyna lezy w
oddzialywaniach w przyrodzie.
W uktadzie nieinercjalnym nie obowiazuje I i Il zasada dynamiki Newtona, a II zasadg dynamiki Newtona mozemy
zastosowac tylko wtedy, gdy dodamy sity bezwladnos$ci
2=y
dr —F+F,
dt
Rozwazmy teraz przypadek laboratorium, ktére znajduje si¢ np. w Polsce, w Krakowie. Wektor 7' zaczepiony jest w
srodku kuli Ziemskiej, a jego koniec wskazuje na nasze laboratorium. Wektor ten mozemy roztozy¢ na dwie sktadowe:
7" - skladowa prostopadta do osi obrotu oraz 7" - skladowa réwnolegla do osi obrotu. Wtedy 7 '=r" "+7}’

m

Przyspeszenie g , ktore zmierzyliby$my w naszym laboratorium wyniostoby
g=g 0 OXOXT " | gdzie & o to przyspieszenie ziemskie mierzone na nieobracajacej si¢ Ziemi, doktadnie na
biegunach. Mozemy to réwniez zapisac jako
E=g,—OXOX(F '+7") = g=g,—[@XDXF '+DOXDXF']
Wiedzac, ze iloczyn wektorowy liniowo zaleznych sktadowych wynosi zero, mozemy wyeliminowaé drugi czion w
nawiasie kwadratowym. Zostanie nam
=3, —OXDXF,'
a to z kolei, z wasnosci iloczynu wektorowego a XbX c= b( a: c) — c( a: b) mozemy zapisac jako
g g [ (w rL ) L'<a’)'a’))]
Teraz mozemy wyeliminowa¢ pierwszy czton nawiasu kwadratowego, ze wzgledu na to, ze @ L7’
g=g—(—r'(0w)) = g=g+r "(0-®) = _g>=§o+w2’”_l '
Przyspieszenie Ziemskie w laboratorium mozna teraz obliczyé wiedzac, ze 7| '=Rc0s@ , gdzie R to promien kuli
Ziemskiej, a (p to szeroko$¢ geograficzna, na ktorej znajduje sig¢ laboratorium.

g=g,+w’ Rcosq

Postulaty szczego6lnej teorii wzglednoSci (teorii Einsteina)

1. Predko$¢ $wiatta (w ogdlnosci fali elektromagnetycznej) jest w prozni we wszystkich uktadach inercjalnych
taka sama, to znaczy niezalezna od wzajemnego ruchu zrodta fali i obserwatora. Jest to zarazem maksymalna
predkosé, z jaka moga si¢ rozchodzi¢ sygnaty w przyrodzie.

2. Uogodlnienie zasady wzglgdnosci Galileusza mowi, ze wszystkie prawa przyrody sa niezmiennicze wzglgdem
przeksztatcen wspolrzednych i czasu przy przejsciu z jednego uktadu inercjalnego do drugiego. Wszystkie
prawa przyrody we wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia maja taka sama postac.

Réwnania Maxwella (réwnania elektrodynamiki klasycznej)

0B
rot E_’ odi
rot = ] 8D
M M, odt
div D= =p
div l_é 0

gdzie E pole elektryczne B - indukcja magnetyczna, u - przenikalno$¢ magnetyczna, M, - przenikalno$é¢
magnetyczna w prozni, ] - gesto$¢ pradu przewodzenia, D - indukcja elektryczna, div — operator dywergencji, p -
gqstosc ladunku

D=¢ & B

B= =u uo H

F= q E+ qvX B

gdzie & - przenikalnosc¢ elektryczna, € - przenikalnosc¢ elektryczna w prozni, / - natg¢zenie pola magnetycznego.

-

Réwnania Maxwella nie spelniaja warunkéw niezmienniczos$ci Galileusza.



Transformacja Lorentza mi¢dzy inercjalnymi ukladami odniesienia, ktére poruszaja si¢ z predkoscia V' ~c¢
miedzy sobg
Transformacja ta stanowi podstawe zwiazkow transformacyjnych w szczegolnej teorii wzglednosci. Pozwala ona
spelnia¢ wymogi postulatow, ktorych nie spelniaty rownania Maxwella (rownania elektrodynamiki klasycznej).
Zatoézmy, ze predkosci obu uktadow sg bliskie predkosci $wiatta, uktad S ma wspotrzedne (X, y, z) i mierzy czas t, a
uktad S* ma wspotrzedne (x', y', z') i mierzy czas t'. Zatézmy tez dla uproszczenia, ze uktad S* porusza sig tylko
wzgledem swojej osi x oraz, ze w chwili t =t poczatki uktadow pokrywaty si¢ i wtedy zostal wystany sygnat §wietlny.
Uktad S* zaczyna wtedy wedrowaé wzdhuz swojej osi x z predkoscia ¥ =V, . Réwnanie na czoto fali $wietlnej
widzianej przez obserwatoré6w w obu uktadach w chwili poczatkowej mozna zapisaé nastgpujaco

X +y +2 == 1
+z”=r"= 41"
Z transformacji Galileusza wiemy, ze w uktadach inercjalnych, dla predkosci duzo mniejszych od ¢ zachodzi zalezno$é¢

x'=x—Vt , dlatego tez, stosujac ta zalezno§¢ do naszych uktadow inercjalnych, przy predkosciach rzedu predkosci
$wiatla otrzymalibySmy

2, 2, 2_ 2,22

(x=Vt)+y +z'=c"+t
Widzimy wigc, ze transformacja Galileusza nie daje poprawnego przej$cia. Musimy wprowadzi¢ do niej pewna
poprawke, ktora zapewni liniowe przejscie migdzy uktadami.
x'=y(x—Vi)
y=y(V)
@ x=y(x'+Vt')
Teraz wymnézmy @ i @ stronami.

xx'=y (x=Vt)(x"+Vt")
X mozemy utozsamic z ct, dlatego tez

ctet'=y (ct=Vi)(ct'+Vt') = Ctt'=y’tle—V)t'(c+V) = =y (c—V)(c+V) =

@

2
2= 2 (AP 2 C o1

= c=y(e=V) = y=a5— = y=—7

-V NG

2

C
Z tego ostatecznie wynika, ze nasza poprawka ma mie¢ postaé
= 1

2
1— V
2
C

Dla predkosci rzedu predkosei swiatta y>1 .Jesli V' <c ,to y maleje,ajesli V' —0 ,to y—1 ,a wigc staje
si¢ pomijalnie mate (np. w sytuacjach codziennych).
Aby okresli¢ zwiazki transformacji, potrzebujemy znalez¢ jeszcze sposob transformowania si¢ czasu miedzy uktadami.
Jesli x=y(x'+Vt') oraz x'=y (x—Vt) ,to

x=y(x'+Vt') = x=y(y(x=Vt)+Vt') = x=y2(x—Vt)+th' = x=y2x—y2Vt+th’ l:yV

X _YyXx ' L YX X b, XX
= t+t’ > t'=yt + = t'=ylt +
yv_ v Y YTy ylt=y ,/2;/)
Teraz, pamigtajac ze
1 y?
=l
Yy c
mozemy juz zapisac, ze
Y=y R YUy Ty T ey

I ostatecznie
_ V
t'=y(t——x)
c

Zwiazki transformacji Lorentza sa wigc nastgpujace



x'=y(x—"Vi)
y'=y
z'=z
v
t'=y(t——x)
C
Natomiast transformacja odwrotna to
x=y(x'+71t')
y=y'
z=z'

t=y(t'+K2x')
c

Kinematyczne skutki transformacji Lorentza
1. Skrocenie (kontrakcja) Lorentza, czyli skrocenie dtugosci obiektow.
2. Dylatacja (wydhluzenie) czasu.
3. Nowe, relatywistyczne prawo sktadania predkosci.
4. Jednoczesno$¢ i nastgpstwo czasowe zdarzen.

Skroécenie (kontrakcja) Lorentza, czyli skrocenie dlugosci obiektow
Zat6ézmy, ze z uktadem S* mamy zwiazany na state pret, potozony wzdhuz osi x. Jego poczatek lezy w punkcie,

oznaczonym jako X,’ ,akoniec w punkcie X, .Dhigo$é¢ preta mierzona w uktadzie, w ktorym pret przebywa nosi
nazwe diugoéci wiasnej i oznaczana jest jako /,=x, '—x, " . Uktad inercjalny S porusza si¢ z predkoscia zblizona
do predkosci $wiatta wzgledem nieruchomego uktadu S. Wazne jest, aby potozenie obu koncow preta bylo mierzone w
tym samym czasie, czyli aby ,=1, .
Z transformacji Lorentza, mozemy obliczyé wspotrzedne punktow X,’ oraz X, ' , jakie zobaczy obserwator uktadu S
x,'=y(x,—Vt,)
x,'=y(x,— 1)
Odejmujac powyzsze rdwnania stronami otrzymamy
X, =x, =y [(x,=Vt,)=(x,=Vt)] = x,'—x,'=y(x,—x,)

Teraz, jesli oznaczymy dtugo$é preta mierzona przez obserwatora O z ukladu S jako /=X, —X, , otrzymamy

ly=yl
A z tego juz wprost wynika, ze jesli predko$¢ bedzie rzgdu predkosci $wiatta, to y>1 , a wige
[, y?

=2 = [=[,/1-"~

Diugos¢ preta mierzona z uktadu S w stosunku do diugosci wlasnej preta bedzie wige skrocona y  razy.
Gdyby pret byt potozony wzdtuz osi y, podczas gdy uktad S° poruszalby si¢ wzdtuz osi x, to zgodnie z transformacja
Lorentza dtugo$¢ preta, mierzona przez obserwatora z uktadu S bytaby rowna dtugos$ci wlasnej preta, dlatego, ze

»'=y,

V"=
Whioski: jezeli czastka (obiekt) porusza si¢ wzgledem obserwatora O z predkoscia stala V, to wymiary mierzone przez
obserwatora w kierunku ruchu ulegaja skroceniu y razy, za§ wymiary mierzone przez obserwatora w kierunku

poprzecznym do kierunku ruchu obiektu nie zmieniajq sig.
Tak samo jest z objgtoscia obiektow. Jesli obiekt zwiazany jest na state z uktadem S°, ktory porusza sig z predkoscia

rzedu predkosci $wiatta wzdhuz osi x, €2, to objetos¢ whasna obiektu, a £2 to objetos¢ mierzona przez obserwatora z

} = [,=y,—y,=I

uktadu S, to ze zwiazkéw transformacji Lorentza wiemy, ze

o=t%
Y
a wigc objetos¢ zmniejszy si¢ y razy. Co innego, gdyby uktad S pozostawatl w spoczynku, wtedy =0 0 -

Wydluzenie (dylatacja) czasu
W szczegblnej teorii wzglednosei, uptyw czasu zalezy od szybko$ci zegara, ktory ten czas mierzy. Jesli okreslimy jako
I, 1, czasy migdzy pewnymi dwoma zjawiskami, zmierzone przez obserwatora w uktadzie S, a [, "1, czasy



zmierzone przez obserwatora w ukladzie S°, to ze zwiazkoéw transformacji Lorentza mamy

! V ’
t,=y (1, +=x, )
c

1 V !’
t,=y(t, +c_2x1 )

Odejmijmy réwnania stronami

! V ! ! V !
t,—t,=yl(t, =X )—(¢, +=x )]
C C

Jesli zjawisko zaszto w tym samym punkcie na osi x, czyli jesli X, '=x, " ,to

t,—t,=y(t,"—t,")
Dla uproszczenia zdefiniujmy At,=t,"—t," oraz At=t,—t, . Wtedy

At

Al=yAt0 = At0=7
Wynika z tego, ze odstepy czasu mierzone przez zegar, ktory porusza si¢ z czastka w uktadzie S sa mniejsze niz
odstgpy czasu mierzone przez zegar nieruchomy, zwiazany z uktadem S. Czas w uktadzie S* ptynie wigc wolniej niz w
uktadzie S.
Zjawisko dylatacji czasu wykorzystuje si¢ na co dzien w systemach GPS, bo przy predkosci satelity ~ 4,5 km/h

wystepuje przesunigcie czasu ~ 7us na dziefi, a to daje w sumie duzy rozrzut przy lokalizacji obiektow. Dopiero
uwzglednienie zjawiska dylatacji czasu pozwolito na lokalizacj¢ obiektow z doktadnoscia do 1 m.

Nowe relatywistyczne prawo skladania predkosci

Moéwi nam, ze przy sktadaniu predkosci nigdy nie otrzymamy predkosci wigkszych niz predkos¢ swiatta c. Oznaczmy
predko$¢ mierzona w ukladzie S” jako (V' ‘}’y ",v.") , apredko$é mierzona w ukladzie S jako (V_,V o v.) .
Jezeli x'=y(x—Vt) ,to mozemy symbolicznie zapisac, ze x" jest funkcjaod xiodt x '=x'(x,t) , czyli ze

dx'=d|y(x—Vt)| . Zkolei wiedzac, ze
, %
t'=y(t—=x)
C

mozemy zapisa¢, Ze t' jest funkcjaodtiodx t'=t'(¢,x) , czyli ze

dt’=d[y(t—c—V2x)]

Teraz, za pomoca pochodnej czastkowej mozemy zdefiniowaé relatywistyczne prawo sktadania predkosci.

dx'=aidx+ax dt = yde—yVdt = y(dcx—Vdt)
0x ot
dt =2+ g = yar-yLar = ylar-L ax)
0 ox c c
dx
dt __V o
s odx’ _ylde=vdr) _ ¥ A
*Tdr T Vo Vde, .V,
y(dt——zdx) ydt(l——zd—) 1——2Vx
c cat c
dy
dt - o
go=® Ay ) %
Y Tdr Voo Vidx, V.
yldi=—5dx) ydi(l=—-5) y(l=—5V,)
C C C
dz
poodzl dr o)
= odt’ V V dx Vo,
y (dt—— dx) ;Ydf(l——zg) y(1==V,)
C C C

Transformacja Galileusza i klasyczne prawo sktadania predkosci sa szczegdlnymi przypadkami transformacji Lorentza i
relatywistycznego prawa sktadania predkosci.
Relatywistyczne prawo sktadania predkosci wyglada wige nastgpujaco



¥, =
’ Voo
1——2Vx
C
T R—
y Vo,
y(l_c_ZVX)
o 4 ‘;z
\% —
: Voo
Y(l—c—zvx)
A transformacja odwrotna
A 4
VX:T
I+5v,'
C
o
=
y vV
o
y(1+—=v.")
‘}3 '
=
: Vo
y(1+=v))
C

Jesli V < ¢ , to relatywistyczne prawo skladania predkosci przechodzi w klasyczne prawo sktadania predkosci
uzyskane z transformacji Galileusza. Relatywistyczne prawo skladania predkosci zachowuje predkose w taki sposob, ze
predkos¢ wypadkowa nigdy nie przekroczy predkosci c.

Jednoczesno$é i nastepstwo czasowe zdarzen
Wiemy juz, ze prawdziwy jest wzor

. |14
t —y(t—;x)

Jesli ¢, oraz t," oznaczymy jako zarejestrowane przez obserwatora w uktadzie S* czasy dwéch zjawisk, przy czym

t,'>t," , to mozemy zapisaé, ze roznica czasu miedzy tymi dwoma zjawiskami wynosi
V V |4

tz’_tl’=Y[<tz__2x2)_(tl__2x1)] = tz’_tll=3/[(12_11)__2(x2_x1)]
c c c

Jesli t,—t,=0 |, czyli gdyby badane w laboratorium na Ziemi dwa zjawiska zaszty jednoczesnie, nie bytyby
rownoczesne w ukladzie, ktory si¢ porusza, a to dlatego, ze

V
t,' =t '=_Y_2<X2_x1)
C
[, oraz At saniezmiennikami transformacji Lorentza — we wszystkich inercjalnych uktadach s takie same.

Dynamika relatywistyczna
I prawo dynamiki pozgstaj e be_% zmian.
III prawo dynamiki /' ,=—F , w dynamice relatywistycznej przestaje obowiazywac, bo predkosc¢ rozchodzenia sig
oddziatywan jest skonczona i wynosi tyle, ile predkos¢ fali elektromagnetycznej w prozni.
I prawo dynamiki

F=d

dt

pozostaje stuszne pod warunkiem, ze uwzgledni sig¢ skutki relatywistyczne dla pedu czastki

p=my
gdzie m, to tak zwana masa relatywistyczna, ktora wynosi



Wyprowadzenie na ped relatywistyczny mozna teoretycznie uzyska¢ z wykorzystania zasady zachowania pgdu przy
zderzeniu czastek lub z do§wiadczen, ktore wykazuja, ze m,=my .Jesli V K¢ ,to m,=m .

= d, L _dm _ gy _dm .

F=—(myv)=—v+m,—= v+m, a
( ) dt dtdt '

W mechanice relatywistycznej F' i d nie sa na ogot do siebie wektorami rownolegtymi. Jesli wiemy, jaki jest wektor

-

F', to nie koniecznie wiemy, w ktérym kierunku porusza sie ciato, dlatego, ze F'# F ' oraz d#a '

Energia relatywistyczna
W mechanice relatywistycznej energia relatywistyczna wyraza sig wzorem

E=m, ¢’

Catkowita energia relatywistyczna czastki to suma energii kinetycznej £, ispoczynkowej E,
E=E,+E,=m,c’
Ey=mc” oraz E,=E—E|

Ze wzoru Einsteina wynika, ze kazdej zmianie masy relatywistycznej o Am, bedzie towarzyszyta zmiana energii

AFE AE
Am,= 5 oraz Am= 20
Cc C
Ten drugi fakt wykorzystuja elektrownie atomowe.




