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ZADANIA
I. MECHANIKA KLASYCZNA

1. KINEMATYKA

1. l/D\\ /ie czastki zostaly wystane z poczatku ukladu wspodtrzednych i po
pewnym czasie ich polozenia opisano wektorami:

rn=47i+37+ 8K [m]
r, =214+ 107+ 5k [m]

gdzie: 7, j, k sa wersorami. Znalezé:
a) dlugos¢ kazdego wektora,
b) wektor polozenia czastki drugiej wzgledem czastki pierwszej,
c¢) katy miedzy wszystkimi parami tych trzech wektorow,
d) rzut wektora r, na r,.

1.2. Dwie czastki porusza_]a: sig W _prostokatnym ukladzie wspolrzgdnych z
prq:dLOsczarm v, = 2i[m/s]iv, = 3j[m/s]. W chwili t = 0 czastki te znajduja
sie odpomedmo w punktach o wspohrzednych: x; = —3 [m] Yo = 0 [m] oraz
x, = 0 [m], y, = =3 [m].

a. Znalez¢ wektor okreslajacy polozenie czastki plerwszej wzglq_dem dmgleJ

b. Wyznaczy¢ czas oraz polozenia czastek w chwili ich najwigkszego
zblizenia.

13. Rownania ruchu dwéch punktow, obserwowanych z danego ukladu
wspdirzednych, wygladaja nastepujaco:

r@®)=020+@G1,2t+ (1,02 [m]
r(t) = (1,0, 1) + (0,2 1) ¢ [m].
Znalez¢é:

a) predko$é punktu drugiego wzgledem pierwszego,
b) przyspieszenie punktu drugiego wzgledem pierwszego.



1.4. W ciagu czasu f, warto$¢ predkosci ciala zmienia sie¢ wg wzoru
v = at* + b, 0t <y,

gdzie: a i b sa stalymi dodatnimi. Jaka jest srednia wartos¢ predkosci ciata w
ciagu czasu t,?

¥5.)Odcinek AB o stalej dlugosci porusza sig¢ tak, Ze jego punkty kofAcowe
A i B lizgaja sie po osiach x, y prostokatnego ukiadu wspétrzednych. Wyznaczy¢
tor, jaki bgdzie zakredlal przy tym ruchu dowolnie obrany punkt M na odcinku
AB.
‘V L) 7‘{_,}-«.
1.6. Z powierzchni Ziemi wyrzucono pitkg pionowo do gory z predkoscia v, .
Réwnoczesnie z wysokosci, na jaka wzniesie sie pilka, zaczyna spadaé¢ w dot
kamien z ta sama predkoscia v,. Obliczy¢ po jakim czasie i na jakiej wysokosci te
ciata ming si¢, a takZe predkosci obu cial w chwili mijania. Zaniedbaé opér
powietrza.

(1.7. Srodek jabika znajduje si¢ w odlegtosci d od obserwatora, pod katem
widzenia «. Pod jakim katem f nalezy wystrzelié pocisk, aby przy predkosci
poczatkowej v, trafit w srodek jablka, ktéore w chwili wystrzalu zaczyna
swobodnie spadaé. Opé6r powietrza pominac.

-_':LS./Cialo wyrzucono pod katem « do poziomu z predkoscia poczatkowa v, .
Zaniedbujac opdr powietrza i przyjmujac warto$é przyspieszenia ziemskiego g,
znalez¢:

a) rOwnania ruchu ciala,
b) réwnanie toru ciala,
c) warto$¢ promienia krzywizny toru p w zaleznosci od odcietej x polozenia

ciala.
Przedyskutowa¢ wartosci promienia krzywizny dla przypadkow: y = 0 i

1.9. Po rzece plynie {6dka ze stala wzgledem wody predkoscia v, , prostopad-
1a do kierunku pradu. Woda w rzece plynie wszgdzie roOwnolegle do brzegdw, ale
warto$¢ jej predkosci zalezy od odleglosci od brzegdw i dana jest wzorem



gdzie v, i Lsa statymi (L jest szerokoscia rzeki). Znalezé:
a) wartos¢ wektora predkosci todki wzgledem nieruchomych brzegéw,
b) ksztalt toru todki.

1.10. £odz przeplywa rzeke ze stala wzgledem wody predkoscia v, prosto-
padia do kierunku pradu. Predkos¢ pradu rzeki, ktorej szerokosé wynosi L, jest
rowna zeru przy brzegach i wzrasta liniowo w miare zblizania si¢ ku $rodkowi
nurtu, gdzie osiaga warto$¢ u. Znalezc:

a) ksztalt toru todzi,

b) odleglos¢ x,, o ktoéra prad znosi 16dZ od punktu startu do miejsca

przybicia na przeciwleglym brzegu.

: 1. Rozpatrzy¢ ruch punktu materialnego po jednej z galezi paraboli o
fniu y?> = 2px, gdy rzut wektora predkosci na kierunek stycznej do
wierzchotka paraboli ma stala warto$é v,. Znalez¢:

a) rownania ruchu punktu,

b) wektor predkosci i jego wartosé,

c) wektor przyspieszenia i jego wartosc,

d) sktadowe wektora przyspieszenia: styczna i normalna,

e) promien krzywizny toru punktu w funkcji czasu,

f) promien krzywizny paraboli w funkcji odleglosci punktu od stycznej do

wierzcholka.

Przyja¢ warunki poczatkowe: x(0) = 0, y(0) = 0.

Y12. Punkt materialny porusza si¢ po elipsic 0 rownaniu

e 32

— 4+ = = ]_’

a? b?

przy czym x = 0. Stosujac metod¢ rézniczkowania réwnania toru, znalezé y i y
jako funkcje x oraz polozenia punktu.

1.13. Ruch punktu wzdluz osi x jest okre§lony rownaniem x? = at®> + bt +
¢, gdzie a, b, ¢ sa stale, a ¢ oznacza czas.

a. Zbadac¢ zaleznos¢ przyspieszenia od polozenia punktu.

b. Wyznaczy¢ zaleznos¢, jaka musi zachodzi¢ migdzy stalymi, by ruch byt
jednostajny i znalez¢ predkosc¢ tego ruchu.

1.14. Punkt porusza si¢ po okreggu o promieniu r w ten sposob, ze wektor
przyspieszenia tworzy staly kat « z promieniem wodzacym.



a. Wyznaczy¢ zalezno$é predkosci katowej ¢ oraz kata ¢ od czasu przy
zalozeniu, ze w chwili t = 0 ¢ = w,.

b. Jaka krzywa tworzy hodograf?

1.15. Ruch punktu wzdluz osi x jest okreslony rownaniem t = ax? + bx + c,
gdzie a, b, c sa stale, a t oznacza czas. Wykazac, ze przyspieszenie jest odwrotnie
proporcjonalne do trzeciej potegi odlegloéci od pewnego ustalonego punktu.
Wyznaczy¢ polozenie tego punktu.

1.16. Kolo o promieniu r toczy si¢ po prostej. Wyznaczy¢ tor, po ktdorym
porusza si¢ staly punkt P, polozony na obwodzie kola. Zbadaé ruch tego punktu,
w szczegblnosci wyznaczy¢ przyspieszenia styczne a, i normalne a,, gdy:

a) kolo toczy si¢ ze stala predkoscia katowa w,

b) warto$¢ predkosci obranego punktu jest stala.

1.17. Ruch punktu jest okreslony za pomoca wspdirzednych biegunowych
r i ¢, gdzie:

@ = bt, (a, b, ¢, — stale, t — czas).

Wyznaczyé wektor predkosci © i wektor przyspieszenia a tego punktu oraz
obliczy¢ kat zawarty miedzy tymi wektorami.

1.18. Ruch punktu dany jest ukladem réwnan:

x = ct cos(bt),

y = ct sin(bt),

gdzie b i ¢ sa stalymi dodatnimi. Znalez¢é w biegunowym ukladzie wspoélrzednych:
a) rownania ruchu punktu,
b) réwnanie toru punktu,
c) wartos¢ wektora predkosci punktu,
d) warto$C wektora przyspieszenia punktu,
e) skladowe wektora przyspieszenia — styczna i normalna,
f) promien krzywizny toru punktu jako funkcje poloZenia punktu.
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1.19. Ruch punktu na plaszczyznie dany jest rOwnaniami:

x = bt?,

y = ct?,
gdzie b i ¢ sa stalymi dodatnimi. Znalez¢ w biegunowym uktadzie wspotrzednych:
a) ruch punktu,
b) predkos¢ i przyspieszenie.

1.20. Znalez¢ tor, po ktérym w plaszczyznie pionowej xy leci samolotem
ponaddzwiekowym pilot, ktory chce, aby jego koledzy stojacy na lotnisku
ustyszeli w tym samym momencie huk silnika z calego toru. Poda¢ wspolrzedne
konca toru. Wartos¢ predkosci samolotu jest stala i roéwna v.

W chwili t = 0 samolot znajdowat si¢ w odleglosci r, od punktu, w ktérym
stoja koledzy pilota, a wektor r, tworzyl kat o z plaszczyzna pozioma.

1.21. Mréwka porusza si¢ po krzywej, ktorej dlugosé s dana jest wzorem
s = s, exp(ct), gdzie s, i c — stale. Wiedzac, ze wektor przyspieszenia a tworzy staly
kat « ze styczna do toru w kazdym punkcie, znalezé wartosé:

a) predkosci,

b) przyspieszen: stycznego i normalnego,

c) promienia krzywizny toru jako funkcji dlugosci luku krzywe;.

1.22. Punkt materialny porusza si¢ po spirali hiperbolicznej, dla ktorej
r = c/p, gdzie c jest stala, przy czym warto$c kata ¢ jest liniowa funkcja czasu.
Znalez¢ odlegtos¢ r punktu od srodka spirali jako funkcje czasu. Przedyskutowaé
poszczegdlne przypadki.

1.23. Znalez¢ rozktad predkosci i przyspieszed dla wahadla matematycznego
przy zalozeniu drgan harmonicznych. Zadanie rozwiaza¢ w dwoch uktadach
wspolrzednych — kartezjariskim i biegunowym.

1.24. Sprinter przebiegl na zawodach droge s w czasie t. Zakladajac, ze
miejscowosc, w ktorej odbywaly si¢ zawody, lezy na szerokosci geograficznej ¢, a
dany fragment biezni tworzy kat ® = 0 z plaszczyzna poludnika ziemskiego,
znalez¢:

a) przyspieszenie Coriolisa dzialajace na sprintera,

b) odchylenie od kierunku predkosci poczatkowej zmierzone na koncu toru.

Bez wykonywania rachunkow oszacowac liczbowo wartos¢ odchylenia, jezeli
s = 100 [m], t = 10 [s], ¢ = 30°. Przyjaé, ze okres obrotu kuli ziemskiej
T = 86 000 [s].
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1.25. W celu sprawdzenia odchylenia ku wschodowi ciala spadajacego
pionowo Reich wykonal w r. 1831 ponad sto doswiadczen ze spadajaca
swobodnie kula w szybie kopalni (¢ = 51°) i otrzymal nastgpujace wyniki: przy
wysokosci spadania 158 [m] odchylenie ku wschodowi wyniosto srednio 28,3
[mm]. Obliczyé¢ odchylenie przewidywane teoretycznie bez uwzglednienia oporu
powietrza.

1.26. Punkt porusza si¢ jednostajnie po powierzchni kuli o promieniu R,
przy czym wektor predkosci © tworzy z potudnikami staly kat «. Znalezé czas
potrzebny na przejscie punktu od réwnika do bieguna oraz roéwnanie toru.

2. DYNAMIKA

\/  2.1. Cialo o masic m, poruszajgce si¢ ruchem jednostajnie prostoliniowym z
predkoscia v,, zostalo zatrzymane na drodze s,. Sita hamujaca byla liniowa
funkcja predkosci v taka, ze w chwili zatrzymania ciala warto$¢ jej réwnala sie
potowie wartosci, jaka miata w chwili rozpoczecia hamowania. Obliczy¢ wartosc
poczatkowa sily hamujacej.

'/ 2.2. Samochdd o masie m hamowany jest sila oporu F = — kv Jaka droge
przebedzie samochdd zanim predkosé jego zmaleje do polowy?

"/ 2.3. Cialo o masie m spada pod wptywem sily cigzkosci z wysokosci h, bez
predkosci poczatkowej. Uwzgledniajac opdr osrodka jako proporcjonalny do
predkosci, znalezé zaleznos$¢ drogi od czasu. Znalezé przyblizone wyrazenie na
x(t), gdy opdr oérodka jest bardzo maly, ale nie do zaniedbania

) 2.4. Napisa¢ réwnanie ruchu czastki o masie m i tadunku g, znajdujacej si¢ w
* jednorodnym, zmiennym polu elektrycznym E = (E, sinwt, 0, 0), gdzie o jest
czgstoscia kolowa, a E, — amplituda wektora natezenia pola elektrycznego.

a. Znalezé x(t), przyjmujac warunki poczatkowe: v,(0) = 0, x(0) = 0.
b. Sprawdzic czy funkcja x(f) = x, sinwt + 5t + x, spelnia rOwnanie
Newtona. Wyznaczy¢ postaé wspdlezynnikow: x,, x, 1 v,.

2.5. Znalez¢ rownanie toru ciala o masie m w polu sily F = kr. W chwili
poczatkowej ciato znajdowato si¢ w punkcie (x,, 0), a jego predkosé miala wartosé
v, i byla prostopadta do osi x. Rozpatrzy¢ przypadki k¥ > 0i k < 0. Czy sila
F = kr jest zachowawcza?



2.6. Na cialo o masie m, znajdujace si¢ na poziomej plaszczyznie, dziala przez
t; sekund pozioma sita F = const. Znalez¢ droge przebyta przez cialo do
momentu zatrzymania sig, jezeli wspolczynnik tarcia o plaszczyzne réwny jest .

2.7. Cialo o masie m porusza si¢ pod dzialaniem zmiennej sity F= b (¢, — o).
Po jakim czasie cialo zatrzyma sie, jezeli w chwili poczatkowej jego predkosé
rowna byla v,, a sila dziala w kierunku ruchu. Jaka droge s przebedzie cialo do
momentu zatrzymania si¢ (b — stala dodatnia, t, — ustalony czas)?

2.8. Kamien o masie m wrzucono z predkoécia v, do studni, w ktorej poziom
‘wody znajduje si¢ na glgbokosci d. Zaktadamy, ze kamien w powietrzu spada
swobodnie, natomiast w wodzie dziala na niego sita oporu proporcjonalna do
predkosci F = —ko. Znalezé zaleznosci polozenia, predkosci i przyspieszenia
kamienia od czasu.

2.9. Rozwiaza¢ rownanie Newtona dla jednowymiarowego oscylatora har-
monicznego:

a) nietlumionego,

b) tlumionego sita proporcjonalna do predkosci.

2.10. Kropla wody w postaci kulki spada pod wplywem sily cigzkosci
w atmosferze nasyconej para wodna. Przez skraplanie si¢ pary kropla doznaje
ciaglego przyrostu masy, ktory jest wprost proporcjonalny do powierzchni kropli
1 przyrostu czasu. Wspolczynnik proporcjonalnosci wynosi a.

a. Zbada¢ ruch bez uwzgledniania tarcia przy zalozeniu, ze w chwili
poczatkowej t = 0, r = r,, v = v,, gdzie r oznacza promien kropli.

b. Zbada¢ ruch, gdy r, = 0 oraz gdy v, = 0.

/211, Doskonale gietki sznur o diugosci | lezy czesciowo na gladkim,
poziomym stole, czg$ciowo zwisa pionowo w dob. Czes¢ sznura lezaca na stole jest
prostopadta do krawedzi stolu. Zbada¢ ruch przy zalozeniu, ze w chwili
poczatkowej t = 0, x = x,, y = y,, v = 0.

2.12. Rakieta unosi si¢ pionowo w gore. Predkos¢ wyplywu gazu przez dysze,
w ukladzie zwiazanym z rakieta, wynosi ¢ i ma przeciwny zwrot niz predkosé¢

dm
rakiety. Ilo$¢ ubywajacej masy w jednostce czasu i (£). Zbadac ruch rakiety

bez uwzglednienia tarcia przy stalej predkoéci ¢, gdy przyspieszenie rakiety
a = const (znalez¢ wyrazenie na zmienna masg). W chwili poczatkowej t = 0,
z =0,v =0,m = m,. Zalozy¢, ze podczas calego lotu rakiety przyspieszenie
ziemskie jest stale i wynosi g.



13

2.13. Punkt materialny o masie m znajduje si¢ na zboczu w ksztalcie paraboli
y = ax® Wspélczynnik tarcia jest réwny u. Calo$é znajduje sie w polu
grawitacyjnym ziemskim. Znalez¢ maksymalna wysokosé, na ktdrej punkt bedzie
pozostawa¢ w spoczynku.

2.14. Kula o promieniu R plywa w cieczy o gestosci p, przy czym jest w niej
zanurzona do polowy swej objgtosci. Jaka prace nalezy wykonaé, aby wydobyé
kulg¢ nad poziom cieczy?

2.15. Kula o promieniu R i cigzarze wlasciwym 7, jest zanurzona w wodzie,
tak ze styka si¢ z jej powierzchnia. Jaka prace trzeba wykonad, zeby wyciagnaé
kule z wody?

2.16. Drewniany plywak w ksztalcie walca, ktorego pole podstawy jest
rowne S, a wysoko$¢ H, plywa na powierzchni wody. Ciezar wlasciwy drzewa
Wynosi 7.

a. Jaka prace trzeba wykonaé, zeby wyciagnaé¢ ptywak z wody?

b. Jaka prace trzeba wykonaé, aby catkowicie zanurzyé pltywak w wodzie?

2.17.)Kropla o masie poczatkowej M, spada pod dzialaniem sily cigzkosci i
jednostajnie parujac traci w ciagu kazdej sekundy mase m. Jaka prace wykona sita
cigzkosci w czasie od poczatku ruchu do chwili zupelnego wyparowania kropli.
Opdr powietrza zaniedbad.

2.18. Obliczy¢ prace, ktora trzeba wykonaé, aby wyczerpaé plyn o gestosci p
ze zbiornika majacego ksztalt obroconego wierzchotkiem w dot stozka o
wysokosci H i promieniu podstawy R. Jak zmieni si¢ wynik, jezeli stozek bedzie
zwrocony wierzcholkiem ku gorze?

2.19. Wymiary piramidy Cheopsa sa w przyblizeniu nastepujace:
wysokos¢ H = 140 [m], krawedz podstawy (kwadratu) a = 200 [m]. Cigzar
wlasciwy kamienia, z ktérego jest zbudowana, wynosi w przyblizeniu 25 000
[N/m?®]. Obliczy¢ prace zuzyta przy jej budowie na pokonanie sity ciezkosci.

2.20. Jaka pracg trzeba wykonac, aby usypac stos piasku w ksztalcie stozka o
promieniu podstawy R = 1,5 [m] i wysokosci H = 1 [m]. Cigzar wiasciwy
piasku wynosi y = 20 000 [N/m?3] (piasek podnosi si¢ z powierzchni ziemi).

2.21. Obliczy¢ prace, ktora trzeba wlozy¢, aby wyczerpa¢ wode napelniajaca
zbiornik w ksztalcie walca o wysokosci H i promieniu podstawy R.



2.22. Obliczy¢ pracg wykonana po gérnym luku okregu o srodku (1/2, 0)
migdzy punktami P, (x, y) = (1, 0) i P, (x, y) = (0, 0) w polu sily:

l_f(x, y) = (—e* cosy, €* siny).

\~ 2.23. Obliczyé prace wykonana przez site E(x, y, z) = (x* + y? xyz,
z* + 3x) przy przejiciu od punktu P, (x, y, z) = (—1, 0, 0) do punktu
P, (x, y, z) =(1, 0, O)

a) po prostej wzdluz osi x,

b) po poélokregu w plaszczyznie xy.

2.24. Wykazac, ze w kazdym polu potencjalnym skladowe dzialajacych w
nim sit (klasy C') musza spelniaé zwiazki:

oF, oF, oF,  oF

oF, oF
éy oz’ 0z ox’ éx 8y’

x

2.25. Praca zwiazana z przesunigciem jakiego$ ciala po dowolnym, za-
mknictym torze, w pewnym potencjalnym polu sil, mierzona w inercjalnym
ukladzie odniesienia wynosi W = 0. Czy w dowolnym innym ukladzie inercjalnym
bedzie spetniona analogiczna rownosé¢ W = 0?

2.26. Dla ktorego z nastgpujacych pol sil, danych sktadowymi wektora
natezenia pola K, praca nie zalezy od drogi:

a) K, = ye ™%, K, 6 = xe ™5, K_ = ye ™%,

x y z

b) K, = (x*y + 2x + yz + 2)e¥, K, = (x> + x2)¢”, K. = &7,
1

¢) K, = xz cosy, K, = — s x? z siny, K, = 0,

d K, = ylxz — )e™, K, = —xe ™, K, = x% ™%,

C)Kx—Ky_O, K:: —4g,

f) K.’( = ——-kx, K}_ = —ky’ K: = _kz, gdzie k = const,

, gdzie @ = const.

Wyliczy¢ potencjaly dla pol zachowawczych.
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2.27. Potencjal pewnego pola dany jest wzorem

Vo) = 5 -

~ | o

gdzie a i b — stale dodatnie.
a. Znalez¢ sile dzialajaca w tym polu na czastk¢ o masie m.
b. Znalez¢ punkty rownowagi.

2.28. Oddzialywanie migdzy nukleonami mozna przedstawi¢ z dos¢ dobra
dokladnoscia przez potencjal Yukawy:

A
Vi) = —V, (=2) e,
U] .,<,>e

gdzie: V, = 50 [MeV], ar, = 1,5 107!3 [cm].
a. Obliczy¢ sit¢ F(r) dzialajaca na czastke¢ o masie m.
b. W jakiej odlegtosci sita ma wartos¢ rowna 1% swej wartoscidla r = r,.

2.29. W jakiej odleglosci migdzy dwiema czasteczkami nie bedzie dzialzi’ia_
zadna silta, jezeli energia potencjalna tego ukladu dana jest wzorem:

E,() = ge"',
gdzie q i k — stale.

@. Mamy nastgpujace pola sit:
ayK, =0, K, =a, K, = sinz,

b) K, = a, K, =0, K, = siny,
gdzie a jest stala dodatnia. Niech cialo o masie m znajduje si¢ w punkcie
x = y = z = 0 w chwili £, w spoczynku. Znalez¢ energi¢ kinetyczna tego ciala w
punkcie x = y = 1, z = =n/2, dla tego z pol a i b, dla ktorego jest to, przy
podanych danych, mozliwe.

2.31. Punkt materialny A odpychany jest przez staly punkt B z sila
proporcjonalna do ich wzajemnej odleglosci. W chwili t = 0 odlegtos¢ AB = 0, a
predkos¢ punktu A jest rowna v,. Znalezé ruch punktu A korzystajac z:

a) rOwnan ruchu,

b) calki energii.
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2.32) Przedyskutowaé ruch czastki o masic m i energii E w polach sit o
potencidle:

a) Vix) = Alx|,

b) Vix) = A4 tg¥ax),
dzie A i a — stale dodatnie.

233, Przedyskutowaé ruch czastki o masie m i energii E = 0 w polu sit
opisanytn potencialem Morse'a, tzn.

[i]=}

Fix) = A(e™?= — 227,
gdzie A 1 a — stale dodainie.

; 2.34. Stosujac rownania Lagrange’s znaleé¢ czas ruchu z wysokoéd H dala o
masie m, Slizgajacego si¢ bez tarcia po rowni pochyle], nachylonej pod katem a
wzgledem ziemi. Przy jakim kacie x czas ruchu z wysokosci H bedzie naimniejszy?

2.35. Czastka o masie m porusza si¢ po spirali logarytmicznej r = ¢® w polu
sily sprezystosci o potencjale ¥{r) = k. Napisa¢ rownanie Lagrange’a i
przedyskutowad ruch

2.36. Znalei¢ funkcje Lagrange'a podwadjnego wahadla plaskiego (dlugosci
;. L i masy m;, m,), znajdujacego si¢ w jednorodaym polu sily cigikosci

2.37. Podac funkcje Lagrange’a plaskicgo wahadla o masie m, i dugoéd [,
zawieszonego na punkcie materialnym o masie m, , poruszajacym sie po prostej:

a) poziome],

b) pionowej.

2.38. Punkt porusza si¢ po elipsoidzie bez dzialania zadnych sit Wykazaé za
pomoca rownaf Lagrange’a pierwszego rodzaju, 2e jego predkosé jest stala.

2.39. Dwie kule 0 masach m, i m, osadzone s3 na kofcach niewaikiego
preta, w odleglosciach r; ir; od tego punktu preta, wokét ktérego obraca sic on
swobodnie na osi, do ktdrsj jest prostopadly. Znalesé réwnania ruchu metoda
Lagrange'a

240. Zpalez¢ funkcis Lagrange'a i rownanie ruchu koralika o masie m,
slizgajacego si¢ bez tarcia po poziomym precie, wirujacym ze stala predkoscia
katows o. Nie dzialaja Zadne sily zewngtrzne. Wychylenie od érodka obrotu w
chwilit = O wynosi r = 0, a predkosé v = ©

-
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2.41. Wykaza¢, ze dla pdl potencjalnych we wspotrzednych kartezjanskich
rownania Lagrange’a przechodza w rOwnania Newtona.

2.42. Pewien przedmiot znajduje si¢ na wysokosci h nad dnem pustego
naczynia. Jego energia potencjalna wzglgdem dna wynosi E, = mgh. Czy wartos¢
tej energii ulegnie zmianie, jezeli do naczynia nalejemy wody?

2.43. Wykaza¢, ze prawo Archimedesa jest prosta konsekwencja zasady
zachowania energii.

2.44. Wykaza¢, ze wydluzenie sprezyny, na ktorej zawieszono pewne cialo,
jest takie, ze energia potencjalna ukladu jest minimalna.

2.45. Obliczy¢ amplitude i faze poczatkowa ruchu harmonicznego nie-
tlumionego, wykonywanego przez punkt materialny wzdluz prostej, jezeli w chwili
t = 0 wychylenie punktu x = 0,05 [m], jego predkos¢ v = 02 [m/s], a
czestotliwosé drgan v = 1 [s71].

2.46. Zbadac ruch kulki materialnej poruszajacej sic wzdtuz prostoliniowego
kanatu przechodzacego przez srodek Ziemi, jezeli wiemy, ze we wnetrzu Ziemi sita
dzialajaca na kulke jest wprost proporcjonalna do jej odleglosci od $rodka Ziemi i
skierowana do jej srodka. Predkosc¢ poczatkowa kulki przy wejsciu do kanatu jest
rowna zeru. Obliczy¢ czas, w ciagu ktorego kulka osiagnie $rodek Ziemi oraz
predkos¢, z jaka go minie (promien Ziemi R = 6370 [km]).

2.47. Deska, ustawiona w plaszczyznie poziomej, wykonuje w kierunku
pionowym ruch drgajacy o amplitudzie x, = 0,75 [m]. Jaka powinna by¢
maksymalna czestotliwosé drgan deski, aby cialo, swobodnie lezace na desce, nie
odrywalo sie od niej?

2.48. Deska ustawiona poziomo wykonuje drgania harmoniczne w kierunku
poziomym o okresie T = 5 [s]. Cialo, lezace swobodnie na desce, zaczyna sie
slizga¢, gdy amplituda drgan osiagnie wartos¢ x, = 0,5 [m]. Jaki jest wspolczyn-
nik tarcia migdzy tym cialem a deska?

2.49. Na szalke o masie M, zawieszona na sprgzynie o wspoiczynniku
sprezystosci k, z wysokosci h spada cigzarek o masie m i pozostaje na niej,
wskutek czego szalka wraz z cigzarkiem zaczyna drga¢ ruchem harmonicznym.
Znalez¢ amplitude drgan.

o
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A PN



250. Przyczepiony do sprezyny klocek moze slizgaé si¢ bez tarcia po
poziome plaszezyznie. Jedyna silg decydujaca o drganiach klocka jest w tym
przypadku sila dziatajaca ze strony sprezyny. Jezeli zestaw ten zostanie zawieszo-
oy. to o ruchu klocka bedzie decydowaé takze sita cigzkosci. Czy w zwiazku z tym
czzstoscl drgad w obu przypadkach beda rozne?

2.51. Zaniedbujac lepkosé wyznaczy¢ okres matych drgan stupa wody o
czikowitej dlugosci |/, znajdujacego si¢ w szklanej rurce wygietej w ksztalcie litery
L. Jak zmieni si¢ okres drgan, jezeli rurka zostanie umieszczona w windzie
poruszajace] si¢ ze stalym przyspieszeniem a?

2.52. Jednorodny pret o masie m, przekroju poprzecznym § i dhugosci [ jest
zawieszony na sprezynie i do polowy zanurzony w cieczy o gestodci p. Zanie-
dbujac lepkos¢ cieczy, obliczy¢ okres drgan preta, Jezeli wiadomo, ze po usunieciu
cieczy sprezyna (w rOwnowadze z pretem) wydhuza sie o odcinek d w stosunku do
tej diugosci, jaka miata wowczas, gdy pret byt zanurzony w cieczy. Mase samej
sprezyny zaniedbad.

2.53. Wyznaczy¢ okres drgan cigzarka zawieszonego na dwu polaczonych z
soba sprezynach, ktérych wspélczynniki sprezystosci sa odpowiednio rowne k, i
k,. Masy sprezyn zaniedbaé.

2.54. Ciecz wlano w zgigta rurke, ktérej ramiona tworza z poziomem katy « i
B; catkowita dlugosé stupka cieczy wynosi . Gdy réwnowaga cieczy zostanie
zakl6cona, zaczynaja sic wahania poziomow w rurkach. Zaniedbujac sity wlos-
kowatosci i tarcia wewnetrznego znalezé okres tych drgad.

2.55. Obliczy¢ wspdtczynnik ttumienia drgafd harmonicznych thumionych
punktu materialnego, jezeli iloraz dwéch po sobie nastgpujacych maksymalnych
wychyled punktu materialnego w t¢ sama strong wynosi 2, za§ okres drgan
thumionych T = 0,5 [s]. Obliczyé okres drgan nietlumionych odpowiadajacy
danym drganiom tlumionym.

2.56. Logarytmiczny dekrement thumienia drgad harmonicznych § = 0,02.
Obliczy¢ ile razy zmniejszy si¢ amplituda drgar po wykonaniu 100 drgad.

2.57. Okres drgan tlumionych T wynosi 4 [s], logarytmiczny dekrement
tlumienia § = 1,6, a faza poczatkowa jest rdwna zeru. Wychylenie punktu w
chwili ¢ = T/4 jest rowne 0,045 [m].

a. Napisa¢ réwnanie ruchu drgan.

b. Sporzadzi¢ wykres tego ruchu drgajacego w przedziale czasu 0 < ¢ < 2T



19

2.58. Czesio§é kolowa drgan kulki stalowej o promieniu r = 001 [m] i
gestodci p = 7,83 - 10° [kg/m>], zawieszonej na sprezynie, wynosi w powietrzu
w = 5[s1], a w cieczy 0, = 406 [s~ 1. Wyznaczyé lepkosé cieczy.

2.59. Przedmiot o masie m = 5 [kg], zawieszony na sprezynie, wprawiono w
ruch drgajacy i stwierdzono, ze przy braku tlumicnia wykonuje on 10 pelnych
cykli w ciagu 10 [s]. Nastgpnie wiaczono niewiellde tlumienie magnetyczne,
wprost proporcjonalne do predkosci przedmiotu i powodujace po 10 cyklach
zmniejszenie amplitudy drgaf od 0,2 [m] do 0,1 [m].

a. Napisa¢ réwnanie ruchu tego przedmiotu.

b. Znalezé nowy okres drgan.

c. Jaka jest maksymalna szybkos§¢ rozpraszania energii w ciagu pierwszego
cyklu?

2.60. Dwa réwnolegle ruchy drgajace o jednakowych amplitudach i fazach
poczatkowych, o okresach T, = 3 [s]i T, = 3.1 [s], nakladaja si¢ dajac ruch
wypadkowy. Obliczyé okres drgafh ruchu wypadkowego oraz okres dudnien.

2.61. Wyznaczy¢ tor ruchu wypadkowego, ktoéry powstanie przy nalozenin
sic dwoch wzajemnie prostopadiych drgafi harmonicznych o jednakowych
amplitudach, réwnych 0,05 [m] i jednakowych okresach, ktérych roznica faz
wynosi %/2.

2.62. Wyznaczyé tor ruchu wypadkowego, ktory powstaje z naloZenia si¢
dwoch wzajemnie prostopadtych ruchow harmonicznych o amplitudach 0,03 [m]
i 0,05 [m], o jednakowych okresach i fazach.

2.63. Wyznaczy¢ amplitudg wypadkowego ruchu harmonicznego, otTzyma-
nego w wyniku nalozenia si¢ dwoch jednokierunkowych ruchow drgajacych o
jednakowych okresach, amplitudach 0,03 [m] i 0,05 [m] i roinicy faz 60°.

2.64. Dwa ruchy harmoniczne o niewiele réznigcych si¢ czestotliwosciach po
nalozeniu daja ruch wypadkowy, w ktorym wystgpuje 5 dudnien na sekundg. Jaka
jest czgstotliwosé drugiego z tych ruch6w, jezeli pierwszy ma czgstotliwose
v, = 40 [s7']?

2.65. Jaka roznicg faz maja drgania dwoch punktéw znajdujacych si¢ w
odlegloéciach réwnych odpowiednio 10 [m] i 16 [m] od zrédla drgan. Okres
drgan wynosi 0,04 [s], a predkosc rozchodzenia sig drgan 300 [m/s].
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2.66. Znalez¢ réznice faz drgan dwoch punktéw lezacych na promieniu i
odlegtych od siebie o 2 [m], jezeli dtugoéé fali jest réwna 1 [m].

2.67. Wychylenie z potozenia rownowagi punktu, znajdujacego si¢ w odleg-
losci 0,04 [m] o zrédta drgan , w chwili ¢ = TJ6 jest réwne polowie amplitudy.
Znalez¢ dhugosé fali biegnace;.

2.68. Predkos¢ rozchodzenia si¢ fal w powietrzu v, = 330 [m/s], w wodzie
za$ v, = 1450 [m/s]. Promien fali rozchodzacej si¢ w powietrzu tworzy z
powierzchnia wody kat « = 80°. Jaki kat z powierzchnia wody bedzie tworzyé
promien fali zalamanej?

2.69. W wyniku interferencji dwoch fal o czestotliwosciach v = 475 [s™1]
powstala fala stojaca. Odlegtos¢ dwoch sasiednich weztéw fali stojacej wynosi
1,5 [m]. Jaka jest predko$¢ rozchodzenia si¢ fali w o$rodku, w ktérym powstata
fala stojaca?

2.70. Obliczy¢ predko$¢ rozchodzenia si¢ fal podhiznych i poprzecznych w
stali o gestosci p = 7,8 - 10° [kg/m?], jezeli modut sprezystosci na wydluzenie
E = 2 - 10" [N/m?], a modut scinajacy G = 0,8 - 10! [N/m?].

2.71. Predkos¢ rozchodzenia si¢ fal podtuznych w stali wynosi v, = 5100
[m/s]. Jaka jest predkosé¢ rozchodzenia si¢ fal poprzecznych w stali, skoro stala
Poissona m = 3,17

2.72. Jeden koniec sprezystego preta polaczony jest ze zrédlem drgan
harmonicznych: y = y, sin(wt). Drugi koniec preta jest unieruchomiony.
Wyznaczy¢ charakter drgan w dowolnym punkcie preta, przyjmujac, ze przy
odbiciu od unieruchomionego konca faza zmienia si¢ na przeciwna.

2.73. Cienki pret o dlugosci ! jest unieruchomiony na obu korcach. Wy-
znaczy¢ mozliwe czgstotliwosci podtuznych drgan wiasnych preta.

2.74. Rozwigza¢ poprzednie zadanie w przypadku, gdy pret jest unie-
ruchomiony tylko w jednym punkcie x = 0.

2.75. Obserwator i zrédlo dzwigku poruszaja si¢ naprzeciw siebie wzdhuz
prostej, przy czym predko$¢ obserwatora v = 10 [m/s], a predkosé zrédia
dzwigku u = 5 [m/s]. Obydwie predkosci odnosza si¢ do ofrodka, w ktérym
dzwigk si¢ rozchodzi (powietrze) i ktory jest w spoczynku. Jakiej czestotliwosci
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dzwiek slyszy obserwator, jezeli zrodlo wysyla dzwigk o czestotliwosci v = 500
[s™'], za$ predko$c rozchodzenia si¢ glosu w powietrzu w danej temperaturze
wynosi ¢ = 340 [m/s].

2.76. O ile podwyzszy si¢ poziom glosnosci dzwigku, jezeli jego natezenie
zwickszy si¢ pigciokrotnie?

2.77. Dany jest uklad trzech punktéw materialnych o masach: m, = 0,005
(kgl. m, = 0,010 [kgl, m; = 0,015 [kg]. Punkty materialne, znajdujace si¢ w
chwili £ = 0 w punktach 4, (0,03, 0,04, 0,05), 4, (—0,02, 0,04, —0,06),
A5 (0,0, 0) (wspdtrzedne w nawiasach dane sa w [m]), wprawione sa w ruch przez
sity zewnetrzne, ktorych suma wektorowa jest wektorem o wartoéci F = 0,05 [N]
i ma kierunek osi x. Znalez¢ potozenie $rodka masy ukladu w chwili t = 2 [s].

2.78. Znalez¢ polozenie $rodka masy:

a) ciala jednorodnego, ktére ma postac poétkola o promieniu R i grubosci tak
malej, ze mozna ja pominad,

b) stozka prostego o wysokosci A,

c) ciala jednorodnego w ksztalcie polkuli o promieniu R,

d) powierzchni, ktéra powstata z prostokata o bokach a, b w ten sposdb, ze z
jednej strony wycieto potkole o promieniu b/2 i przylaczono je z drugiej strony,

e) paraboloidy obrotowej o wysoko$ci a, ktora powstala przez obrot
paraboli y* = 2px dookola osi x.

2.79. Udowodnic, ze srodek masy dowolnego trojkata o niewielkiej grubosci
znajduje si¢ w punkcie przecigcia si¢ srodkowych tego trojkata.

2.80. Znalez¢ osie glowne i odpowiednie momenty bezwladnosci dla na-
stepujacych jednorodnych cial o danych masach m:

a) prostopadloscianu o bokach: g, b, c,

b) kuli o promieniu R,

c) stozka o wysokosci h i promieniu podstawy R,

d) elipsoidy obrotowej z pdtosiami a, b, c,

e) wydrazonej kuli o $rednicy zewnetrznej D i $rednicy wewnetrznej d,

f) wydrazonego walca o dlugosci I, zewnetrznym promieniu R i wewne-
trznym r.

2.81. Moment bezwladnosci fluorowodoru HF wzgledem jego $rodka masy
wynosi 1,37 - 107*7 [kg m?]. Znalez¢ odlegtosé migdzy atomami wodoru i fluory,
jezeli masa atomu wodoru my = 1,67 - 10727 [kg], a masa atomu fluoru
me = 3,17 - 10727 [kg].
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2.82. Wykaza¢, ze dla czasteczek dwuatomowych tensor momentu bezwlad-
nosci wzgledem ukladu $rodka masy wyraza si¢ wzorem I = pa?, gdzie y jest
masg zredukowana czasteczki dwuatomowej, a a — odlegloscia miedzy atomami w
polozeniu rownowagi.

2.83. Obliczy¢ tensor momentu bezwladnosci wzgledem $rodka masy czaste-
czki CH, o strukturze czworo$cianu foremnego, w ktdrego $rodku znajduje sie
atom C, a w wierzchotkach atomy H. Odleglo$é pomiedzy atomami C i H
a = 107 - 1071° [m].

2.84. Pret o masie 2 [kg] i dlugosci | = 1 [m] jest zawieszony na osi
poziomej, przechodzacej przez jego koniec. Jaka predkos¢ bedzie mial drugi
koniec preta przy przejsciu przez najnizsze polozenie, jezeli pret znajdujacy sie w
najwyzszym potozeniu puscimy swobodnie? Jaka sita dziala na o$ preta w chwili
jego przechodzenia przez najnizsze potozenie?

2.85. Mamy prosty jednorodny pret o diugosci | = 1 [m]. W jakiej
odleglosci od jego srodka nalezy umocowaé ten pret, aby tworzyt wahadlo
fizyczne o najmniejszym okresie?

2.86. Jednorodna, cienka plytka kwadratowa o masie M i krawedz a,
zawieszona pionowo na jednym z wierzchotkow, waha si¢ w swej plaszczyznie pod
wplywem wlasnego cigzaru. W ktérym miejscu przekatnej przechodzacej przez
punkt zaczepienia plyty, poza sama osia obrotu, mozna przyklei¢ punktowa mase
m tak, aby ruch plyty nie ulegl przez to zmianie?

ﬁ Drewniana listwa o dlugosci [ = 0,4 [m] i masie m = 1 [kg] moze sie
obraca¢ dookola osi prostopadlej do niej, przechodzacej przez jej srodek. W
koniec listwy trafia pocisk o masie m, = 0,01 [kg], lecacy z predkoscia v, = 200
[m/s] w kierunku prostopadiym do osi i do listwy. Znalez¢ predkosé katowa, z
jaka listwa zacznie si¢ obracaé, gdy utkwi w niej pocisk.

2.88. Tarczg okragla o ciezarze P i promieniu r zawieszono na trzech
rownoleglych niciach o dhugosci . Nici przymocowano do brzegu tarczy w
rownych odleglosciach na obwodzie. Na tarczg polozono pret o ciezarze Q tak, ze
jego Srodek pokrywa si¢ ze Srodkiem tarczy. Gdy tarcze obréci si¢ o maly kat,
bedzie ona wykonywa¢ drgania harmoniczne. Okres drgan samej tarczy wynosi
T}, a tarczy z pretem T,. Wyznaczy¢ moment bezwtadnosci preta wzgledem osi
przechodzacej przez jego srodek.
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2.89. Jednorodny walec o masie m i promieniu a toczy sig w polu sily
cigzkosci wewnatrz walca o promieniu R. Znalezé réwnanie ruchu walca
wychylonego w chwili poczatkowej z polozenia rownowagi o kat ¢,. Kiedy
otrzymane réwnanie mozna w prosty sposob rozwiazac?

.90, Dwie kule staczaja sie po rowni pochytej o kacie nachylenia a. Masa
pierws7ej kuli jest rozlozona réwnomiernie w calej objetosci, a masa drugiej,
pustej w srodku, roztozona jest cienka warstwa na powierzchni. Okredli¢ réznicg
miedzy przyspieszeniami srodkow mas tych kul.

2.91. Po rowni pochylej o kacie nachylenia o tocza si¢ na dét z tej samej
wysokgsci: kula jednorodna i walec jednorodny.
Wyznaczy¢ przyspieszenia $rodkéw mas tych cial, jesli ruch odbywa sig
bez poslizgu, a os walca jest pozioma.
¥Znaleié predkoéé srodkow mas po przebyciu przez ciala drogi s, jezeli w
chwii ¢ = 0 byly w spoczynku.
c. Powtdrzy¢ obliczenia z punktu b przy zalozeniu, ze kulka i walec zsuwaja
sie bez tarcia.
d. Znalezé maksymalna warto$¢ kata «, dla ktérego ruch odbywa si¢ bez
poslizgu, jesli wspolczynnik tarcia wynosi p

2.92. Jednorodny walec metalowy o gestosci p = 8 - 10® [kg/m?] i dlugosci
| = 0,3 [m] obraca si¢ z predkoscia katowa w dookola stalej osi przechodzacej
przez srodek masy walca prostopadle do jego osi podiuznej. Wyznaczyé mak-
symalna predkos¢ katowa obrotu walca, jezeli najwigksze dopuszczalne na-
prezenie, ktoremu mozna poddaé walec w kierunku podiuznym wynosi 6 - 107
[N/m2].

2.93. Obliczy¢ energie kinetyczna jaka uzyska cialo, majace ksztalt walca o
promieniu r = 0,08 [m] i mase m = 1,5 [kg], w czasie t = 5 [s], obracajace si¢
dookola osi przechodzacej przez $rodki jego podstaw ze stalym przyspieszeniem
katowym & = m/8 [s~2]. W chwili t = 0 cialo znajdowalo si¢ w spoczynku.

2.94. Plaskie naczynie z ciecza obraca si¢ z predkoscia katowa o woko6t osi
pionowej z, przechodzacej przez jego $rodek. Udowodni¢, ze powierzchnia
swobodna wirujacej cieczy ma w przekroju ksztalt paraboli. Obliczy¢ energig
ruchu obrotowego opisanego ukladu, jedli poziom cieczy w naczyniu nie
obracajacym si¢ wynosi z,. Dane sa: gestos¢ cieczy p, dlugos¢ podstawy naczynia
2a, szeroko$¢ b, moment bezwladnosci pustego naczynia I,. Przyjmujemy, ze
b <€ a.
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2.95. Na brzegu poziomej, okraglej tarczy o masie M i promieniu R stoi
czlowiek’ o masie m. Tarcza moze obracaé si¢ bez tarcia wokét pionowej osi.
Znalez¢ predkosé katowa tarczy, jezeli czlowiek bedzie chodzi¢ wzdhuz jej brzegu
ze stala predkodcia v wzgledem niej. J aka droge musi przejs¢ po tarczy czlowiek,
aby jego droga wzgledem Ziemi byla zamknietym okregiem?

2.96. Wyjasni¢, dlaczego jadac na rowerze mozna bez trudu utrzymaé
rownowage, podczas gdy na stojacym rowerze jest to prawie niemozliwe.

'2.97. Jednorodny pret o dlugosci I spadajac z pewnej wysokodci zaczepia o
krawedz stohu. W czasie spadania jest on nachylony pod katem o w stosunku do
poziomu i nie obraca sig. Przy jakiej wartosci kata « pret uzyska najwicksza
predkos¢ katowa. Zakladamy, ze zderzenie jest doskonale sprezyste.

2.98. Jednym z elementow gimnastyki artystycznej sa éwiczenia z obregcza. W
czasie takich éwiczen czesto mozna oglada¢ obrecz, ktoéra rzucona przez zawod-
niczke, toczac sie, wraca ku niej. Jest to mozliwe, jezeli w czasie rzutu obrecz
zostanie wprawiona w ruch obrotowy o odpowiednim kierunku. Jakj warunek
powinny spelnia¢ poczatkowe wartodci predkosci ruchu postgpowego v, i
predkosci w,, aby po pewnym czasie ruchu z poslizgiem obrecz potoczyta sie do
tyhu.
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ODPOWIEDZI I ROZWIAZANIA
I. MECHANIKA KLASYCZNA

1. KINEMATYKA

1.1.
a)r; = 94 [m], r, = 11,3 [m];

b)r = -2 + 7f — 3K [m], r = 79 [m];
C) COS (;1’ 1_:2) = 037’ cos (;[’ ;j = 0’5’ cos (;2' ;) = 0’9’

d) 83 [m].

1.2.
a. Z definicji predkosci

d;l = | m df_:z +|m
_ = 2 —_ . _— = - 1-
&~ LJ i =Y [J
Catkujac te wyrazenia i korzystajac z warunkéw poczatkowych dostajemy

=@ —3)iMm] 7, = (3t — 3) 7 [m],

stad
r=r, —r =03-207+ (3t — 3){[m]
b. Obliczajac minimum funkcji r = r(f) znajdujemy czas najwigkszeg
zblizenia t,;,, = 1,2 [s] oraz odpowiadajaca mu odleglosé Tmin = 0,8 [m].
1.3.

)t =10, — B, = (=3, 1, =1) — (2, 2, 0) £ [m/s];

b) — (2, 2, 0) [m/s?].

Q)
Il
NQJ
I
R
Il
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1.4. Z definicji predkosci Sredniej

0
stad

1.5. Przyjmujac oznaczenia jak na rys.4

= COsp,

= sing.

R Iw

Podnoszac oba rownania do
kwadratu i dodajac do siebie wy-
znaczamy tor

(&1

X
2
+ X -1

Rys4
a

'cr'l‘x
[N

Punkt M porusza si¢ po elipsic o podlosiach a i b.

1.6. Ruch pitki okredlaja wzory
1
s, = v,t — = gt?

2
v, v, — gt
Z warunku
v, = 0
znajdujemy
Lngx = Eﬂ
i
o = & 2
249



Ruch kamienia okreslaja wzory

1
= vt =
S = 0t + 3 gt?,

v, = v, + gt
W momencie spotkania s, + s, = h,,_ (rys.5). Stad
2
v VO I = 47)0 .
g
=2
Wstawiajac ¢ do odpowiednich wzoréw mamy
Pmax
7 2
I h = 32009’
Sep, N
17\?’77}7/77 A
7, v = —,
! 4
Rys.5
b — 50,
A 4 -
1.7. W momencie trafienia wspélrzedne b
jablka i pocisku musza by¢ jednakowe i
(rys.6). Stad §
1
tga =tgf d ;
) i
i - I
V.
x = B ° P i
A \ :
Zatem kat wystrzalu powinien byé réwny { 1
katowi widzenia.
Rys.6

1.8. Przyjmujac oznaczenia z rys.7 mamy
a. x = v,t cos &

. r,
y = v,tsin ¢ — < gty

2
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2
gx
b.y = xt - —

y=xtga-j3 vZ cos’a’

¢. Na plaszczyznie wartoéé promienia krzywizny p wyraza si¢ nastepujacym
wzorem:

1y
(x'?. 14 };2)3,'2
= mr 1
- 1
. . Y% Y
gdzie kropkami oznaczono odpo- 1Hmax
wiednie rozniczkowania po cza- :
sie. d A
Korzystajac z tego wzoru X
Rys.7

1 2 2 : gx s
P = —— |1, cos’x + (v, sing — .
g v, cosx v, COsg

W przypadku y = 0 dostajemy dwie wartoéci na x

x; = 0,
wtedy
vs
Pr = g cosa’
vZ sin2z
X - ]
* g
wtedy
Da
P2 = T osa
W przypadku y = H, .
02 sin2x
X - ’
3 2 g
wtedy
v2 cos?x
Py = :



1.9. Uklad wspolrzgdnych wybieramy tak, aby o$ x byla rownolegla, zas os y
prostopadia do brzegow rzeki. Poczatek uktadu przyjmujemy w punkcie startu
todki.

vl a. Z rysunku mamy
. vx=02=vasi.nn—y,
- f \l‘i L
V1 1
//' vV, v, = vy,
/
> stad
x
Rys.8
v = \/ulz + 02 sin® n—i;
b.
dx dx dy dx . Ty
= — — = = = p, sin —
x dt dy dt L dy °
Wobec tego
. Wy
dx = Z2sin = d
b's o L y

otrzymujemy rownanie toru todki

2v,L . my
= —2 _*gn® —
mo; - 2L

.

X

1.10. Przyjmujemy uklad wspodlrzgdnych jak na rys.9. Wowczas w pierwszej
polowie drogi wektor predkosci lodzi bedzie mial nastepujace sktadowe:

2 u
v, = ——
AR

x
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ale

v, = — v -,
dt dy |
stad 4

Calkujac otrzymane réwnanie rozniczko-
we metoda rozdzielenia zmiennych , przy
warunkach poczatkowych t = 0, x = 0, -
y = 0, dostajemy

X "

a

1
3 yo = a X. Rys9

Stad réwnanie toru lodzi w pierwszej polowie drogi przybiera postaé

v Lx
y = .
u

Podstawiajac do tego rownania y = 3 otrzymamy odleglos¢ x,,, na jaka
prad zniesie 16dz

=
Lt~

X =
01 v

Obieramy teraz nowy uklad wspétrzednych (X' 0/ Y') z poczatkiem w tym
punkcie, gdzie znajduje si¢ 16dZ po przeplynieciu pierwszej potowy drogi (rys.9)
Wektor predkosci lodzi ma teraz skladowe

v, = u— — vy,
x Ly
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Po scatlkowaniu tego réwnania, przy warunkach poczatkowych ¢t =0, x’ = 0,
vy = 0, otrzymujemy

Y}_E p_i r2
_v‘v Lo
-skacd
, L L? X L
y_2 4 u
ale
Y o= x u L
- 4 v
, 1
y =y -5L

Wobec tego rownanie toru lodzi w drugiej polowie drogi przybiera postaé

Podstawiajac do tego réwnania y = L otrzymamy odleglo$¢ x,, na jaka
prad zniesie 10dz
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1.11. Przyjmujac uktad wspolrzednych jak na rys.10 otrzymujemy
a.

_ v _ 4 v
vy—a—va, y VOV

skad po scatkowaniu

y = y,t Vo -
‘ x
Réwnanie toru by
\\\
X = y—z \\\"'
2p’ R
skad Rys.10
2 42
v, t
x = 2—;
2p
b.
dx tv?
* dt p’
wiec
= ro¥s ”
v = 3 i+ 0,7,
z 2
vyt
b = 0, — + 1;
D

c. Wykonujac odpowiednie rézniczkowania znajdujemy wektor przyspiesze-
nia i jego wartosc
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d.
vdt
a =v = o2 2 >
p?. J Opz + 1
2
v
a, = J/a*@ — a? = ——2
V22 + p?
e.
2 vaz 2 3/2
p=_-=0p 1 + = :
f. Poniewaz
ve 2y X
p PP p’
to
2x\*?
p=pll + —)
(+3
W wierzcholku paraboli
x = 0,
skad
p=7p
1.12. Tor punktu
x?. y2
pe + = 1.

Rozniczkujac rownanie toru wzgledem czasu otrzymujemy
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stad
. xx b?
y = y az-
Rézniczkujac po raz drugi mamy
IR T R -
?(x +xx)+?(y + yy) =0
Poniewaz x = 0, wiec
TR . 1 .
72 07+ yy) = - 5%
Ostatecznie
_ b* x
y = a2 )

1.13
a. Znajdziemy przyspieszenie ruchu rozniczkujac dane réwnanie dwukrotnie

wzgledem czasu. Otrzymujemy

2 xx = 2 at + b,

stad
_2at+b
* = 2 x

2 x2 4+ 2xx = 2a

2

Przy uwzglednieniu wartoéci na x i x*> mamy

. 4 ac — b?
X = —.

4x3

Przyspieszenie jest wiec odwrotnie proporcjonalne do trzeciej potggi odlegto-
éci punktu od poczatku ukladu.

b. Ruch jest jednostajny, gdy przyspieszenie jest rowne zeru, czyli gdy
b? = 4ac. Wowczas stala predkos¢ wynosi

X = 4/a
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1.14
a. Przyspieszenie punktu poruszajacego si¢ po okregu wyraza si¢ za pomoca
wspolrzednych biegunowych przez wektor

a=aqa1 + a,i, = —19* i, + 19 1,

gdzie 7, i i, sa wektorami jednostkowymi tego uktadu.

Z rys.11 widag, ze

= tgo.

Podstawiajac do tego wzoru odpowiednie
wartosci na a, i a, otrzymujemy

G
Rys.11 - = = tgo,
@

co mozna tez zapisa¢ w postaci

2 (1) = ¢
a\p) = B

Po rozdzieleniu zmiennych i scalkowaniu mamy

2 ,
=157 w, tga’
Catkujac ponownie znajdujemy szukany kat

¢ = ctga In|(l + t w, tga)|.

Gdy « = 0, predko$é katowa @ = const, czyli ruch jest jednostajny. Gdy
o = E, ¢ = 0, wiec nie ma ruchu.

gdzie t;, = 1 + t o, tgo
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Wzor przedstawiajacy rownanie hodo- y
grafu jest rOwnaniem spirali hiperbolicznej. A A -
Jej asymptota znajduje si¢ w odleglosci
y = rw, od osi x (rys.12), gdyz

| (%
) . . . sint —
lim y = lim vsint, = lim ro,— = ro,. \ X
ty =0 ty—0 t;—0 tl
1 1 1

Rys.12

Zaznaczone na rys.12 wspotrzedne prostokatne x, y zwiazane sa z wspolrzednymi
biegunowymi v, t; rOwnaniami: x = v cost;, y = v sint,.

1.15. Rézniczkujac dane rownanie dwukrotnie wzgledem czasu otrzymujemy

2axx + bx = 1,

stad
_ 1
2ax + b’
2ax* + 2axx + bx = 0,
wige
_ 1
= 4a*x3’
gdzie
x + b
= x e
! 2a
Staly punkt ma wiec wspolrzedna
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1.16. Niech w chwili poczatkowej punkt P pokrywa si¢ z punktem stycz-
nosci kola i prostej. Obieramy ten punkt za poczatek ukladu wspéirzednych,
za$ prosta za o§ x. Gdy kolo
obréci si¢ o kat ¢, to punkt
stycznosci przesunie sie do punk-
tu A, przy czym OA = P4 = ro.
Jak wynika z rys.13, wspoOlrzedne
x 1 y punktu P wynosza

x =04 — PB =r (p — sing),

Rys.13 y = AS — BS =r (1 — cosop).

Krzywa okreslona tymi rdwnaniami nazywa si¢ cykloida. Gdy kolo wykona
pelny obrét, punkt P staje si¢ znowu punktem stycznosci, po czym ruch sie
powtarza. Wystarczy wiec zbadaé¢ ruch dla

0 € o £ 21
a. Wedlug zalozenia predkosé obrotu kola jest stala
(;3 = w = const
Po scatkowaniu mamy

¢ = wt

Roéwnania ruchu punktu P przyjmuja wtedy postaé
x = r (wt — sinwt),
y = r(l — coswt).

Roézniczkujac je dwukrotnie wzgledem czasu otrzymujemy sktadowe predko-
Sci i przyspieszenia

x = wr (1 — coswt), y = ro sinot,
X = ro? sinwt, y = ro? coswt,

a stad

v = 2rw

sin ot
2 >
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By obliczy¢ przyspieszenie normalne, nalezy wyznaczy¢ promien krzywizny,

definiowany wzorem
1 |d*r

p |ds?

Wygodnie jest okrelaé p za pomoca wektorow predkosci © i przyspie-

szenia . B
iF drdt b
ds  dtds v’
dzr_"_du_dvdt_uf.;—ﬁt—;
ds? ~ ds \v)  dt \v/)ds v° )

Wstawiajac do ostatniego wzoru odpowiednie wartosci na vi v oraz ¢ i ©

otrzymujemy
cos ot i sin ot -
a7 2 7
ds* t ’
4 r sin —
2
a stad
1 1
= — o
B 4 r sin —
Tak wiec
v? 5 wt
a, = — = ro* sin —,
o 2

b. Nie znamy predkosci katowej, wobec tego rownania cykloidy przybieraja

postaé
r (QD - Sinq’)!

]
I

r (1 — cosp),

<
Il
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gdzie ¢ = ¢ (t) jest nieznana funkcja czasu. Rozniczkujac te rownania wzglgdem
czasu otrzymujemy

x =r(l — cosp) o,
y = r ¢ sing,

a stad

Ograniczajac si¢ do jednego obrotu mozemy opusci¢ znak bezwzglednosci

. .
) = 2 = Q.
v rsin 5 ¢
Pozwoli nam to sktadowe predkosci wyrazié w postaci

X = v sin

(IR

) = 7 COS —.
y v 5

Rézniczkujac skladowe predkosci wzgledem czasu i uwzgledniajac, ze

5 v
¢ = _7’
2 rsin —
)
otrzymujemy skladowe przyspieszenia
& ct,
X = — =,
4r &
UZ
y = -+
,
1 jego wartosc
UZ
a = .
. 9
4r sin —
2
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Poniewaz v = const, istnieje tylko przyspieszenie normalne

[N
I
I
= [ %

Stad

1.17. W biegunowym ukladzie wspoélrzednych wektory predkosci i przy-
spieszenia maja postac

v=r11i + 1o i,
GQ=C(-r7 + 06+ 2797,
gdzie wektor jednostkowy i, ma kierunek wektora wodzacego, a wektor jedno-
stkowy 1, jest prostopadly do niego, o zwrocie zgodnym z przyrostem kata ¢.
Wstawiajac do tych wzordéw odpowiednie wartosci, otrzymujemy
v = cri; + bri;,,
a=(*—- b)ri, + 2beri,.
Kat « miedzy tymi wektorami obliczamy za pomoca iloczynu skalarnego

c

- a
> Ja-a  J+ b

<_
S
Syl ey

1.18
ayr = ct, ¢ = bt.

b)T=EqD.

Jest to rownanie spirali Archimedesa.
v =c+/l + b2 = c /1 + ¢>.

d)a = bc /4 + b?t> = bc /4 + ¢*.
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) b3ct b%r
€ a == — .
S 1 £ pE 1 + ¢?

4 - be (b*t* + 2)  or (¢* + 2)

VI + b2 2 /1 + ¢?

_r(+ oY
De = 02+ ¢?)°

1.19. a. Przyjmujac warunki poczatkowe

x0 =x0 =0 i y0 =y0 =0,

otrzymujemy

x = r cosp = bt?
y = rsing = ct

Stad, po prostych przeksztalceniach, mamy:

r = t2 /b* + c?

b. Z definicji predkosci

skad
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Z definicji przyspieszenia

a, =1 — rp? = 2./ + ¢

a, = rg + 2r¢p = 0,

P

skad

a =2 ./b* + ¢

1.20. Szukamy réwnania toru w biegunowym ukladzie wspolrzednych
(rys.14).
Z warunkow zadania wynika, 7 w przyjetym ukladzie odniesienia

v, = u i -
Y o Vy;
gdzie u jest predkoscia dzwieku. s
Poniewaz N
\ VI’
r ¢
v, = /P — 1,2 = 1P — 2 @ :X
-
to X
v, = const, Rys.14
v .
a stosunek -2 ma wartosé stalg
r
2 2
Yo _ VP —u
v, u
Korzystajac z tego, iz v, = ro oraz v, = —r, otrzymujemy réwnanie
rézniczkowe:
re v — u?
ro u ’

ktére mozna zapisaé w innej postaci

VP — ut d d

u d_r]nrz_gtq)'



Rozwigzaniem ogélnym tego réwnania jest rodzina krzywych

In (Cr) = — ——n
v — u

z ktorej wybieramy jedna, przechodzaca przez punkt poczatkowy o wspdirzed-
nych (r,, «). Dla tej krzywej stala

¢l
rO
Zatem szukany tor samolotu be¢dzie dany wzorem
(@—@)u

- S
r=r,e .

Wspoéirzedne konca toru (r,, ¢,) dane sa rownosciami

la—mu
R =T, g v v,
P = T
1.21
ds
Qv =— = cs, €,
) dt
dv
b)a = — = 2 5, &,
)a, = = a
a, = a, tgx = c* s, " tga,
2
v
c)p = — = s, ctga.
a

n
Gdy « = 0, wtedy a, = 0, co odpowiada nieskoriczonemu promieniowi
krzywizny, zatem mrowka porusza si¢ po prostej.

1.22
r=clp, ¢ =a + bt
Dlat=0r0) =cla=r

]
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W przypadku b/a > 0 punkt porusza si¢ po spirali w kierunku do $rodka.
Jest to ruch ograniczony w przestrzeni i trwajacy nieskonczenie dlugo (r — 0,
t - o).

W przypadku b/a < 0 punkt porusza si¢ po spirali w kierunku na zewnatrz.
Jest to ruch nieograniczony, ale czas ruchu jest skonczony (r — oo, gdy
t - —a/b).

W przypadku b > 0 torem ruchu jest spirala prawoskretna, w przypadku
b < 0 — spirala lewoskretna.

1.23. Przyjmujemy wspoélrzedne i oznaczenia jak na rys.15.
Uktad biegunowy:

r = | '\ 4
\\
P = @, coswt, {FO \\{
\
gdzie @ — czestos¢ drgan wahadla. ¥ \
\\
Predkosé: \
\\
v, =1 = 0, . ’)
v, = rp = —l @, o sinwt,
X
' Y
v =1 @, w sinwt.
Rys.15
Przyspieszenie:
a, =1 — 102 = —I ¢ w? sin?wt,
a, = rp + 2rp = —1 ¢, w? coswt,

a = | ¢, w*y/cos*wt + ¢ sin*ot.
Uklad kartezjanski:
x = r cose = | cos(p, cosmt),

y = r sing = [ sin(p, coswi),
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Predkosé
v, = x = | @, w sinwt sin(p, coswt),
v, =y = —l @, o sinwt cos(p, coswt),
v = | ¢, w sinowt.
Przyspieszenie
2
v .
a, = 7 = l ¢, o sinwt,
a, = v =1 ¢, w® coswt,
a =19, o /cos’wt + @, sin*wt.
1.24
a)a. = 2v X ,
: § .
a. = 2v w sing = ZEmsmqo.
1 . .
b)x:iaft = stw sineg,

x &~ 3,6 - 1072 [m].
1.25. Zauwazmy, ze wektor predkosci katowej Ziemi e tworzy z kierunkiem
pionu kat g — . Przyjmujac prostokatny uklad wspotrzednych, ktorego o$ x
skierowana jest z zachodu na wschdd, zas o§ z pionowo w dot otrzymujemy:

X = 2 vw cosp = 2 wgt cose,
z =g

Calkujac te rOwnania metoda rozdzielenia zmiennych, przy warunkach
poczatkowych:
x(0 = x(©0 =0 oraz z(0) =z(0 =0,
mamy

1 3
x =3 wgt”® cosp,

1
z = = gt

2
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Eliminujac z tych rownan czas, dostajemy

2 22
x = 5 wz cosp \/—Z ~ 2,75 - 1072 [m].
g

1.26. Wprowadzamy wspotrzedne sferyczne (rys.16)

x = r sind coso, y = r sind sing, z = r cosd.

Wtedy ruch punktu w przestrzeni w dowolnej chwili ¢ okresli¢ mozemy za

pomoca trzech rownan: i
z
r=r. o =00 §=230 5
Wektor predkosci © rozktadamy na trzy d
skladowe v,, v,, vy, 0 wspolrzednych:
. . . T to
v, = v, cosp sind + v, sing sind + r r
< - oy
+ v, cosd =T, PPl [ Y
v, = —Uv,sing + v,cosp = resing,
) X
vy = —Uv, COsQ cos§ — v, sing cosd Rys.16
— ».sind = rd.
Z warunkow zadania wynika, ze
v, =0, v, =Rpsind, v, = —RS
Ys = ctga.
“P
Stad
d9 do
—R — = R — sin§ ctga.
dt dt .
Po rozdzieleniu zmiennych i przecalkowaniu mamy ostatecznie:
tgig1 = g PO,

2
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Jest to rownanie loksodromy. Obliczymy jej dlugosc.

ds = /(@dx)* + @y)? + (d2)?

Korzystajac z wzoréw definiujacych uklad sferyczny, znajdujemy

ix ox 0x
= 24 bl 2= 4% = —R sin9 si
dx R R+6cp qo+(,}‘9 d3 sind sing dp + R cosS cose 49,
d—c’vdR—i—Qd +8yd9—Rsin9cosd + R cos9 sinp d3
y_ER 30 @ 29 = @ ap ® :
oz oz oz
dz = — dR + — d 249 = —R si .
z R + %0 o + 39 d3 R sind d38

Po wstawieniu tych wyrazen do wzoru na ds otrzymujemy
do\’
ds = Rd% [1 + sin?3 (-] .
’ \/ Sm (d9)

Z poprzednich rozwazan mamy

dp _ tga
s sin3’
a wiec
ds = R d3.
cosx

Po scatkowaniu w granicach od 0 do —g

nR
5 = .
2 cosa

Czas przebiegu
. = 5 _ nR
27y 20 cosa’
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2. DYNAMIKA

2.1. Sita hamujaca jest liniowa funkcji predkosci tzn. F = av + b. Szukana
warto$¢ poczatkowa sily hamujacej F, otrzymujemy, podstawiajac do tego wzoru
v = v,. Wtedy

F, = av, + b,
gdzie nieznane sa wspdlczynniki a i b. Znajdujemy je z warunkéw zadania.
Wartos¢ sily w momencie zatrzymania (v = 0)

F
— - _»?
Fk—b 2,

skad
b = av,.

Poniewaz predkos¢ v ciala i sila hamujaca maja ten sam kierunek, lecz
przeciwne zwroty, to roOwnanie ruchu dla hamowania ma postaé

dv

mE;= —a (v + )

Z kolei uwzgledniajac, ze dt = —S powyzsze rownanie mozemy doprowadzic
do postaci v
dv © + 1)
mv — = —a (v v,),
ds ¢
czyli
my dv
al + v,)

Calkujac to réwnanie w granicach od v, (poczatek hamowania) do 0
(zatrzymanie ciala), otrzymujemy

m v,

1 — In2) = s,,
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stad

2 = ™%

(1 — In2).

a

Na sil¢ hamujaca F,, dzialajaca w chwili poczatkowe;j, otrzymujemy wiec
wyrazenie
_ 2mp?

F, = == (1 - In2)

o

2.2. Rownanie ruchu samochodu przybiera postaé

dv
— = —ko?
m — v
Calkujac to réwnanie metoda rozdzielenia zmiennych, przy warunkach
poczatowych: »(0) = v,, x(0) = 0, otrzymujemy

mu,
kv, t +m’

m

ko t + m
= ln‘o =
YT

m

Stad znajdziemy czas t, po ktérym predkos¢ samochodu zmaleje do potowy,

t, = 1 odpowiadajaca mu droge

m
k:

o

x(t,) = ’E In2.

2.3. Niech 0§ x bedzie skierowana do géry. Wtedy sita ciezkosci ma zwrot
przeciwny niz 0§, tak ze F; = —mg; wektor predkosci ma taki sam zwrot jak sila
cigzkosci, a sita hamujaca jest skierowana zgodnie z osia, tj. F, = mkv, gdzie k jest
stala dodatnia. Zatem réwnanie ruchu przybiera postaé

dv
E = —(g — kv).

Calkujac je dwukrotnie metoda rozdzielenia zmiennych, przy warunkach
poczatkowych: v(0) = 0, x(0) = h, otrzymujemy
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g g
x(t)=h+Et+E(1—e'“).

Gdy opdr osrodka jest bardzo maly, wowczas funkcje f = 1 — € mozna
rozwinaé¢ w szereg Maclaurina.

| . r ., . 1 .,
f(r)xf(0)+ﬁf(0)r+if(0)z +§~!f(0)r3+...=

1 1
= —kt — kK2 — K¢
2 6 *
Biorac cztery poczatkowe wyrazy rozwinigcia i wstawiajac do wzoru na
droge, dostajemy przyblizone wyrazenie na x(t)

1 1
1) = — = gt* — = gkti.
x(2) h 2gt th

2.4. Czastka natadowana porusza si¢ w zadanym polu zgodnie z rownaniem

ruchu

d*x )
a. Przy podanych warunkach poczatkowych otrzymujemy

E
o () = qm—w (1 — coswt),

E, . E
x(t)=—q ;smwt+ut.
mo mw

Rozwiazania powyzsze przedstawiono na rys.17.
b. Podstawiamy rozwiazanie probne x(f) = x, sinwt + vt + x, do
rownania ruchu. Rownanie to bedzie speilnione, gdy

E E
x, =0 x5 = - q—;, v, qmwa'
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Przy warunku granicznym, ze v, = 0 dla t = 0, ruch sktada sie z oscylacji,

[

. . . .. E
ktora naklada si¢ na przesuniecie ze stala predkoscia 1
mw

EEN ANANA
NEAVARVAR

1_
M
—= V.
(e 05t
0 i 1 i -
T 27 3T 47 ST wi
i
LT
(mw2x3ﬂ~
qEo ok
=

] i L 1 i >
0 @ 2% 3 4T wt
Rys.17
25. Sita F = kr jest sila centralna, zatem tor ciala jest zawsze krzywa plaska.

Przyjmijmy, ze plaszczyzna toru jest rownoczesnie plaszczyzna (x, y) kartezjans-
kiego ukiadu wspoirzednych. Zamiast rozwiazywaé uktad réwnan rézniczkowych

d*x k
—_ = — X
dt? m
d?y k
a2z " m?

z warunkami poczatkowymi
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x(0) = x,, y@©0) =0,
x(0) = 0, y(0) = v,

mozemy rozwiaza¢ jedno rownanie rozniczkowe na plaszczyznie zespolonej
z = x + iy, postaci

d?*z k

i
z warunkami poczatkowymi

z(0) = x,,

z(0) = i v,.

Rozwiazaniem ogélnym tego réwnania jest funkcja
z() = C, €Y + C, €7,
gdzie r; 1 r, sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego

L

rr— — =0
m

W zaleznosci od wartosci stalej k rozwiazania roOwnania charakterystycznego
sa rzeczywiste badz zespolone.
Dla k > O

stad

t

z(t) = C, e™

Z warunkdw poczatkowych
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stad

C2=

Wobec tego rozwiazanie szczegélne rownania rézniczkowego jest wyrazone
wzZorem:

z(t) = o (e\/_;‘t + e"\/—Em‘) + io—\/k (e‘/;r _ e_“/-’it> _

2

=x0c:cash\/£t-}-ivﬂ\/T sinh\/ﬁ t,
m k m

Zatem rozwazane cialo porusza si¢ po hiperboli 0 rownaniu parametrycznym
[k
x(t) = x, cosh [— ¢,
m

v = o, |™ sinn [E
k m

dlat > 0, ktére — po wyeliminowaniu czasu — mozna zapisa¢ w postaci ogolnej

X

Dla k < 0 rownanie charakterystyczne ma dwa rozwiazania zespolone

Ty =i \/Lg r, = —i \/Ij;l

=



67
Otrzymujemy zatem rozwiazanie ogdlne postaci
() = C, e"fg‘ + C, e“\ﬂg‘ =
k|
= (C, + C,) cos \/% t +i(C, — Cy) sin\/

Z warunkow poczatkowych wynika, ze

1 m
=5 (v v e i)

1 [ m
CZ = 5 (xo — U, m)y

skad otrzymujemy rozwiazanie szczegdlne rdwnania rozniczkowego

K] : mo |
z(t) = x, cos —t+ i, — sin — t
m k| m

Jest to roéwnanie elipsy, ktore mozemy zapisa¢é w postaci parametrycznej

_ £
x(t) = x, cos \/; t,

]
(1) = m g L
_v - Un ‘ki m
dla t = 0, badZ w postaci ogdlnej
xl yl
F A
(- J7)
i
Sprawdzajac warunek .
rot F = 0,

latwo wykazaé, ze rozpatrywane pole jest zachowawcze.
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2.6. W pierwszym okresie ruchu na cialo dziala sita F zgodna z kierunkiem
ruchu i sita tarcia skierowana przeciwnie. ROwnanie ruchu ma postaé

Przy warunkach poczatkowych: #(0) = 0, x(0) = 0, otrzymujemy
Ft
f) = — — t,
o)) = — — g

Ft? ugt?
=2 -7

Warunki poczatkowe dla drugiej czgsci ruchu dostajemy podstawiajac w tych
wzorach czas t =

Ft
v(ey) = — — pgty,

Ft? ugt?
Xt =5,

W drugim okresie ruchu na cialo dziala jedynie sila tarcia. ROwnanie ruchu
przybiera wtedy postac

dv _
" T T
skad

Ft,

) = —pgt + —,

o(2) Hgt + —
_ ugt*  Ft,t  Ft3
x(t) = 5 + - o

Cialo zatrzymuje si¢ w chwili ¢, i wtedy v = 0, czyli

Ft
0 = —ugt, + -;1

stad
Ft,

t, = .
2 umg
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Droga s, ktora przebedzie ciato do momentu zatrzymania si¢ jest rowna

Fi? [ F
s=x(t)=—1(k—1).
2 2m \umg

27. Sita dziala w kierunku ruchu. Réwnanie rozniczkowe ruchu ciala
przybiera postaé

dv
m E = b (to — l),
stad
dv = b (t, — t) dt.
m

Po dwukrotnym scatkowaniu réwnania przy zadanych warunkach poczat-
kowych, wyznaczeniu czasu ruchu ¢, z warunku »(z;,) = 0, dostajemy:

2my
t, = t, + \/t;" +

= (t)—l r2+2mv" 2 +M"2 +b£3+~r
sEXI =3 (" b\ T m 3m et

2.8. Przyjmujemy 0§ x skierowana w kierunku ruchu kamienia. Ruch
kamienia w powietrzu jest opisany rOwnaniem

dv
m— = mg,
z warunkami poczatkowymi
x(0) = 0,
v(0) = v,.

Catkujac to rownanie otrzymujemy znane wzory dla spadku swobodnego
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v = v, + gt

gt*
X = vt + —.
° 2

Warunki poczatkowe dla drugiej czesci ruchu znajdujemy podstawiajac w
tych wzorach x = d. Wtedy

tm\/uﬁ+2gd—vo
1 = ,

v(t)= v, = /% + 2gd,
x(t,) = x, = d.
Ruch kamienia w wodzie jest opisany rownaniem

d.
m—b=mg—kv.

dt

Po rozdzieleniu zmiennych w tym réwnaniu i scatkowaniu z uwzglednieniem
warunkow poczatkowych dla ruchu kamienia w wodzie otrzymujemy

m _k(r—tl}
g + (vl mg) e "

k

k(t—1y)
mg m mg -t
X = T (f L= tl) + E (Ul —_ T) <1 — e ) + d.

Zatem szukane zaleznosci polozenia, predkosci i przyspieszenia od czasu sa
nastgpujace:

»

vt + gt?
0 9 dat < t,,

k(t—1t)
jmg(r—tl)wh%(vl—@>(1—e_ " )+d, dlat > t,,
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v, + gt, dlat < t,,
v(t) =
m m _k(t*t!)
kg-i-(b‘l—Tg)e ", dla t > t,,
g, dlat < t,,
a(t) =
.IC _k(t*t;}
(g—_vl)e S dlat > t,,
m
2.9

a. Oscylatorem harmonicznym niettumionym nazywamy punkt materialny
wykonujacy ruch pod wplywem sily sprezystej (typu Hooke’a) tzn. proporcjonal-
nej do wychylenia od stanu réwnowagi i skierowanej do polozenia rownowagi.
Rownanie Newtona takiego oscylatora w przypadku jednowymiarowym ma
postac

mx = —kx,

gdzie k jest dodatnim wspolczynnikiem proporcjonalnosci (stala sprezystosci).
Dokonujac standardowego podstawienia w? = — dostajemy rownanie roznicz-
m

kowe drugiego rzedu, liniowe jednorodne
X + 0’x =0

Catki ogélnej tego rownania szukamy w postaci x = €. Z réwnania
charakterystycznego mamy dwa rozwiazania

r = +iw,
zatem calka ogOlna przybiera postac
x = C, & + C, e’
Stale C, i C, wyznaczamy z warunkow poczatkowych:

x(0) =0, x(0) = x,.
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Stad
X,
2iw’

X, eivz:t _ E—imt X, .
x=—"|————) = 22 sinwt.
w 2i w

W polu sit Hooke’a cialo drga sinusoidalnie woko! polozenia réwnowagi.
Okres tych drgan znajdziemy z warunku

C1= a, sz_

ol = 2rn

T:z—n=2ﬂ:‘/m.
) k

b. O oscylatorze harmonicznym tlumionym méwimy wowczas, gdy oprocz
sity typu Hooke’a F; = —kx istnieje sita F, tlumiaca ruch. Na ogoét zaklada sig,
ze sila tlumiaca jest proporcjonalna do predkosci lub kwadratu predkosci i
skierowana przeciwnie do kierunku ruchu.

Rozpatrzmy ruch jednowymiarowy w osrodku lepkim, gdzie F, = —bx
(b — stala dodatnia). Rownanie Newtona przyjmuje wtedy postac

stad

X 4+ 20 x + 0*x = 0,

gdzie dokonano standardowych podstawien

3| =

E=2cr,
m

Jest to rownanie rozniczkowe drugiego rzedu, liniowe jednorodnme. Roz-
wiazujac je, podobnie jak rdwnanie oscylatora harmonicznego niethumionego,
mamy

x = g~ °t (Cl ev'm‘ + Cz e—\/mt).

Przyjmujac warunki poczatkowe

x(0) =0, x(0) = x,
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dostajemy

Rozwiazanie ogoélne rownania ruchu przybiera wigc postac

i ev’az—-mil _ ef\‘"crl-‘m?r
x = 2 e~ ( ,
62 — w? 2
lub inaczej
X, —ot z )
X = ———— e 7 sinh (/¢ — w* 1)
6 — w?
Zauwazmy, ze w zaleznosci od tego czy o> — w? > 0 (tzw. przypadek

aperiodyczny), czy 6> — w? < 0 (tzw. przypadek periodyczny), pierwiastek
/¢ — ?* przybiera odpowiednio war-
to§é rzeczywista lub urojona. W pierw-
szym przypadku, odpowiadajacemu duze-
mu oporowi osrodka, nastgpuje tylko je-
dnorazowe wychylenie z polozenia row-
nowagi (rys.18). Ruch taki nazywamy pe-
lzajacym. ! t
Przy malej lepkosci osrodka, tzn. gdy
o2 < w? Rys.18

52> o2

Wtedy rozwiazanie rownania ruchu mozna przepisaC jeszcze raz w formie

pity@i—e% _ e‘avm )
x=A( > = A sin (t Jo? — %),
i

gdzie:

przedstawia malejaca wykltadniczo amplitude ruchu (rys.19).
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02<w?
[\ SN A~
' \_/ \

Rys.19

2.10

a. Dodatkowa masa wody, zwigkszajaca mase¢ kropli, nie ma predkosci
(spoczywa w ukladzie inercjalnym), wobec tego rownanie ruchu przybiera postaé

-

d -
7 (mv) = mg.

Przyjmujac prosta pionowa, skierowana w dol, jako o$ ruchu i korzystajac z
tego, ze w pewnej chwili czasu masa kropli

4
m = - mpr3,

3

mozna rownanie ruchu napisa¢ w postaci

£ 3y _ 3
d:(”’) rg,

gdzie promien kropli r jest nieznana funkcja czasu. Wiadomo jednak, ze przyrost
masy

dm = odnpr? dt.

Z drugiej strony

dm = 4mpr? dr.

Z porownania tych dwu relacji wynika, ze

dr = adt,
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co pozwala zapisa¢ réwnanie ruchu w postaci
o d(r*v) = gridr,

umozliwiajacej catkowanie. Uwzgledniajac warunki poczatkowe znajdujemy stad:

3
gr T gr,
v=-——+=lv, — —),
r"’(” 4&)

&

Podstawiajac

b. Jeslir, = 0, to

Poniewaz r = at, to:

gt,

<
[
|

1
= = gt
z Sg

W przypadku gdy v, = 0, otrzymujemy:
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gr* | arl _grl
z 2
8a? 8u?r?  4a?
gdzie:
r =r, + dat.

2.11. Przy ruchu sznura masa przybywajaca ma te sama predko$é co masa
spadajaca. Jesli wiec za zmienna x przyjmiemy dhigos¢ czesci sznura zwisajacej
swobodnie, to rownanie ruchu przybiera postaé

mdu—m
i ™9

gdzie m jest masa calego sznura, a m, — masa czgsci zwisajacej. Uwzgledniajac, ze
dhugos¢ sznura jest wprost proporcjonalna do jego masy, otrzymujemy

dv g N
d 17
Podstawiajac w tym rdownaniu
dv dv dx dv

dt ~ dx dt ' dx

1 calkujac je przy zadanych warunkach poczatkowych znajdujemy

v = \/?(xz - x2).

__d&x |9,
xz—xf_ P

Stad
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Po scalkowaniu tego rownania uzyskujemy zalezno$¢ dlugosci zwisajacej

czesci sznura od czasu w postaci

X = X, cosh (t \/gl)

2.12. Obieramy o$ z skierowana pionowo w gore jako o§ ruchu. Réwnanie

ruchu rakiety przybiera wowczas postacé

dv dm

m E = —C E — mg.
Stad przyspieszenie rakiety
N
dt m dt £

Poniewaz przyspieszenie rakiety
wielokrotnosc¢ g

dv

i kg,
skad znajdujemy

v = kgt
oraz wysokos¢ z

z = % kgt®.

Dla znalezienia zaleznosci masy rakiety od czasu calkujemy rownanie

skad
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2.13. Z rysunku 20 wynika, Ze warunkiem spoczynku punktu jest

y
hm

mg sina < mgf cosa
Stad w przypadku granicznym
tga = f.

Maksymalna wysoko$¢, na ktorej
punkt bedzie pozostawal w spoczynku

axz.

0 ?

hy, = y(x,) =

X, znajdujemy z warunku

0
dy
tgy = —
e dx x=x,
skad
3k
° 2a
1 ostatecznie
f2
h = —.
m 4a

2.14. Uwzgledniajac oznaczenia przyjete
mamy

R R

W = JFy dy = J(G — V) pg) dy,

0

gdzie G jest cigzarem kuli, a V' (y) oznacza
zmieniajaca si¢ objetos¢ tej czesci kuli,
ktdra jest zanurzona w cieczy. Objetosc ta
jest funkcja wspolrzednej y, okreslajacej
poziom cieczy wzgledem uktadu odniesie-
nia zwiazanego ze $rodkiem kuli i mozna
ja wyrazi¢ wzorem:

na rys.21 oraz prawo Archimedesa,
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R R

2
Vi) = nJ. x*du = TI:J. (R? — ud)du = : mR®> — mR%*y + % iy
¥y ¥y
(x* wyznaczyliémy z réwnania okregu x? + u®> = R?).

Podstawiajac otrzymane wyrazenie na V(y) do wzoru na prace, znajdujemy
1 4
W = GR — i mpgR".

Z tresci zadania wiemy, ze

G = % npgR>

(warunek plywania), zatem szukang prace moiemy wyrazi¢ wzorem

W = > npgR*
= 13 "PER-

2.15. Korzystajac z wyprowadzonego w poprzednim zadaniu wzoru na
zmieniajaca si¢ objetosc czesci kuli zanurzonej w cieczy, mamy
R

R
4
W = J. F,dy = J [G - V) nl dy = 3 7R* @re = ),
-R

-R

gdzie y,, jest cigzarem wlasciwym wody.

2.16. Prostokatny ukltad wspolrzednych wiazemy ze s$rodkiem masy
(ciezkosci) walca (rys.22)

a. Poczatkowa wysokos¢ czesci za- A
nurzonej walca h znajdujemy z warunku '
plywania:

Shy, = SHy,,

gdzie y,, jest cigzarem wlasciwym wody.
Stad 4

h=H &. Rys.22

Tw
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Zmieniajaca si¢ objgtos¢ czedci zanurzonej walca obliczymy jako funkcje
dolnej granicy calkowania ze wzoru:

wos(d-5)

Szukana pracg mozemy wtedy wyrazi¢ wzorem:

V() = S

< ey ol B

H

SH

2
W= J‘ [SHy, — V() 7.] dy = %
H w

F—h
b. Praca potrzebna do calkowitego zanurzenia plywaka jest réwna

B
2
1
W = JESHn = VO dy = 5 SH? (1 — v)%.
j—h

2.17. Z warunkéw zadania wynika, ze masa kropli M zalezy od czasu wg
WZOoru

M@ = M, — mt,

[

gdzie m jest predkoscia ubytku masy.
Czas ruchu ¢, znajdujemy z warunku

M, — m =0,

o

skad
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Czasowi ruchu t, odpowiada droga

*k
W = JF(x)dx=g
0

2.18. Przyjmujac oznaczenia z rys.23 mamy
H
R I
V() —n‘[x du = 3 (H ¥)°,

¥

gdzie x wyznaczono z proporcji

Wtedy praca zuzyta na pokonanie sily cigzkosci

H

H
nR? 1
W= gp J‘ Vo) &y = S j(H — W dy = 7 ngpRH.
0

0

0] Xy, x>
Z
u . .
H| D X\§
R du




Przypadek stozka zwréconego wierzcholtkiem ku gorze przedstawiono na
rys.24. Mamy wigc

u H
x R’
a
:
y3
V) Jx du = - mHR? (1 - H3)
¥
Wtedy
H
W= nngRz'[ ( —) dy = % ngpR*H?>.
0

2.19. Praca zostaje zuzyta na pokonanie sily ciezkosci dziatajacej na pirami-
de, podnoszaca si¢ z powierzchni ziemi (rys.25). Zmieniajaca si¢ objgtos¢ piramidy
obliczamy ze wzoru

X Vi) =

© by @
A
&
Il
w| |,
o IV
[ ] w

y—u H
x  a
2
Rys25
Stad szukana praca
H H H
W= |FEwmdy =7y | Vo) dy = vt [y = Lo
= ¥ Yy =17 J’—3H2 y .V—lz?’ .
0 0 0

Podstawiajac dane liczbowe mamy

W ~ 1,63 - 10*2 [Nm].
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2.20. Aby usypac stos piasku w ksztalcie stozka, nalezy wykonaé prace

1
W = — myR*H
12

Wstawiajac do tego wzoru dane liczbowe mamy
W =~ 11 775 [Nm].

2.21. Praca wlozona jest roOwna
1 2772
W = 3 Y. TR“H<,

gdzie y,, jest cigzarem wlasciwym wody.

2.22

I sposdb. Pracasily F przy przemieszczeniu punktu od P, (x, y) do
P, (x, y) wyraza si¢ catka krzywoliniowa po drodze [ (rys.26)

W = Jﬁd?: JFK dx + F, dy =J.—e’ cosy dx + e* siny dy.
1 i i

Krzywoliniowa catke skierowana za-
mieniamy na catke oznaczona, wprowa-

dzajac parametryzacje krzywej [ y‘“
; 1 ; 1\? :
X = , — — - _—— 5
Y 4 2
1 x‘
0t <1 0 12 1 7
Stad Rys.26
dx = dt,
L,
2
dy = dt.




I spos6éb. Sprawdzamy warunki Schwartza: rot F = 0

oF

= = ¢° siny,
dy
oF, .
— = ¢ siny.
ox

Pole sit jest wigc polem potencjalnym, praca elementarna — rozniczka
zupelna

dW = F_,dx + F, dy = —e* cosy dx + e* siny dy,
tak ze mozna calkowaé po dowolnej drodze, np. po prostej y = 0 w przedziale

zmiennosci x : [1, 0]. Otrzymamy

0
W = —Je‘cosde = —gF
1

2.23. Drogi catkowania przedstawiono na rys.27.
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b. W celu obliczenia catki krzywo- y |
liniowej po drodze [, przejdziemy do
wspotrzednych biegunowych (r, @): Ly
X = cosQ, =
. P1 St \Pp
y = Ssing, _1 Q] { x ot

gdyz |r| = 1. Stad

Rys.27
dx = —sing de.
Zatem
0
. 0
W2=JFdr=j(x2+y2)dx=—Jsincpdcp=cosqo S
Iy Iy -% o

224. Pole sity F(r) nazywamy potencjalnym (i zachowawczym), jezeli
istnieje jednoznaczna funkcja skalarna E, (r), taka ze

F = —grad E,.

Pokazemy, ze dla takiego pola zachodzi warunek

—

rot F = 0.
Zaléimy, 7e rot F # 0 i istnieje taka funkcja ¢, z2 F = —grad ¢. Stad
rot grad ¢ = —rot F #0,

co jest sprzeczme z tozsamoscia
rot grad ¢ = 0,
prawdziwa dla kazdej funkcji skalarnej ¢, klasy C2. _
Zatem stuszne jest twierdzenie, ze energia potencjalna E, (r) jest okreslona

tylko w przypadku bezwirowego pola sit F(r), tzn.

rot F = 0.
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Warunek ten w zapisie skalarnym w ukladzie kartezjariskim przybiera postaé:

GF,  GF,
- ox

0x

oF, _ aFy
oz’ Oz

by

2.25. Pole zachowawcze w jednym inercjalnym ukladzie odniesienia U na
0got nie jest polem zachowawczym w innym inercjalnym ukladzie odniesienia U .
Wynika stad, ze w ogolnosci W’ # 0. Rownos¢ W' = 0 moze zachodzié tylko w
szczegblnych przypadkach, np. gdy pole w ukladzie U’ pozostaje stacjonarne.

2.26. Praca nie zalezy od drogi, gdy pole sit jest potencjalne, tzn. spetnione sa

warunki
6K, 0K, 0K, 0K,
éx 8y’

ox

cK. _ ¢K,
oz’ 0z

R

Warunki te spelnione sa dla przypadkow: e, f, g, h, i. Tak np. dla przypadku i,

wobec
r=4x*+ ¥ + 22
mamy
aK:—oc é (1 —aza 1\ or ayz d (1
5y_zayr3_ r\r’/ oy 1 or \r*/)’
0K, _ 8 (1\_ @8 (1\or _az 2 (1
0z Y \r Yo \P 8z  r or \r*)’
t.
oK, 0K,
dy = 8z’

Podobnie udowadnia si¢ pozostale dwie relacje.
Potencjal pola obliczamy ze wzoru:
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x ¥y

Vix, y.z) = VX,, Yo, 25) — J.Kx(u’ Yor Zo) du + J‘Ky(x’ v, z,) dv +
Yo

o

+ JK:(x, ¥, 8) ds

gdzie punkt (x,, y,, z,) jest dowolnym, ustalonym punktem odniesienia
w prostokatnym ukladzie wspdilrzednych; np. moze to byé poczatek ukladu
wspolrzednych (0, 0, 0).

Dla poszczegblnych przypadkow mamy:

) = gz + const,

e) Vix, y, z
1
) Vix, y, 2 = 3 k (x2 + y* + z%) + const,

x y z
g) Vix,y,z) = ¥(0,0,0) — j. siny du + J x cosvdv + J ds|=
0

0 y=0 x=x
z=0 y=y

¥y
= V{0, 0, 0) — (x Jcosv dv + st) = —(x siny + z) + const,
0

0
—Xxyz + const,

h) Vix, y, 2) =
i) V(r):V(ro)—‘[3(xdx+ydy+zdz = V(r,) Jl——+const

gdzie pod calka uwzgledniono zaleznosc:

1
dr=;(xdx+ydy+zdz).

227 a. .
: F = —m grad V()

v .

gfad V(T) = = E T

gdzie przez r oznaczono wektor jednostkowy w kierunku r (r = 7/r).
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Stad
Fon(a-3)
b. Z warunku
d
otrzymujemy
, = 28
0 b
2.28
a.
F = —E,, (:; + %) e " r,
gdzie
E, =mV,
b.
r=6-10"1° [m].
2.29.

2.30. Pole sit jest potencjalne w przypadku a. Zatem w przypadku zadania a
uktad jest zachowawczy

E = E, + E, = const.

Z drugiej strony
. 2
T .
Ep(l, 1,5) = E,(0,0,0) — J.ma dy + J.m sinzdz | = E,(0,0,0) — m(a + 1).
0

0
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Stad wobec

s ™
Ek(l, 1, 5_) + Ep(l, 1, 5) = E.0, 0,0) + E,(0, 0, 0)

Ek(ov 0’ 0) = 0:
otrzymujemy
Ek(l, 1, T—;) — m@ + 1).

231
a. Przyjmujac poczatek osi x w ustalonym punkcie B, a zwrot osi zgodny z
kierunkiem ruchu punktu A, otrzymujemy réwnanie ruchu w postaci

dv b

— = — x.

dt m
Stosujac podstawienie

dv dv

—_ = D —

dt dx

uzyskujemy po dwukrotnym scalkowaniu réwnania ruchu
) b
x = —°_ sinh ( \/ = r)
b m
NE

b. Z zasady zachowania energii

znajdujemy
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Stad po rozdzieleniu zmiennych i scatkowaniu, otrzymujemy

b
—t =1In
m v,
1 po przeksztalceniach
b
x = —2_ sinh ( \/ Z 1)
b m
m

232
a. Korzystajac z zasady zachowania energii

1 dx\?
gdzie
E(x) = mV(x) =mA|x]|,
mamy
dx 2

Z réwnania tego wynika, ze przy E = m A|x|, czyli w punktach

_mAt

X1,2 =

0 jej predkosc staje sig

czastka spoczywa (v = 0), natomiast w punkcie x

maksymalna
2E
v, = —.
m
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Sita dzialajaca na czastke

F__dEp_ —m A da x>0
- dx m A da x <0

Ruch czastki bedzie wigc ruchem oscylujacym pomigdzy punktami x, i x,.
Okres T oscylacji znajdujemy z rownania okreslajacego predkosé czastki

dx

\/E (E — m A|x))
m

dt =

skad

T=4

RE
mA
dx _
2 A4 m
0 — (E — m Ax)
m

b. Postepujac podobnie jak w czesci a, otrzymujemy:
— warto$é predkosci czastki

2
v = \/;1 [E — m A tg*(ax)],

— wspolrzedne punktéow, w ktorych czastka spoczywa

1 E
x1_2=aarctg + — )

— wartosC sily dzialajacej na czastke

F = —2mad [1 + tg¥ax)] tg(ax),

T 2m
T=- 7.
a E + mA

— okres oscylagji
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2.33. Pole, w ktorym znajduje si¢ czastka jest zachowawcze, wobec tego
E, + E,(x) = const = 0
gdzie E, jest energia kinetyczna, a
E,(x) = m A(e™** — 2e™)
jest energia potencjalna rozwazanej czastki. Mamy stad

1
s m? = —m Ae™? — 2e7%),

wobec tego predkosé czastki

v = of24 2T — 72

Z tego réwnania znajdujemy rownanie ruchu czastki, podstawiajac

dx

D = —

dt

i catkujac otrzymane rdwnanie rozniczkowe metoda rozdzielenia zmiennych. Tak

wiec

J dx = J24 J-dr.

Mnozac licznik i mianownik w wyrazeniu podcatkowym z lewej strony
r0wnania przez ¢* otrzymujemy

N
Stad po scatkowaniu mamy

;11\/2e“"—1=1/2A-t+C,

gdzie C jest stala zwiazana z wyborem warunkoéw poczatkowych.
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Przyjmujemy nast¢gpujace warunki poczatkowe ruchu czastki:

t =t,, v = 0, X = X,.

Wspotrzedna x, punktu, w ktorym czastka spoczywa, znajdujemy z rOwnania

v =0 = /24 /2™ — e 2%

skad

1
x, = — —1n 2.
a

Podstawiajac tak wybrane warunki poczatkowe otrzymujemy szukana stala

w postaci
C = —4241,

Wobec tego

V2= — 1 =a+ /24 (@ — t)

1 po prostych przeksztalceniach mamy

x = L In |:1 + Aa® (t — to)2:|.
a 2

2.34. Funkcja Lagrange’a przyjmuje dla tego przypadku postaé

L=E, - E, =

. m(x? + y*) — mg y.

SR

Z rys.28 wynika, ze zmienne x 1 y nie sa niezalezne, bowiem

y = x tgo, y
tj.
y = xtga H
. . x
Uklad ma jeden stopien swobody, 0 e

obierajac wiec x jako wspolrzedna
uogolniona otrzymujemy Rys.28
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m .
xz

1 .
L=-mx*({1 + tg’ax) — mgx tge = — mgx tgo.

2 2 cos?x

Stad

d [féL m .
— =)= —x
dt \éx cos?a
Podstawiajac te wyrazenia do rdwnania Lagrange’a mamy
. 1 .
x + 59 sin2x = 0
Calkujac to rownanie i uwzgledniajac warunki poczatkowe otrzymujemy
I
e gt® sin2e + H ctga.

Czas ruchu znajdujemy z warunku x(t,) = 0, czyli

otrzymujemy funkcje Lagrange’a
L=m(@E* — w?r),

gdzie
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Stad rdwnanie Lagrange’a przybiera postac
r+ o*r = 0.

Jest to rOwnanie oscylatora harmonicznego niettumionego. Jego rozwiaza-
niem jest funkcja

r = A cos (wt + P),

ktéra ma jednak sens jedynie dla r > O.

Gdyby czastka po dojsciu do punktu r = 0 ulegla sprezystemu odbiciu,
wowczas

r = |4 cos (wt + B))

2.36. Uklad przedstawiony na rys.29 ma dwa stopnie swobody. Jako
wspotrzedne uogoblnione obieramy katy a, i «,. Energie kinetyczna i potencjalna
uktadu wyrazamy przez wybrane wspotrzedne

uogolnione. 0 X1 X2
Dla m,: T >
" X
" 1
E =£mv2:—m(1w)2=1mlza€2 ’ :
k1 2 171 2 1\ 1 2 1°1 1> : |
24 i :
E,, = —mygz, = —mygl, cosx,. : |
1
Dla m,: :
: : 23] NP R m2
x, = l; sint; + I, sina,, 2 i
z y
X, = Iy d; cosa;, + I, a, cosa,,
Rys.29
z, = I, cosa; + [, cosax,,
z, = —(l; o, sina, + I, o, sinay),
czyli
m, . . m . .. .
E, = 72 (x2 + z2) = 72 (12 a2 + 20, 1, o, a, cos(e, — a,) + [7 «3),

E,, = —mygz, = —myg (I, cosa; + I, cosxy).
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Stad
m + m o, . UG R -
= T 5 4a 5 f2 %2 T My byt Iy & 1 = %2
L 5 lal+221 my I, 1, o, o, cos(x 2,) +
+ (my + my) gl cosxy + m, g I, cosa,.
2.37

a. Uklad przedstawiony na rys.30 ma dwa stopnie swobody. Jako wspétrzed-

ne uogllnione przyjmujemy x i a. Wspolrzedne kartezjanskie obu punktéw
wyrazamy przez wspolrzedne uogolnione.

Dla m,:
X, = X, X, = X,
z, =0, z, = 0.
Dla m,:
x, = x + | sing, X, = X + Iz cosz,
z, = | cosg, z, = —lx sina.

Wtedy odpowiednie energie przybieraja postac

1
Ekl = i my xz
E, =0,
b o1 " . -

E, = 5mz(x2 + z3) = 7 ™2 (x* + 2ixa cosx + [*a?),

E,, = —mygl cosa.

Stad
my + my; -, m, .. 2+

L= —71+— x* + = (2Ixa cosa + [*a*) + m,gl cosa.

2 2
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b. Uklad ma dwa stopnie swobody. Wprowadzajac jako wspoirzedne
uogdlnione: z, x (rys.31) i liczac podobnie jak w punkcie a, mamy:

= %ml z2,
E,, = —mygz,
E, = 2 M2 (22 — 2lza sina + [%a?),
E,, = —myg (z + [ cosa). V2
Rys.31

Stad
L = w gz + z3) + % (I22® — 2lza sina + 2gl cosa).

2.38. Jesli ruch uktadu n punktéow materialnych, kazdy o masie m;, o-
graniczony jest p wigzami w postaci
Ji Xy o Xp" ¥y oo Yur 21 - 2) = 0 G=12 .,p

to spelnione sa nastgpujace rownania

i A al i=12.,n),

m; X;
j=1

P Ef

= F, + L =,

m, _VL iy ;;1 j ay;

. 2o,

m oz, = F, + Z A E

gdzie: 1; — nieokreslone mnozniki Lagrange’a,

P
Y A 6 — skladowa reakcji wigzéw w kierunku osi x, dzialajaca na i-ty
X;

punkt,

j=1
— skladowa sily zewnetrznej dzialajaca w kierunku osi x na i-ty punkt.

F.

x
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Z tresci zadania wynika, Zze punkt porusza si¢ po powierzchni

(]
[ 8]

x? N
aZ

+5 =1

i:'r|‘<:

[X)

ﬁlN
[S]

gdzie: a, b, ¢ — stale.

Stad rownania Lagrange'a pierwszego rodzaju maja postaé:

. x
= 2] =,

m x p
- y
my = 24 L

> z
= 21 .
mz =z

Mnozac pierwsze z tych rownad przez x, drugie przez y, trzecie przez z i
dodajac stronami otrzymujemy

v e 2xx  2yy 22z
m(xx+yy+zz)=l(§+¥+§).

Rozniczkujac rownanie elipsoidy otrzymujemy

2xx  2yy  2zz
=

Stad

xx + yy + zz = 0.

Korzystajac z wlasnosci pochodnych wynik ten mozemy zapisaé w postaci

| &

x* + y> + 23 = 0.

N =
A

t
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Wyrazenie w nawiasie jest kwadratem predkosci punktu. Wobec tego

d

2
— =0
dtv

b

1 ostatecznie

v? = const.

2.39. Z tresci zadania wynika, ze zaniedbujemy opory ruchu, wobec tego
moment pedu ukladu jest staly, stad ruch jest plaski. Przyjmujemy uklad
wspOtrzednych, tak aby plaszczyzna
(x, y) byla plaszczyzna ruchu
(rys.32). A

Wowczas uktad ma trzy stopnie y
swobody. Odpowiadajacymi im Yo -———---—--=
wspOtrzednymi  uogdlnionymi  sa
wspolrzedne x; i y, srodka obrotu i my
kat ¢ nachylenia preta do osi x.

Energia kinetyczna ukladu

b, G MU

1 x
Ek=§m1(x:%+jf)+ s
1 Rys.32
T m x5 + ¥
gdzie: x,, y, — wspolrzgdne masy m,,
X,, ¥, — wspolrzgdne masy m,.
Ale
X, = X, — Ty COSQ, ¥1 = ¥y, — r, sing,
x, = X, + r, COSQ, y, = y, + r, sing.
Wobec tego
m, + m, . - myr: 4+ myri .,
B = "L T2 (2 + g + Lo 224

2 2

Energia potencjalna
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Funkcja Lagrange’a

L=E - E

p’
stad rownania Lagrange’a II rodzaju przyjmuja postaé:

d oL dL d .
&35, @ lmtmxl=0

S s

d éL dL d .
aa_g—h—d_t[(ml"‘mz)ysjzo,

d dL oL d .
% %o @ [y 1t + myr3) @] = 0.
Wobec tego
X, =0, s =0, ¢ =0

Stad wynika, ze uktad obraca sie jednostajnie dookola osi, a réwnoczesnie srodek
obrotu przesuwa si¢ ruchem jednostajnym w plaszczyznie (x, y).

2.40. Funkcja Lagrange’a wynosi

m (r? + r2g?).

. . 1
L= m(x2+y2)=i

B

Koralik ma jeden stopien swobody, wigzy sprowadzaja si¢ do warunku
@ = w = const, tj.

L= _-m(@? + o?r?.

B

Stad rownanie Lagrange’a daje
r — o'r = 0.
Catka ogoélna tego roOwnania ma postac

r = Cl e + Cz e—(m’
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co po uwzglednieniu warunkéw poczatkowych daje:

v, .
r = - sinh (wi),
w

v = v, cosh (wt).

2.41. Funkcja Lagrange’a we wspolrzednych kartezjanskich przyjmuje po-
stac

1 . . .
L= Em(x2 + y? + z%) — E, (x, y, 2),
stad
oL 0E,
éx ax
d (oL\ d Y = mi
dt \éx/) — dt (mx) = mx.

Podstawiajac te wyniki do réwnania Lagrange’a otrzymujemy

Postepujac podobnie dostaniemy dwa pozostale rownania.

2.42. Wykorzystamy zwiazek miedzy praca a energia potencjalna. Oznaczmy
przez h, potozenie powierzchni cieczy wzgledem dna naczynia — przyjetego za
poziom odniesienia.

Wtedy

h

h
E/ = J}(mg — Vpg) dz + ng dz = mgh — Vpgh; < E,

P
0 By

gdzie: ¥V — objetosc ciala,
p — gestosé cieczy.
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2.43. Rozpatrzmy cialo o masie m calkowicie zanurzone w cieczy. Niech m,
oznacza masg cieczy o objetosci rOwnej objetosci tego ciala. Przesuniecie ciala
z polozenia a do polozenia b (rys.33) jest rOwnoznaczne
zamianie miejscami mas m i m,.
= W stanie poczatkowym energia potencjalna tych dwu

e e elementow obliczona wzgledem dowolnego ustalonego po-
Mg - — ziomu (np. dna naczynia) jest rowna
L

_____ E, = mgh, + mgh,,

a w stanie koncowym

—————— Epz = mgh, + mgh,.

Rys.33 Otrzymana stad zmiana energii uktadu jest rowno-
wazna pracy wykonanej podczas przesunigcia ciala, tzn.

m — m) g 4h = FAh.

Mamy wigc

F = mg — mg,

co stanowi tres¢ prawa Archimedesa.

2.44. Jezeli wydluzenie sprezyny oznaczymy symbolem x, to calkowita
energia potencjalna ukladu

1
E, = 3 kx?* — mgx,

1 . . . . "
gdzie: 3 kx? — energia potencjalna sily sprezystosci,

mgx — grawitacyjna energia potencjalna liczona wzgledem poziomu
wyznaczonego przez dolny koniec wiszacej swobodnie, nieobcia-
Zonej sprezyny.
Warunkiem ekstremum jest
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Odpowiada to rownosci

kx = mg,

co jest identyczne z warunkiem rownowagi sil.
Druga pochodna

LE,
=k 0
dx? > %

zatem funkcja E, w punkcie x = % ma minimum, co odpowiada warunkowi
rownowagi trwale;j.

2.45. Amplituda ruchu

2
v _
x, = ‘/xz + gz & 601077 [m].

Faza poczatkowa ruchu okreslona jest wzorem

v
g = — 53— ~ —064,

stad
o = —32°

2.46. Poczatek ukladu wspolrzednych umieszczamy w srodku Ziemi. Sila
dzialajaca na kulke ma postac

F = —kx
Na powierzchni Ziemi sila ta rowna si¢ cigzarowi kulki, a wigc
kR = mg,

skad
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Wobec tego mozemy napisa¢ roézniczkowe rdwnanie ruchu kulki w nastgpujacej
postaci

2x
— -
dr?

.

x = 0.

Stosujac standardowe podstawienie w? = % dostajemy rdéwnanie roznicz-

kowe drugiego rzedu, liniowe jednorodne

d*x

Et—z"{"fl)ZX:O.

Catka ogdlna tego rownania jest postaci (patrz rozwiazanie zad.2.9)
x =C, € + C, e
State C, i C, wyznaczamy z warunkow poczatkowych:
t =0, x(0) = R, x(0) = 0,

skad

it —iot
sz(%)=Rcoswt=Rcos (t 2)_
2 \/ R

Czas, w ciagu ktorego kulka osiagnie srodek Ziemi, obliczamy z rdwnosci

R cos (tl {I—‘i) = 0,

'R
t, = g \/E = 1248 [s].

skad
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Predkos¢ kulki obliczamy ze wzoru

_dx E ?

Kulka minie §rodek Ziemi z predkoscia

b, = R \/% sin (ti \/%) — 79 [km/s]

2.47. Zadanie zawarte w zadaniu zostanie spelnione wtedy, gdy maksymalne
przyspieszenie ruchu drgajacego deski bedzie rowne co najwyzej przyspieszeniu
ziemskiemu spadku swobodnego. Wychylenie deski z polozenia rownowagi jest
opisane rownaniem

X = Xx, COswt,
a wiec przyspieszenie deski
X = —x,0* cosot = —w*x.
W ruchu drgajacym przyspieszenie osiaga warto$¢ maksymalna w punktach

maksymalnego wychylenia. Zatem warunek zadania bedzie spetniony dla takiej
wartosci w, dla ktorej

czyli dla

Stad

1
y=— [ 2 = 0575 [1]
2n x, S

2.48. W przypadku granicznym warunek dla sit przybiera postac

2m\?
mxo ? = nu]ng'
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stad

4n’x
= —— = 0,08.
lu gTz >

2.49. Na rys.34 punktami A4, B, C zaznaczono kolejno: potoZenie rownowagi

sprezyny nieobciazonej, polozenie rdwnowagi sprezyny obcigzonej szalka o masie
M i cigzarkiem o masie m oraz maksymalne
wychylenie od polozenia rOwnowagi sprezy-

> ny nieobciazonej. Zgodnie z przyjetymi o-
m . . . .
< znaczeniami szukana amplituda drgan
f E A <>
i
h S f } c =a— b
i d g
l : < { Wielkos¢ wychylenia b wyznaczymy z
. ' 1 a warunku réwnowagi
B
! (M + m) g = kb,
¥
¢ stad
xV
M +
Rys3d b = %

Dla wyznaczenia a skorzystamy z prawa zachowania energii
1 2
E(M +movE + M+ myg@— d = —| (—kx) dx,
d

gdzie v jest predkoscia, z jaka bedzie si¢ poruszac¢ szalka wraz z cigzarkiem.
Predkos¢ v wyznaczymy z zasady zachowania pgdu dla ukladu izolowanego

M+ mov = mo,

gdzie: v, = \/Z_gh jest predkoscia, z jaka cigzarek uderza w szalke. Stad

m
U=M———M\/2h.
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Wychylenie d sprezyny w chwili uderzenia cigzarka w szalk¢ spelnia

zaleznosc:
Mg = kd,
stad
Mg
d = —.
k

Podstawiajac znalezione wartosci v i d do prawa zachowania energii

otrzymujemy:

M+ mg m? g* 2m*gh
S s .
4 k Ty T mk

Amplituda ruchu przyjmuje wigc postac:
2 .2 2

. = m°g 4 2m*gh .

k? M + m)k

2.50. W pierwszym przypadku réownanie ruchu przybiera postaé

gdzie k — wspolezynnik sprezystosci.
Rozwiazania rownania szukamy w postaci
X = Xx, coswt.

Podstawiajac je do réwnania ruchu znajdujemy czestos¢ kotowa drgan

W drugim przypadku rownanie ruchu przybiera postac

. k
X = — —Xx + mg.
m
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Jego rozwiazanie przedstawia si¢ nastepujgco:
x = x, coswt + c,

gdzie: ¢ — stala.
Podstawiajac to rozwiazanie do réwnania ruchu znajdujemy

‘/_k m?
w = — oraz c=—g.
m k

Wobec tego w obu przypadkach czestos¢ drgan sprezyny jest taka sama.
Uogdlniajac otrzymane wyniki mozna powiedzie¢, ze stala sila nie wplywa na
czestos¢ drgan, a okresla jedynie punkt, wokoé! ktdrego one zachodza. W naszym

m
przypadku jest to punkt x = Tg , okreslajacy tzw. statyczne wydluzenie sprezyny.

2.51. Oznaczmy przez x wychylenie cieczy z polozenia rownowagi. Wowczas
niezrownowazony shup cieczy ma wysokos¢ 2x. Stad sita dzialajaca na ciecz

F = —2xpg§ = -2 E{x.
Wobec tego rownanie ruchu

x+2Zx=0

przedstawia rownanie ruchu oscylatora harmonicznego niettumionego. Staly
wspolczynnik wystepujacy przy wychyleniu jest rowny kwadratowi czestosci
kolowej w. Stad okres drgan

T, = 2no™' = 2n [ —.

W windzie na wode¢ dziala sila
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gdzie znak plus odnosi si¢ do przypadku, gdy winda porusza si¢ ku gorze, znak
minus zas$ do przypadku, gdy winda porusza si¢ w do6l. Wobec tego rownanie
ruchu przybiera postaé

skad

/ I
T, = 2n _‘#;Z(g-_i-a)'

2.52. Oznaczmy przez x wychylenie preta z poloZenia rownowagi. Wowczas
rownanie ruchu ma postac

d*x l
mﬁ=—kx+mg—5pg(§+x).

Korzystajac z warunku

1
= - I,
mg zSpg

rownanie ruchu zapisujemy nastgpujaco

d*x 1
— = — — (k Spg) x.
12 — (k + Spg)

Nieznang stala sprezystosci k wyznaczamy z warunku na zmiang dhugosci
sprezyny po usunieciu cieczy. Oznaczajac przez x; polozenie rOwnowagi statycz-
nej preta po usunieciu cieczy, zas przez x, polozenie rownowagi statycznej w
cieczy, mamy

1
mg — > Spgl
k ’

d=x1—x2=%

skad
_ Spgl
k=

Podstawiajac k do rownania ruchu otrzymujemy
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d?x _ Spg (I + 24) e
a2 2dm rE= oTex
stad
2
T2 _ g [ m
w Spg (I + 2d)

2.53. Pod wptywem cigzaru pierwsza sprezyna ulegnie wydtuzeniu x, , druga
sprezyna — wydluzeniu x,, za§ caly uklad wydluzeniu o

X = Xx; + X;.

Przypisujac ukladowi zastgpczy wspolczynnik sprezystosci k mozemy na-
pisaé

kK~ kO k,
skad
k, k
k — 1 2
ki + k,

k k, K,

2.54. Oznaczmy przez x, wysokos¢, na jaka przemiescila si¢ ciecz w ramieniu
I, za$ przez x, wysokos¢, na jaka przemiescila si¢ ciecz w ramieniu II (rys.35).
Wtedy niezrownowazony shup cieczy ma
wysokos$¢ x; + x,. Stad sila dzialajaca
na ciecz

F=-—m—f(xl+x2).

Z rysunku mamy:

§ = §, sing = §, sinf,

x1S1 == x2S2,
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oraz
x; = X sing,

gdzie S, i S, sa swobodnymi powierzchniami cieczy, odpowiednio w ramieniu I i
II, S jest przekrojem rurki. Wobec tego

F = —m—[‘q(sino:+siuﬁ)x.

Rownanie ruchu ma zatem postaé

d®x g (sine + sinf)
ir 1 x

Stad okres drgan

ey

- g (sinx + sinf)

255
o= In 2 = 1,39 [s71],

T, = 0,497 [s].
2.56. Amplituda zmaleje 7,39 raza.

257
a. W tym przypadku rownanie ruchu przybiera postaé

X + 20x + ©*x = 0,
gdzie o jest stala tlumienia, za§ w czgstoscia drgan niettumionych. Poniewaz ruch
jest okresowy, to zachodzi przypadek stabego tlumienia i rozwiazanie rOwnania

ruchu mozemy przedstawié¢ nastepujaco

x = C e ™ sin(w;t + ).
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W naszym przypadku
o, = g [s5], 0 =0, ¢ =04 w=262[s2]iC = 67102 [m].

Stad otrzymujemy roéwnanie ruchu punktu
x4+ 08 x +262x =0

1 jego rozwiazanie

x =67 1072 ¢ %* sin ~ ¢t [m].
b. Z warunku sin T—Zc t = sinw,t = 0 znajdujemy czasy, w ktorych punkt

znajduje si¢ w poloZeniu rownowagi w rozwazanym przedziale [0, 27]

t, =0, t, = 2 [s], ty = 4 [s], t, = 6 [s], ts = 8 [s].

d . s
Z warunku ;i_j = 0 znajdujemy czas t;, = 0,84 [s], odpowiadajacy

pierwszemu maksimum lokalnemu funkcji x(tf). Znajac okres, znajdujemy stad
czasy odpowiadajace kolejnym ekstremom lokalnym w rozwazanym przedziale

[0, 27]
v, = 2,84 [s], t'y = 4,84 [s], t, = 6,84 [s].
Podstawiajac znalezione wartosci ¢ do réwnania ruchu otrzymujemy od-
powiadajace im wartosci wychylenia punktu. Na tej podstawie mozemy sporza-

dzi¢ szukany wykres zaleznosci x(f).

2.58. Réwnanie drgan kulki w cieczy ma postaé
- 6 . ,
X+ — x 4+ o*x = 0,
m

gdzie x jest wychyleniem mierzonym wzgledem polozenia rownowagi statycznej,
n jest wspolczynnikiem lepkosci cieczy. Z teorii wiemy, ze staly wspolczynnik
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wystepujacy przy predkosci ruchu jest rowny podwéjnemu wspdlczynnikowi
ttumienia drgan o, a ten wiaze si¢ z czestoscia drgan zwiazkiem

c = 40 — o,
stad
4 2 o2 -1.-1
n=gpr Vo — o =10 [kgm™'s™7].

2.59.

d*x In2 dx

e N N )
a)dz2+5dz+nx 0
b) T = 1,006 [s].
o 11 [W].

2.60. Rownania ruchow drgajacych zapisujemy w postaci:

X, = X, sin (ot + w),

X, x, sin (w,t + o).

Stad ruch wypadkowy

w;, — . (o, + @
x=xl+x2:2xacos—1—i——ztsm(%t+m>

przedstawia drganie harmoniczne, ktorego amplituda

A = 2a cos u t
2
zmienia si¢ okresowo z czestoscia (w, — w,). Wobec tego okres dudnien
2n T,T
T = = 12 — 93 [s].
W, — W, T, — T,

2.61. Przyjmujac kartezjanski uktad wspdirzednych, mozemy zapisa¢ row-
nania drgan w postaci
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T
x = A sin (cot + 5) = A coswt,

y = A sinwt.
Stad rownanie toru
x2 + y2 = A?
przedstawia okrag o promieniu A = 0,05 [m].
2.62. Z kierunkami drgan wigzemy prostokatny uktad wspotrzednych, przyj-

mujac poczatek ukladu w polozeniu rownowagi. Wobec tego rOwnania drgan
maja postac

x = A, sinot,
y = A, sinwt.
Stad réwnanie toru
A, 5
y=_x=3x

przedstawia prosta przechodzaca przez poczatek ukladu. Takie drgania nazywa-
my liniowo spolaryzowanymi.

2.63. Ruch wypadkowy jest opisany rOwnaniem
X = Xx; + x, = A; cos (wt + ;) + A, cos (0t + a,) =
= (A4; cosa; + A, cosa,) coswt — (A, sinz, + A, sinx,) sinwt
gdzie A,, «,, A,, ®, oznaczaja odpowiednio amplitudy i fazy ruchéw sklado-
wych. Rownanie ruchu zapiszemy w prostszej postaci, jesli zauwazymy, ze zawsze
mozna znalezé takie dwie stale A4 i «, ze spelnione beda zwiazki:

Ay cosay; + A, cosa, = A cosa,

A, sinz; + A, sina, = A sing,
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czyli

A = /A2 + 24,4, cos (a, — o) + A2,

A, sinz; + A, sing,
A, cosa; + A, cosx,

o = arctg

Po wstawieniu do rownania ruchu otrzymujemy
x = A sin (ot + a),
gdzie A = 0,07 [m] jest amplituda ruchu wypadkowego.
2.64. Korzystajac z wyniku zadania 2.60 mamy

1 _
v2=—T—=40|:31].

2.65. Réznica faz

4o = 2=n = —

gdzie I, i [, sa odleglo$ciami zadanych punktéw od zrodia drgan.
2.66. Roznica faz Ap = 4m.
2.67. Dlugos¢ fali A = 0,48 [m].

2.68. Promien fali zalamanej bedzie tworzyt z powierzchnia wody kat
B = 40°11.

2.69. Odleglos¢ miedzy weztami fali stojacej
l I, = (2n + 1) 4
2 ) 27

gdzie: n = 0, 1, 2, 3, ..
Stad

v = Av = 1425 [ms™!].
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2.70. Predkos¢ rozchodzenia sie fal podhuznych
v, = 5-10° [ms™'],
a predkos¢ rozchodzenia si¢ fal poprzecznych
v, = 3,17 - 10° [ms™'].
2.71. Korzystajac ze zwiazku

E
21 + m)’

[ 1
9y =03 [ 5———— = 322 - 10° [ms™'].

2.72. Przyjmujac o§ x jako kierunek rozchodzenia si¢ fali mamy:
— rownanie fali padajacej

otrzymujemy

— rownanie fali odbitej
. X . x
¥, =y, sin [m (t + ;) + TC:| = —Y, sin [m (t + ;)]
Stad rownanie fali wypadkowej przybiera postac
. [x
Yy =y + y, = —2y,sin (; w) coswt .
Jest to rownanie fali stojacej, ktérej amplituda

A = !—2yasin)—cm
v




przyjmuje wartos¢ maksymalna (strzatki) w punktach

x=(zk+1)§,

natomiast warto$¢ minimalna (wezly) w punktach

2.73

gdzien = 1, 2, 3, 4, ..

2.74

gdzien = 0, 1, 2, 3, ..

watora

+ 9
v =570y - s

cC — U

2.76. Poziom glosnosci dzwigku wzrosnie o 7 dB.

2.77. Rownania ruchu érodka masy maja w tym przypadku postac:

F
my + my + my’

5

v, =0, z
Po dwukrotnym scatkowaniu tych réwnan otrzymujemy

1 F

X, = — 2 + C,,
s 2m1+m2+m3 1
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2.75. Z wzoru Dopplera czestotliwos¢ dzwigku odbieranego przez obser-
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Ys = CZ’

zZ. = C3,

5

gdzie: C;, C,, C; — stale, ktére wyznaczymy z warunkéw poczatkowych,
okreslajacych polozenie §rodka masy w chwili t = 0

oMy Xy + My X, + MyXg
my + m, + my

“e

myy; — myy, + myy,
mg + m, + my

ys =

_omyzy + Mmyzy; + mazZg
m + my, + m,

Mamy stad:
C, = x¢, C, = y2, C, =z}

1 ostatecznie

F
m; + my + My

2 = —0,17 - 1072 [m]

[N

Yo = ys = 21072 [m]

z, = z2 = —1,2 - 1072 [m].
2.78
a. Jezeli uktad wspotrzednych obierzemy tak, jak na rys.36, to ze wzgledu na
symetri¢ $rodek masy znajdzie si¢ w punkcie P o wspolrzednych (0, y,), gdzie

wspolrzedna
y ! _ Jydm
Ys = J’dm .
Pl x Elementarna mas¢ znajdujemy prze-
QTP‘ ) dr chodzac do wspolrzednych biegunowych
Ys.ti .
LA T
- 2
je—— R —10 X dm = pdS = = cixdy:—nlzrdrd(p.
1 R
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Wtedy

W
Al

N
0"—')?1

J sing dr do =
]

b. Obierzmy poczatek prostokatnego ukladu wspoélrzednych w wierzchotku
stozka, a 0§ y skierujmy wzdhiz wysokosci stozka (rys.37). Wtedy ze wzgledu na
symetri¢ mamy

x, =z, = 0, I t X
Y
oraz . lys}
3 . 3 h;
= — d = - .
Vs h3jy y =2h
0
poniewaz
x:y=r71:h
a stad

c. Srodek masy znajduje si¢ w punkcie o wspdirzednych

3
x, =z, = 0, y,=§R.
d. Zgodnie z rys.38 poszukiwany srodek masy znajduje si¢ w punkcie P o
wspotrzednych (—x,, 0). Warto$¢ x-owej wspotrzednej tego punktu znajdziemy
latwo, jesli rozwazana powierzchnie

>
=

b
podzielimy na krazek o promieniu 3 ©

srodku w punkcie P,, bedacym takze
f -IQ jego sSrodkiem masy oraz na czesc,
Po 2 _ ktéra ze wzgledu na symetrie ma éro-
dek masy w punkcie P,, tj. w srodku
prostokata o bokach a, b. Przesuwajac
wtedy poczatek ukladu wspolrzednych
do wypadkowego $rodka masy ukladu
Rys.38 (punkt P), mamy

e >
<

7
/

~

"\-.
X
Jd

\

150
e}
“~
R0
1
X

L

L
.|
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mLF1+m2F2=0,
gdzie m, jest masa krazka, a m, — masa pozostalej czgsci ukladu.

Rozpisujac to rownanie we wspolrzednych kartezjanskich, otrzymujemy po
przeksztalceniach

2
; — X, ab — %
X, - b
4
stad
_mb
Xy = E‘

a, y.s:'zs:O-

2.79. Oznaczmy podstawe dowolnego trojkata (rys.39) przez a, jego wyso-
kosé przez h. Obierzmy pasek o dlugosci b i szerokosci dy w odlegtosci y od
podstawy. Elementarna mas¢ znajdujemy ze

v} Wzoru
h —
) dm = pbdy = ; 4 pady,
p gdzie zalezno$¢ b od y wyznaczylisSmy z
b Y proporcji
b h—y
0 a ; a h ’
Rys.39

Dla wspotrzednej y, Srodka masy otrzymujemy

h

h — y d

__Iydng( Jw)yy=

ys_j'dm h
g(h—y)dy

W | =t
-
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Srodek masy trojkata znajduje sie, liczac od jego dowolnej podstawy, w
odlegtosci rownej 3 odpowiedniej wysokosci trojkata, czyli srodek masy pokrywa
sie z punktem przecigcia si¢ srodkowych trojkata.

2.80. We wszystkich rozwazanych przypadkach jako uklad odniesienia
obieramy uktad srodka masy. Symetryczny tensor momentu bezwladnosci bedzie
mial w nim tylko elementy diagonalne. QOznaczymy je odpowiednio:

I.=1,, I, =1,, e

¥y

a. Osie x, y, z sa rownolegle do krawedz qa, b, ¢

= J(yz—)—zz)dm:pj J.(y2+zz}dxdydz=

(m)

W analogiczny sposob znajdziemy pozostate gldwne momenty bezwladnosci:

1
0 + 22 dz|dy = o (b* + ).

m
abc

“ "-'—')N‘

|
win™nln

=

1 1
12 12 (a +C) I3 ='ﬁm{a +b2)
b.
2
I, =1, = I, = s mR?

c. Obliczamy najpierw tensor I, wzgledem
uktadu wspolrzednych o poczatku lezacym w wie-
rzchotku stozka (rys.40). Obliczenie przeprowadza
sie tatwo w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych

x' = r coso,

r sing,

<
[
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zR

gdzie: 7 € [0 p ], o € [0, 2w], z € [0, H].

I, = J.(y’2 + %) dm = p jjj(y’z + 23 dx" dy' dz’ =

() 14
ZR
2z h R

3 3 R?
:;%Jjj(rzsmzw+22)rdrdcpdz:§m(7+h2>.
0 0 o0

3 [R?
I;,j=11’=gm(7+h2>.

h A

iR
J.Jrz‘drdqodz=imR2
10 ’

00

. 3
Srodek masy znajduje si¢ na osi stozka, w odleglosci a = 1 h od wierzcholka.

o=y

’ 7 ! ! r ! 3m
I =pJ.JJ(x2 + y'3) dx' dy' dz = =7
vV

Korzystajac z twierdzenia Steinera ostatecznie dostajemy:

d. Srodek masy pokrywa si¢ z geometrycznym $rodkiem elipsoidy, a osie
glowne z jej osiami. Catkowanie po elipsoidzie mozna sprowadzi¢ do calkowania
po kuli jednostkowej, wprowadzajac uogdlnione wspolrzedne sferyczne:

X = a r cosp sin®,

y = b r sing sin®,

z = ¢ r cos®,
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w ktérym rownanie elipsoidy

o
o
[}

x y z
- = =]
a* + b? Tz
ma prosta postaé ,
=1

Nowe zmienne r, @, ¢ przyjmuja wtedy wartosci
0<r <1, 0 €@ <, 0 < ¢ < 2m,

a elementarna masa

m 3m
= —d =
dm 7 dy dz 4mabc

3
abcr? sin@ dr dO@ do = 4%: r? sin@ dr dO do,

gdzie objetosé elipsoidy obliczyliSmy ze wzoru:

1 = 2=z

V= JJ J aber? sin®@ dr dO do = i’_:. nabc.
0O 0 0

Zatem moment bezwladnosci wzgledem osi x jest rowny

1 = 2x

= pJJ‘ W + zY) dx dy dz = i—: JJ J. (b*r? sin’e sin’@ +
v o0 0

+ c?r? cos?@) sin® r? dr dO@ do = %1 (b* + Y.
Liczac analogicznie, otrzymujemy

I, = ’; @ + c?, I, = 2 @ + b
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Il=12=1—”;zl+%1(32+r2),

I, = g(Rz + 1)

2.81. Wprowadzamy uklad wspoélrzgdnych $rodka masy, w ktérym o$ Oz
przechodzi przez oba atomy (rys.41). Oznacza to, ze

myzy + myz, = 0
z 1_‘ i
_ a = zy — 2z,
% k

gdzie z;, i z, sa odpowiednimi wspélrzednymi

a_~ atomOw o masie m,; i m,. Z powyzszych dwdch
=t . roOwnosci otrzymujemy:
Y
b m m
X 220—-—L z, = —2 g z, = — —11 g
m; + m, m; + m,
Rys.41 Wtedy
2 2
m —-m
I =1, =mz? +myz,2=m [—2—) @&® +m [——) a2 =
m; + m, m; + m,
m;m
— 1°7%2 az — #az’
m; + m,
I, =0,

a tensor momentu bezwladnosci przyjmuje postaé diagonalna:

paz 0 0
0 0 0

2.82
a = 08 -1071° [m].
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2.84. Postuzymy si¢ zasada zachowania energii mechanicznej, przy czym
energie potencjalna preta bedziemy liczy¢ wzgledem poziomej plaszczyzny prze-
chodzacej przez os obrotu (rys.43). Wtedy energia potencjalna
preta w jego najwyzszym polozeniu jest rdwna

[ — dm L . 1
X E,, = - J(—SPQX) dx = 3 Spgl® = 3 mgl,
! = 0
by
: : y zas w najnizszym potozeniu
:‘“,drn_ )
‘_1._: E, = — zmgl.
Rys.43
Mozemy wigec napisaé
1 1 1 )
czyli
mgl = - Iw?
Poniewaz
v
w = -,
[
I
1 mSB 1
I=szdm="ij”x‘§m?=§"”z
0
zatem
I = lmu2
mgl = g .
Stad
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Sita, jaka dziala na o obrotu przy przechodzeniu kofica preta przez najnizsze
poloZenie jest suma cigzaru preta i sity odsrodkowej F,, ktora obliczamy ze
WZzoru:

I

m"Jydy=3mg.

0

F0=Jyw2dm=

Calkowita sita jest rOwna
F = mg + 3mg = 4mg ~ 78,5 [N].

2.85. Okres wahadla fizycznego, utworzonego przez pret, jest rowny

I
T = 2n =5 1
mgx
!
Postugujac sie twierdzeniem Steinera, moment bezwladnodci “’_?
preta wzgledem osi obrotu (rys.44) mozemy wyrazi¢ zaleznoscia: X iy
1 Bt
I = B ml> + mx?. :
|
Aby okres omawianego wahadta fizycznego byl minimalny, |
wyrazenie
1 Rys.44
iy 2
1 ol T
y = —
mgx gx

powinno osiaggna¢ minimum. Warunek ten jest spelniony, gdy

l
x = ~ 0,29 [m].
s [m]

2.86. Niech plytka kwadratowa o masie M (wahadlo fizyczne) i wahadlo
matematyczne o dtugosci / i masie m wahaja si¢ w tej samej plaszczyznie i wokot
tej samej osi obrotu. Mozemy tak dobra¢ dlugos¢ I, ze po wychyleniu plytki i
wahadla matematycznego o ten sam kat « i swobodnym puszczeniu zaleznosé « (z)
dla obu wahadet bedzie taka sama (konkretna posta¢ funkcji o(t) nie ma tu
zadnego znaczenia). Wtedy koniec wahadla matematycznego caly czas bedzie si¢
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znajdowal przy tym samym punkcie plytki. Przyklejenie masy m do plytki nie
zmieni wigc jej ruchu. Zakladamy, ze fazy drgan obu wahadel sa takie same.

Moment bezwladnosci plytki kwadratowej o masie M i krawedzi a wzgledem
osi prostopadiej do plytki i przechodzacej przez jej srodek wynosi

1
IG = '6- Mﬂz.

Na przyklad z twierdzenia Steinera znajdujemy moment bezwladnosci
wzgledem faktycznej osi obrotu

= % Ma>.
Rownania ruchu wahadet sa wiec na-
stepujace (rys.45):

e — g sing,
a2 2 /2 ’
3 a
d?a g .
E = — T sSind.

Rownania te sa identyczne, gdy

2./2 2
[ = 3 a=§d,

gdzie d jest przekatna plytki.

2.87. Moment pedu listwy obracajacej sie z predkoscia katowa o dookola

osi przechodzacej przez Srodek listwy (rys.46), wzgledem tego f
srodka, ma kierunek zgodny z osia obrotu, a jego wartosc {
2
L:Jxvdmzwszdm=m1, LO_O

Bi

X

gdzie I jest momentem bezwladnosci listwy wzgledem osi . :-J.

obrotu. V dm

Zasade zachowania pedu ukladu izolowanego listwa— m " ==

—pocisk mozemy napisa¢ w postaci rOwnania Rys.46
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moy 5 = ol + mv 27
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w ktorym v jest predkoscia liniowa, z jaka porusza si¢ pocisk wraz z listwa.

Poniewaz
[ 1
v =0 za$ I=§mlz,
wiec
I 1 1
mvs =35 mwl* + i mwl>.

Stad znajdujemy szukana predkosé katowa

6 mp, _ 1
i N D [g}

2.88. Z rys.47 widaé, ze

stad

P
Naprezenie kazdej nici wynosi 3 Skladowa

tego naprezenia, prostopadila do r wynosi

<=
R
[N

Wl

Rys.47
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Pr
N=ﬁa.

Zatem calkowity moment sil, dzialajacy na rozwazang bryle sztywna, wynosi

M= —3Nr = — — ¢

a rownanie ruchu bryly przyjmuje postac

2

Q’.+T1=O,

gdzie I jest momentem bezwladnosci bryly wzgledem osi przechodzacej przez jej

srodek. Stad
o = 2n Pr?
T I’
a
B PT?*?
T 4n?l
Moment bezwladnosci tarczy
I - PT??
L™ 4m21

moment bezwladnosci tarczy wraz z pretem

P+ QTi
L= =%

a moment bezwladnosci preta

” [T (P + Q) — TiP]
4] ’

I, =1, - I, =

P
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2.89. Korzystajac z zasady zachowania energii

d
d_t(Ek + EP] = 0,

znajdujemy rownanie ruchu walca

. 2g .

Dla malych wychylen z polozenia réwnowagi
sing ~ ¢
i rownanie to przechodzi w rOwnanie oscylatora harmonicznego

0 + wlp = 0,

gdzie
w? = —%g——
3(R - a

2.90. Na kule poruszajaca si¢ po rowni pochylej bez poslizgu dziataja
nastepujace sily (rys.48): sita cigzkosci mg, reakcja R réwni pochylej, prostopadia
do rowni oraz tarcie T wystepujace na styku kuli z rownig. Ruch ten mozemy
rozpatrywaé jako ruch postgpowy srodka masy i

ruch obrotowy dookola osi przechodzacej przez -
érodek masy. Mamy wigc nastgpujace rownania R
ruchu:
mx, = mg sina — T, X _‘? y
ay M9

my, = mg cosz — R,
Rys.48

Lo = 1T.

Uwzgledniajac, ze w kazdej chwili

v, =0,
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mamy
R = mg coso.

Poniewaz kula porusza si¢ bez poslizgu, punkt styku z rownia pochyla jest
chwilowym punktem obrotu, zatem predkos¢ srodka masy

X, = 19,

skad, po zrézniczkowaniu, otrzymujemy wyrazenie na przyspieszenie $rodka
masy

a, = x, = Q.

Podstawiajac t¢ warto$¢ do rownan ruchu i rugujac z nich T mamy

I
(m + 15) a, = mg sina,

skad
4 = mgr? sina
S omr? + I
Dla kuli jednorodnej
2 5
Ii=§mr2 i a4y =g sina
Dla powloki kulistej
2 . 3 .
Jl'2=§mi"2 i a4, = g sina
Stad
a, — a4, = - g sino

35
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291
a.
2 .
mgr? sina
a, = —————.
mre + I
Dla kuli jednorodnej
a > sing
= - ing.
s 7 g
Dla walca jednorodnego
2 .
a, = 3 g sinx

b. Przyspieszenia $rodkow mas rozwazanych cial sa stale, zatem ruch jest
jednostajnie przyspieszony. Szukana predkos¢ wyznaczamy ze wzoru

v, = 4agl.
Biorac pod uwagg, ze
1
s =34 t2,
skad
[2s
= /2
s
otrzymujemy
v, = 4/ 2a,s
Dla kuli jednorodnej
10 s sina
v = —
s 7 9
Dla walca jednorodnego
4
v, = [ = gs sinx
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c. Przy zsuwaniu si¢ bez tarcia ruch obrotowy nie wystgpuje. Zgodnie z
zasada zachowania energii (rys.49)

1
3 m: = mgs sing,

skad

v, = 4/ 2gs sinx.

Predkosc zsuwania jest wiec jednakowa dla obu
cial.

d. Za pomoca a, mozna z réwnan ruchu
wyznaczyc tarcie. Wynosi ono

Ia
T = -,
2
wiec
2 . .
T = = mg sinx dla kuli,
1 .
T = 3 ™ sino dla walca.

Ruch odbywa si¢ bez poslizgu, gdy
T <€ uN = pmg cosg,

czyli gdy

tgr < - K dla kuli,

7
2
tga < 3pu dla walca.

2.92. Elementarna sila odsrodkowa dziatajaca wzdluz walca (rys.50) jest
rowna

dF = xw? dm = pSw’x dx,



135

gdzie S jest powierzchnia przekroju walca.

Stad catkowita sila f‘— o dx
: s
2 0
F = pSw? Jx dx = % pSw?i?, ii _
0
Rys.50

a odpowiadajace jej naprezenie

_F _ 1
p—§—§pwl.

Podstawiajac do tego wzoru warto$¢ granicznego naprezenia p, znajdujemy
maksymalng predkosé katowa obrotu

o, = | _ 816 [s71]

pl?
293. E, = :11 mr? & 2 = 0,00925 [J].

2.94. Aby czasteczka znajdujaca si¢ na powierzchni cieczy w odleglosci r od

osi obrotu byla w réwnowadze, sita wypadkowa u = (mw?r, —mg) (rys.51)
musi byC prostopadia do powierzchni. Z

roéwnania stycznej i warunku prostopadtosci

z ) otrzymujemy réwnanie
mg dz _ 1
mw?F mw?r dr ’
_ﬁ
- : ktore po rozdzieleniu zmiennych przybiera
J postaé
mg !
_ 2
- dz = 2 1 ar.
-a a r g
Qu) Po elementarnym scalkowaniu mamy

rownanie kwadratowe okreslajace swobodng
Rys.51 powierzchni¢ cieczy
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2

20) = z(0) + “z)—g 2.

Stala catkowania z(0) obliczymy z warunku na stalo$¢ objetosci cieczy

(korzystajac z zalozenia, ze b < a)

a

2z,ab = b J z(r) dr.

—a

Stad
2.2

20) = 2 — -

Energia kinetyczna ruchu obrotowego wynosi

I I
E, = -; ? w?,

)

gdzie I jest momentem bezwladnosci cieczy, traktowanej jak cialo sztywne

wzgledem osi obrotu
b

a z(n) 2
1 2
I =p | dr | dz r* + x¥)dx ~ 5 m, a®> + m w?a*
3 45 z,g
—a 0 b
-3

W powyzszym wzorze uwzgledniono, ze masa cieczy m, = 2abz,p oraz zanie-
dbano wyrazy zawierajace b>.
295, Z zasady zachowania momentu pedu mamy

Lo, =0, + 1) v,

I jest momentem bezwladnosci tarczy wzgledem tej samej osi, w, = R
predkoscia katowa czlowieka, a w — szukana predkoscia katowa tarczy. Stad

gdzie I, jest momentem bezwladnosci cztowieka wzgledem osi obrotu tarczy,
v

I, w, mo

w = = i
I I
1+ R(m+%f)
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Droga

2m
— R 1 e— -
S 27 ( + 1% )

2.96. Wskazowka — rozwazy¢ wplyw momentu M sily ciezkosci, wystepuja-
cego po pochyleniu na jedna strong jadacego roweru, oraz zwiazanego z nim
momentu pgdu

AL = M 4,
na ruch tego roweru.

2.97. Korzystajac z zasad zachowania energii i momentu pedu mozemy
napisac:

l
mo, 3 cosy = mv 3 cosay + Iw,

gdzie: v, i v sa predkosciami srodka masy preta przed i po zderzeniu, I jest
momentem bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy, a w
predkoscia katowa po zderzeniu.

Rozwiazujac ten uklad réwnan i pamigtajac, ze

I = i mi?,
12
otrzymujemy
12 v, cosx
w = e
I (1 + 3 cos“a)
Z warunku

dw
doe
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znajdujemy, ze maksymalna wartos¢ @ odpowiada katowi

J3

@ = arc cos —.
3

298. Sila tarcia T, pojawiajaca si¢ w momencie zetknigcia obreczy z
podiozem, wywoluje zmiany jej predkosci liniowej i katowej. Zgodnie z II zasada
dynamiki zmiany te opisane sa rownaniami:

dU_T
™ '
dw
I — = RT,
dt

gdzie: I = mR? jest momentem bezwladnosci piericienia. Eliminujac z tych
rownan czas dostajemy

dv = Rdw.
Calkujac to rownanie w granicach od predkosci poczatkowej v, do koficowej

—u1, 1 od predkosci katowej w, do koncowej w, = % odpowiadajacej toczeniu

bez poslizgu, otrzymujemy
1
U = 5 (moR = 1,)-

Aby obrecz toczyta si¢ do tylu, musi by¢ spelniony warunek

w, R > v,.



